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Eine EinfUhrung in Pauli-Matrizen und Dirac-Matrize n: Re-
flexionen und Rotationen in Raum und Raumzeit

In den Uber 130 Jahren, die seit dem Tode HermaafRr@anns vergangen
sind, hat die didaktische Aufarbeitung seiner Ideemenngleich auch von
vielen unbemerkt — deutliche und tiefgreifende $ahttitte gemacht. So
liegen zwischen den Bemerkungen Sturms, SchrodetsSdhncke in ih-
rem Nachruf auf GralBmann, dass die Behandlungsv&igBmanns ,kei-
nem Vorgertucktem vorenthalten und keinem Lehremdi@hematik fremd
bleiben sollte* (Sturm et al. 1878, S. 32) und Bemerkung Parra Serras
(2009, S. 820), dass die Clifford-Algebra mittleneeder erstbesten Per-
son, die man auf der Stral3e treffe, erklart wekdame*®, Welten.

Nicht mehr nur mathematische Spezialisten, sonbereits im schulischen
Kontext Lernende kénnen die Ideen Gral3manns urftbics kognitiv er-

folgreich durchdringen und problemorientiert im Bmicht erarbeiten, wie
Unterrichtsbeispiele im Schulbereich (siehe z. Bzét 2008; Horn 2009)
belegen. Doch was in der Sekundarstufe Il gelisgiife auch im Bereich
der Hochschullehre sowohl auf fachliche wie auchdadektische Vorteile
hin untersucht und in der Lehre erprobt werden.

1. Mathematischer Kern der Geometrischen Algebra

Im Zentrum der Geometrischen Algebra steht die des3manns, weiter
ausformuliert durch Peirce und Clifford, direkt mggometrischen Objekten
zu rechnen. Dies ist eine zutiefst physikalischeeldNVahrend Mathemati-
ker im Raum aller moglichen Algebren agieren ungsikern die Ent-

scheidung tberlassen, welche der unendlich vigpothetisch moglichen
Algebren konkret zur Modellierung von physikalissh®achverhalten he-
rangezogen werden, stellt GraBmann von Anbegineneaineindeutigen
Weltbezug her. Er konstruiert eine Algebra, diemgewische Gegebenhei-
ten, wie wir sie real in unserer Lebenswelt vor@dndumfassend abbildet.

Diese Geometrische Algebra GralBmanns wurde im Laerferzergangenen
130 Jahre immer wieder unabhéngig neu entdeckausio von Pauli und
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Abb. 1: Basiselemente der Geometrischen Algebrh Gadl et al (1993)



Dirac bei der Ausformulierung des quantenmechamisc¥ierhaltens von
Elektronen (siehe Abb. 1). Die Aquivalenz von Pabiiw. Dirac-Matrizen
und Basisvektoren der drei- bzw. vierdimension&eit, in der wir leben,
wurde im Weiteren von Hestenes (2003a, b) didakimdgearbeitet.

2. Koordinatenperspektive und Operatorenperspektive

Die konzeptionelle Starke der Geometrischen Algdiegi dabei nicht nur
in ihrer verbindlichen Anknipfung an die geometnescStruktur unserer
Welt begriindet, sondern in der Einheitlichkeit thBeschreibungsweise.
Diese umfassende, strukturell eingepragte Einbkkeit driickt sich unter
anderem dadurch aus, dass Koordinaten und Opanatioreh identische
Basiselemente dargestellt werden.

Diese Basiselemente werden von Penrose (2005,9%. €6h auf Hestenes
beziehend, als Basis-Reflexionen erkannt (siehe. Rpbwenn sie links-
und rechtsseitig multiplikativ mit einen Ortsvekt@arknUpft werden.
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Abb. 2: Basisoperationen der Geometrischen Algebra
Ein beliebiger Ortsvektor des dreidimensionalenlifidchen Raumes
I=Xx0x+tyoy+z0; (1)
wird beispielsweise durch beidseitige Multiplikatioit o, in den an der x-
Achse gespiegelten Ortsvektor
I'=0xI 0y =X0x—YOy,— 20, (2)

Uberfuhrt, wobei Assoziativitat und Anti-Kommutatét der Basisvektoren
0; genutzt werden.

3. Rotationen als mehrfache Reflexionen

Fuhrt man zwei beliebige Reflexionen hintereinaraes, ergibt sich eine
Rotation. Im dreidimensionalen Fall reprasentiedem Produkte zweier
Pauli-Matrizen deshalb die quaternionischen Basmieni, j undk (Do-
ran & Lasenby 2003, S. 34). Im Fall der Raumzeillesh die vierdimensio-
nalen Rotationen sodann Lorentztransformationen dar

Ein beliebiger Ortvektor der vierdimensionalen Raain



r=cty+ Xyx+yy + 2y, (3)
wird durch beidseitige Multiplikation mit zwei Eielisvektoren

N=ny+ny+nyy+ny, und m=my+my,+my,+m,y, (4)
in den hyperbolisch rotierten Ortsvektor

r=mnrnm=ct'y+ Xy+yy+2zy, (5)

Uberfuhrt, wobei gestrichene und ungestrichene #ioaten das Ubliche
Verhalten bei Lorentztransformationen zeigen. Dagentztransformation
wird hier einzig durch Multiplikationen modellieiei der Berechnung des
Produktes ist das antikommutative Verhalten derdgéésmente und zum
zweiten die der Speziellen Relativitatstheorie mage liegende Metrik mit
v = 1 undy,® =y,° =y,° = —1 zu beriicksichtigen.

4. Didaktische Aspekte

Einer der entscheidenden Aspekte des hier vordfestehnsatzes ist die
strukturelle VerknUpfung von Algebra und Geometdeder algebraische
Ausdruck lasst sich in der Geometrischen Algebm@nggrisch darstellen,
und jede geometrische Situation lasst sich dunchrealgebraischen Aus-
druck beschreiben. Die Erfahrung im Unterricht zettass die Betonung
und Nutzung dieser Verknipfung direkt mit Einflhguter Geometrischen
Algebra einer der wesentlichen didaktischen Stratedarstellt.

Pauli-Matrizen werden deshalb nicht als Matrizemdern als Pauli-Vek-
toren bezeichnet und im Tafelbild durch Vektorgewprasentiert. Produk-
te zweier verschiedener Pauli-Matrizen werden aslifBivektoren be-
zeichnet und im Tafelbild durch orientierte Flacstécke reprasentiert. Im
Rahmen dieses Ansatzes kdnnen wir mit Pauli-Matrambeiten, ohne das
Wort ,Matrix* auch nur zu erwahnen. Nicht die Repgatation als R 2-
Matrix ist entscheidend, sondern deren geometriBeu®utung.

Lernende werden im Bereich der Mathematik von Beguner Lernbiogra-
phie an nahezu ausschlief3lich mit kommutativen &amgen konfrontiert.
Die Anti-Kommutativitat der Pauli-Vektoren ist dedh einer der Punkte,
die fUr Lernende neu und ungewohnt erscheinen unsh&onzeptwechsel
erforderlich machen. Auch dieser Sachverhalt kamteruRuckgriff auf ge-
ometrische Konzepte (wie zum Beispiel dem Orieatigssinn unter-
schiedlicher Flachenstlicke) didaktisch geklart ward

5. Erfahrungen bei der Umsetzung im seminaristischeUnterricht

Nachdem die Modellierung der Speziellen Relatigitéi¢orie im Rahmen
des hier vorgestellten Ansatzes mit gutem Erfolgimem Berliner Physik-



Leistungskurs unterrichtet und im Abitur abgepnitirde (Horn 2009),
wurde ein ahnliches Konzept im Rahmen einer Vorgseur Physik fir
Mathematiker an der Beuth-Hochschule fur TechnikliBeerprobt. Die
verwendeten Materialien werden in Kirze in (Hord@Qveroffentlicht.

Es gelang, die Studierenden am Beispiel der Spezi&elativitatstheorie
in die Denk- und Arbeitsweisen naturwissenschdiéircErkenntnisgewinn-
ung einzuftihren und ein Ubergreifendes Verstanderisnodellhaften Ver-
kntpfungen zwischen Geometrischer Algebra undivedéschen Phano-
menen zu entwickeln. Im Unterschied zum schulistiergehen, bei dem
der Schwerpunkt auf den Koordinatenaspekt gelegtieyuvurde hier ver-
sucht, die Verknupfung zwischen Operatoren- undribatenperspektive
in den Vordergrund zu stellen. Dies gelang nichizgso vollstandig wie
geplant, da einerseits die zeitlichen Vorgaben (@lésungsstunden im
Vergleich zu 25 Schulstunden) enge Grenzen setzten.

Dartiber hinaus zeigt sich, dass die konzeptuellpNgung der Studieren-
den auf ihnen schon bekannte Konzepte weit staskeals bei Schuilern.
Eine der Schlussfolgerungen ist deshalb, die Gatsuke Algebra mdg-
lichst frihzeitig zu behandeln, und den Vorschlagr®& Serras (2009), da-
fur die curricularen Voraussetzungen zu schaffanyrgerstitzen.
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