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Schiilerauffassungen von Variablen in der analytischen Geo-
metrie

Im Unterricht der linearen Algebra und analytischen Geometrie bearbeiten
Schiilerinnen und Schiiler hdufig geometrisch motivierte Probleme mit Hil-
fe von Objekten, die durch algebraische Gleichungen beschrieben werden.
Variablen konnen in solchen Gleichungen unterschiedliche Funktionen
einnehmen bzw. unterschiedlich interpretiert werden. In der Regel werden
bei derartigen Gleichungen bestimmte Eigenschaften bzw. Aspekte von
Variablen fokussiert, vgl. dazu beispielsweise Malle (Malle, 1993).

1. Forschungsprojekt

In dem hier vorgestellten Forschungsprojekt sollen die Variablenauffassun-
gen, die Schiilerinnen und Schiiler bei der Arbeit mit algebraischen Glei-
chungen im Unterricht der linearen Algebra und analytischen Geometrie
entwickeln, untersucht werden. Ein Schwerpunkt des Forschungsprojekts
ist die Analyse des Zusammenhangs von Variablenauffassungen und den
Vorstellungen der mit Hilfe der Variablen beschriebenen Objekte.

AuBer einer fachwissenschaftlichen und stoffdidaktischen Analyse bildet
die Auswertung von Schiilerinterviews zu ausgewdhlten Objekten der ana-
lytischen Geometrie den Schwerpunkt. Diese Auswertung wird auf der Ba-
sis der Grounded Theory (Glaser, 2005) realisiert. Die Interviews wurden
im Januar 2010 an der Universitit zu Koln durchgefiihrt und beinhalten
Fragen zu Vektoren, Geraden und verschiedenen Typen von
Geradengleichungen.

2. Schiilerinterviews

Der Beitrag konzentriert sich auf erste Ergebnisse aus den Interviews zu
Zusammenhingen von Variablenauffassungen und geometrischen Objek-
ten. Diese sollen hier an zwei Fallbeispielen zur geometrischen Interpreta-
tion einer Geradengleichung in Vektorform konkretisiert werden. Eine dhn-
liche Untersuchung zu speziell dieser Frage wurde von Wittmann (Witt-
mann, 1999) bereits durchgefiihrt. Bei den Ergebnissen lassen sich einige
Ubereinstimmungen erkennen. Es konnen aber auch weitere Aspekte er-
ginzt werden.

Im Interview wurden allen Schiilerinnen und Schiilern insgesamt sieben
vorher festgelegte Fragen gestellt. Exemplarisch wird hier eine dieser Fra-
gen beschrieben. Dabei wurde den Schiilerinnen bzw. Schiilern eine Karte
mit der Aufschrift



(A

vorgelegt. AnschlieBend stellte der Interviewer die folgende Frage: ,,Ich
habe hier eine Geradengleichung. Kannst Du erkldren woraus sie sich zu-
sammensetzt.*

Die Antworten der Lernenden sind zum Teil sehr unterschiedlich, lassen
aber bereits Zusammenhinge zwischen Variablenauffassung und den Vor-
stellungen zu den beschrieben Objekten erkennen. Dies soll im Folgenden
mit Hilfe von zwei Fallbeispielen verdeutlicht werden.

3. Fallbeispiel Mathias

Mathias beantwortet die oben beschriebene Frage, indem er zunichst die
einzelnen Komponenten der Gleichung zu erkldren versucht. Im Laufe des
Gesprichs bemerkt er, dass er dabei gro3e Schwierigkeiten hat, bricht ab
und setzt nochmal neu an mit dem wesentlichen Unterschied, dass er seine
Antwort an einer Grafik erldutert:

162 Also wir hatten hier unsern &h so unsern &h so

163 Ortsvektor gesetzt. Das der Ort, der uns den

164 Ursprung gibt.

165 (Skaliert die senkrechte Achse und zeichnet auf

166 dieser einen Punkt ein.)

167 Und dann mit dem mit ne Verschiebung von vier
168 Einheiten in x-Ebene und vier Einheiten in dh

169 x eins Ebene und vier Einheiten in x zwei Ebene
170 dann.

171 (Skaliert die waagerechte Achse und liuft anschliefend
172 vom Startpunkt aus 4 Einhetten in x-Richtung

173 und -4 Einheiten in xo-Richtung. Den Endpunkt
174 dieses Wegs markiert er mit einem Punkt.)

175 Dann wiren wir ungefdhr bei, drei eins zwei drei
176 vier. Dann wiren wir ungefihr hier. So sihe dann in
177 etwa unsere Gerade aus.

178 (Verbindet die beiden Punkte durch eine Strecke.)
179 Ausgehend von beiden Vektoren dann.

Dazu zeichnet Mathias die folgende Grafik:



Mathias identifiziert den Ortsvektor als einen Punkt (Z. 165-167) und den
Richtungsvektor als eine Verschiebung (Z. 167), die als Strecke realisiert
wird. Die Strecke ist fiir Mathias gleichzeitig die Gerade (Z. 177/178.). In
dem gesamten Interview realisiert Mathias die Gerade ausschlieBlich iiber
den Ortsvektor und den Richtungsvektor, wie er selbst am Ende in Zeile
179 nochmals erkldrt. Die Variable A wird von ihm anscheinend nicht
wahrgenommen oder zumindest dullert er zu keinem Zeitpunkt, dass sie
eine Bedeutung fiir die Beschreibung der Geraden besitzt. Das mag eine
Erkldrung dafiir sein, dass die Gerade aus seiner Sicht begrenzt zu sein
scheint bzw. eine Strecke ist.

4. Fallbeispiel Felix
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F:  Ahm. Wir haben zuerst einen Stiitzvektor, der uns vom

(Zeigt auf den Vektor ( g ))

Nullpunkt aus zu aul die Gerade fiihrt.

Dann einen Richtungsvektor, der uns eben sacht, in

(Zeigt auf den Vektor ( _44 ))

welche Richtung die Gerade verlauft und einen
Vorfaktor vom Richtungsvektor,

(Zeigt auf A.)

der das Ganze zu einer Geraden macht, weil ja der Rich-
tungsvektor nur eine bestimmten Punkt anzeigen wiir-
de, aber auf diese Weise halt in jede beliebige Richtung
auf dieser Geraden; kann halt der Punkt verschoben wer-
den, der auf der Geraden eben liegt und dann dargestellt
wird.

Felix erklirt zuerst die Bedeutung des Stiitzvektors (Z. 57-59) und des
Richtungsvektors (Z. 60-62) fiir die Gerade. AnschlieBend geht er auf die



Bedeutung des Vorfaktors A ein. Felix geht dabei auf zwei entscheidende
Aspekte ein: Die Notwendigkeit dieses Vorfaktors und dessen Funktions-
weise. Der Vorfaktor ist seiner Aussage nach notwendig, da andernfalls nur
ein Punkt der Geraden und nicht die gesamte Gerade dargestellt wird (Z.
65-67). Die Begriindung liefert er direkt danach durch seine Erkldarung der
Funktionsweise. Der Punkt, den Stiitzvektor und Richtungsvektor ohne den
Vorfaktor anzeigen (Z. 66), kann mit Hilfe des Vorfaktors auf der Geraden
verschoben werden. Hier ldsst sich erkennen, dass Felix die Gleichung
funktional interpretiert. Leider gibt er keine exakte Auskunft dariiber wie er
das exakt realisiert. Weitere Informationen iiber die Vorstellung von Felix
konnten aus der Antwort auf diese Frage nicht gewonnen werden, so wiirde
etwa interessieren ob er sich fiir den Vorfaktor eine Zahl denkt, die den
durch den Stiitzvektor dargestellten Punkt entlang der Gerade auf einen an-
deren Punkt verschiebt oder ob er sich eine Zahl denkt, diese dann verin-
dert und dadurch die Position des Punktes auf der Geraden veridndert. Zu
Beantwortung dieser und dhnlicher Fragestellungen sind weitere Auswer-
tungen der Interviews erforderlich.

5. Schluss

Die beiden Beispiele demonstrieren, dass ein gewisser Zusammenhang
zwischen Variablenvorstellung und Objektvorstellung erkennbar ist. Im
Fall Mathias wird deutlich, dass eine Interpretation einer Geradengleichung
in Vektorform ohne die entscheidende Variableneigenschaft zu Fehlvorstel-
lungen des beschrieben Objektes fithren kann. Im Fall Felix fiithrt die Inter-
pretation der Variablenfunktion zu einer tragfdhigen Geradenvorstellung.
Um Felix Variablenauffassung besser einordnen zu konnen, miissen bei
einer genaueren Untersuchung weitere Aspekte, wie beispielsweise Felix
Vorstellung eines Vektors mit einbezogen werden. Das Ziel ist dann, die
Variablenvorstellung in bereits bestehende Konzepte fiir Funktionsvariab-
len (z. B. Malle, 1993, S.263-266), einzuordnen.
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