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Entdeckungen im Innern eines Dreiecks — Schnittfiguren mit
uberraschenden Invarianten

Dank Dynamischer Geometriesoftware (DGS) und Zugmodus lassen sich
in der Schule Vermutungen aufstellen und erhdrten. Eine falsche Vermu-
tung wird durch den Zugmodus erledigt. Eine richtige Vermutung wird
durch den Zugmodus zwar erhértet; die Einsicht in die Beweisnotwen-
digkeit wird dagegen eher erschwert. Die folgenden S&tze habe ich (mit
Ausnahme der Satze 3 und 5) selbst entdeckt. Auch wenn ich spéter fest-
stellen musste, dass einige davon langst publiziert worden sind, bleibt die
schone Erfahrung, es selbst vermutet (und bewiesen) zu haben.

Satz 1: Die Seiten eines Dreiecks AABC seien gedrittelt. Verbindet man die
entsprechenden Drittelungspunkte mit den gegentberliegenden Eckpunk-
ten, so entstehen im Innern zwei Dreiecke AP;P3Ps und AP,P,Pg.

Fur das Verhéltnis der Umfange und Flacheninhalte gilt dann

Uaagc *Uyppp, = 5, Uppagc tU AP 4, Aspgc - AAPlF’sPs =25, Aasgc : AAP2P4P6 =16.
Ist das Dreieck AABC gleichseitig, sind dies auch die (zueinander &hn-
lichen) Dreiecke AP,Ps;Ps und AP,P4P¢, ohne kongruent zu sein.

Satz 2: Die Seiten eines Dreiecks AABC seien gedrittelt. Verbindet man die
entsprechenden Drittelungspunkte mit den gegeniiberliegenden Eckpunk-

ten, so entstehen im Innern zwei Dreiecke AQ1Q3Qs und AQ,Q4Qe.



Dann gilt fur diese Dreiecke Axagc : AAQ1Q3Q5 = Angc - AAQ2Q4Q6 =7.

Ist das Dreieck AABC gleichseitig, sind dies auch die Dreiecke AQ1QsQs
und AQ,Q4Qe (und zueinander kongruent).

Satz 3 (Satz von Routh): Fir die Seiten eines Dreiecks AABC, die durch die
drei Transversalen AD, BE und CF geteilt werden, seien die Teilverhéltnis-
seAF:FB=r,BD:DC=sund CE: EA=t.

Verbindet man die entsprechenden Schnitt- C
punkte dieser Transversalen, entsteht im
Innern ein Dreieck AXYZ und es gilt

Apse _ (rs+r+1)(rt+t+1)(st+s+1)

AAXYZ (rSt - 1)2
Wie Satz 2 ist auch der Satz von Ceva ein
Spezialfall von Satz 3. A = B

Satz 4 (Satz von Walter): Die Seiten eines Dreiecks AABC seien gedrittelt.
Verbindet man die entsprechenden Drit-
telungspunkte mit den gegentiberliegen-
den Eckpunkten, entsteht im Innern ein
Sechseck P,P,P3P4PsPg —

kurz: P-Sechseck.

Dann gilt fiir das Verhaltnis der Flachen-

inhalte %= 10.

—Sechseck
Ist das Dreieck AABC gleichseitig, ist das P-Sechseck zwar gleichseitig,
aber nicht gleichwinklig. Benachbarte bzw. gegenuberliegende Winkel
ergénzen sich jeweils zu 240°.

Ryan Morgan, ein Schiler der 10. Jahrgangsstufe in den USA, verallge-
meinerte 1994 diesen Satz von Walter.

Satz 5 (Satz von Morgan):
Werden die Seiten eines Drei-
ecks AABC in n gleiche Teile
geteilt, wobei n eine ungerade
Zahl sei, und jeder dieser Tei-
lungspunkte mit dem gegen-
uberliegenden Eckpunkt ver-
bunden, entsteht im Innern ein
P-Sechseck P,P,P;P4PsPg
(siehe Abb. fir n =5).




Avec (3n+1)(3n-1)
o :

Dann gilt fur das Verhéltnis der Flacheninhalte

—Sechseck

Satz 6: Die Seiten eines Dreiecks AABC seien gedrittelt. Verbindet man die
entsprechenden Drittelungspunkte mit den gegentiberliegenden Eckpunk-
ten, entsteht im Innern ein Q-Sechseck

Q:10Q,0Q:Q.Q5Qs mit zueinander parallelen
Gegenseiten Q,Qs || QsQs || AB; analog

gelten Q1Qg || Q3Q4 || AC und
Q:Q> || Q4Qs|| BC. Fiir das Verhéltnis der
Umfange und Fl&cheninhalte gilt

Unasec =Z bzw Asnec =£.

uQ —Sechseck 3 Ab —Sechseck 13 A c c" B

Ist das Dreieck AABC gleichseitig, ist das Q-Sechseck gleichwinklig.

Satz 7: Die Seiten eines Dreiecks AABC seien gedrittelt. Verbindet man die
entsprechenden Drittelungspunkte mit den gegeniiberliegenden Eckpunkten
und dartber hinaus die
Schnittpunkte Py, Py, P3, P4,
Ps, Ps miteinander, entsteht
im Innern ein P-Sechsstern
P1R;P,R3P3R4P4RsPsRsPsRy;
dieser P-Sechsstern ist ein
nichtkonvexes unregelmafi-
ges Zwolfeck mit zueinander
parallelen Gegenseiten

P1Ps || P4Ps|| AB,

PoP, ” P.Ps ” AC und

P,Pg|| P3Ps || BC.

Fir das Verhdltnis der Umfange und Flacheninhalte gilt %:%
u P-Sechsstern
Apec 100 : L
bzw. A = . Im Fall, dass das Dreieck AABC gleichseitig ist, be-
-Sechsstern

steht der P-Sechsstern aus den beiden (nichtkongruenten) gleichseitigen
Dreiecken AP1P5Ps und AP,P,Ps.

Satz 8: Die Seiten eines Dreiecks AABC seien gedrittelt. Verbindet man die
entsprechenden Drittelungspunkte mit den gegentiberliegenden Eckpunk-
ten, so entsteht im Innern ein Q-Sechsstern Q;P1Q,P»,Q3P3Q4P4QsP5Q¢Ps;
dieser Q-Sechsstern ist ein nichtkonvexes unregelmaiiiges Zwolfeck.



Dann gilt fir das Verhéltnis der Fla-
AAABC :7_0

cheninhalte .
13

-Sechsstern

Im Fall, dass das Dreieck AABC
gleichseitig ist, ist der Q-Sechsstern
zwar nicht gleichseitig, aber zu jeder
Seite gibt es eine gleichlange Nach-
barseite.

Fazit

Dreiecksgeometrie — mit oder ohne DGS - ist ein ,,weites Feld*. Mit DGS
konnen Schiiler selbststandig auf Entdeckungsreise gehen. Dank Zugmodus
lassen sich Vermutungen aufstellen, widerlegen oder erharten. Die hier
betrachteten Satze beschrénken sich auf Dreiecke mit wohlbestimmten
Transversalen. Schwachere Schiler kénnen anstelle eines beliebigen Aus-
gangsdreiecks ein gleichseitiges Dreieck wéhlen. Nachdem Strecken, Win-
kel, Umfange und Flacheninhalte gemessen worden sind, erweisen sich ei-
nige Verhaltnisse als konstant. In manchen Fallen ist diese Konstante wahr-
scheinlich ein gerundeter Wert. Wie soll man ,.erraten”, was sich hinter

diesem Naherungswert verbirgt? Hinter 2,65 kann sich zum einen~/7 , zum

anderen aber auch %“verstecken“. Oder ist der Wert korrekt und steht

far g—g? Da hilft nur ,,Papier und Bleistift”, um den geometrischen Hinter-

grund tiefer auszuleuchten. Hier ist der Lehrer gefordert — zumal das
Bedrfnis, etwas beweisen zu sollen, per DGS nicht gefordert wird.
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