FRANZISKA, SIEBEL, Frankfurt

,und das ist dann halt bei allen Zahlen so.“
Unbekannte, verinderliche und allgemeine Zahlen.

Algebraisches Denken ldsst sich mit geeigneten Lernumgebungen auch in
der Grundschule fordern. Am Beispiel von Rechendreiecken wird aufge-
zeigt, mit welchen Aufgaben verschiedene Variablenaspekte gezielt gefor-
dert werden konnen, ohne dass Variablen mit Buchstabensymbolen einge-
fiihrt werden miissen.

Unbekannte, verdnderliche und allgemeine Zahlen sind wesentliche Varia-
blenaspekte, die vielfach in der Literatur angefiihrt werden (vgl. hierzu et-
wa Drijvers 2003, Siebel 2005). Malle charakterisiert diese Aspekte anhand
der Art der Reprisentation von Zahlen aus einem Bereich: Variablen als
unbekannte (aber bestimmte) Zahlen lassen sich dem Einzelzahlaspekt zu-
ordnen. Variablen als verdnderliche Zahlen (etwa in funktionalen Bezie-
hungen) und allgemeine Zahlen (etwa zur Darstellung von Mustern und
Rechengesetzen), lassen sich dem Bereichsaspekt zuordnen, wobei die
Zahlen des Bereichs beim Verdnderlichenaspekt nacheinander durchlaufen
oder beim Simultanaspekt gleichzeitig reprisentiert werden.
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Die beiden Viertklédsslerinnen Sophia und Lisa bearbeiten Aufgaben zu ei-
ner operativen Folge von Rechendreiecken (s. Abb. 1). Hieran lassen sich
verschiedene Variablenaspekte, die von beiden Schiilerinnen genutzt wer-
den, erkennen.

Zunichst berechnen Sophia und Lisa die leeren Felder der Rechendreiecke.
Es ist charakteristisch fiir solche arithmetischen Aufgabenformate, dass der
Auftrag ,,Berechne die leeren Felder!* nach Einfiihrung des Formats nicht
mehr explizit gegeben werden muss sondern leere Felder als implizite
Handlungsaufforderung verstanden werden. Vorrangiges Ziel ist es, in je-
des leere Feld eine bestimmte Zahl einzusetzen. Dies geschieht bei Aufga-
ben wie im nebenstehenden Beispiel durch schrittweises Losen der Aufga-
be (vorwirts bzw. riickwirts rechnen). Diese Felder lassen sich wie auch
andere Platzhalter als Vorformen von Variablen betrachten: Sie halten den
Platz frei fiir bestimmte, aber zunichst noch unbekannte Zahlen, die hier



unter dem Aspekt des Einsetzens betrachtet werden (vgl. Malle 1993,
S. 46).

Nachdem die Méadchen die leeren Felder berechnet haben, vergleichen sie
die ausgefiillten Rechendreiecke und benennen, was ihnen auffillt. Sophia:

,»Also, da sind immer, bei jedem Dreieck wird eine Zahl immer, geht eine
Stelle immer hoher. Also 3, beim ersten Dreieck, Rechendreieck isses 3,
beim zweiten 4, beim dritten 5, beim vierten 6. Kurz darauf fiigt sie hinzu
,,und das ist dann halt bei1 allen Zahlen so*.

Noch wihrend Sophia redet, korrigiert sie ihre eigenen Formulierungen:
Zuerst sagt sie nur 3, dann gibt sie mit Dreieck préaziser den Ort an, schliel3-
lich fasst sie mit Rechendreieck genauer die Art des Dreiecks. Mit den Zah-
len 3, 4, 5 und 6 beschreibt sie rein verbal, wie im inneren Feld oben ein
Zahlbereich in zeitlicher Aufeinanderfolge reprédsentiert wird. Dies ent-
spricht dem Verinderlichenaspekt von Variablen (vgl. Malle 1993, S. 80).

Auch im ersten Satz korrigiert sich Sophia wéahrend des Sprechens. Dabei
wechselt sie zwischen allgemeinen Ortsangaben wie da und dem konkreten
Objekt Zahl. Das Ringen um Formulierungen und der Wechsel zwischen
dem konkreten Zahlobjekt und der Einsetzstelle (insb. durch Lageangaben)
ist charakteristisch fiir die weiteren Beschreibungen der beiden Miadchen
(vgl. auch Siebel 2010). Sophias Beschreibungsansitze deuten auf einen
Dualismus von Variablen als Verdnderlichen: Sie stellt einerseits das Re-
gelhafte durch einen kurzen Ausdruck dar und benennt zum anderen die
konkreten Zahlen, die aufeinander folgen.

Sophias Arbeitspartnerin Lisa benennt ebenso ein Muster von Verdnderun-
gen. Sie beschreibt fiir die dulleren Zahlen: ,,Hier unten, da werden’s immer
zwel mehr.*

Fiir einen Gebrauch von verdnderlichen Zahlen, ist es wichtig, Muster von
Veranderungen zu erkennen, als auch Zusammenhinge zwischen Mustern
zu betrachten und zu begriinden. So bietet sich fiir die Betrachtung von sol-
chen Folgen eine Dreistufung an (vgl. Siebel 2010 und Steinweg 2004):

- Wie veridndert sich das? Muster von Verdnderungen erkennen und
fortsetzen.

- Wie verdndert sich das, wenn ...? Zusammenhénge zwischen Veriande-
rung und Wirkung aufdecken und nutzen.

-  Warum verindert sich das so? Zusammenhinge zwischen Veridnde-
rung und Wirkung beschreiben und begriinden.



Wihrend die Madchen das Muster der Folge der Rechendreiecke zu Abb. 1
beschrieben haben, haben sie zur Folge in Abb. 2 das Muster fortgesetzt,
d. h. sie haben die inneren Zahlen des vierten Rechendreiecks dem Fol-
genmuster entsprechend erginzt. Die Frage ,,Was fillt dir auf?* sowie die
Aufforderung, die Folge der Rechendreiecke fortzusetzen, veranlasst die
beiden, sich explizit mit der ersten Stufe auseinander zu setzen.

Abb. 2

Um die duBleren Zahlen des vierten Rechendreiecks (Abb. 2) zu berechnen
nutzen sie jedoch ausschlieBlich die Regel fiir das Bildungsprinzip von Re-
chendreiecken (Addition der inneren Zahlen) anstatt das Muster der dulle-
ren Zahlen zu nutzen. Die Schiilerinnen nutzen keine Zusammenhinge
zwischen den Mustern, wie es fiir die zweite Stufe beschrieben wurde. Al-
lerdings ist dies bei dem gegebenen Zahlenmaterial auch nicht nachteilig.
Um zu verdeutlichen, dass es sich lohnt, Zusammenhinge zwischen Mu-
stern zu erkennen und zu nutzen, miisste man anderes Zahlenmaterial fiir
die Aufgabe verwenden.

Die Bearbeitung der weiteren Aufgabenstellungen zur Folge der Rechen-
dreiecke in Abb. 2 tragt zur zweiten Stufe bei, also Zusammenhéinge zwi-
schen den Mustern aufzudecken: Die Kinder sollten tabellarisch die Sum-
me der inneren und der duBeren Zahlen festhalten und anschlieBend die
Summen vergleichen.

Abb. 3
Lisa und Sophia stellen mit Bezug auf konkrete Zahlen fest, dass a) die
Summe der duBBeren Zahlen jeweils der Summe der inneren Zahlen des fol-
genden Rechendreiecks entspricht (diagonal) und b) die Summen der dulle-
ren Zahlen jeweils das Doppelte der Summe der inneren Zahlen sind (verti-
kal). Die Médchen decken also erfolgreich Zusammenhénge auf.

Um solche Zusammenhinge auch zur Fortsetzung der Folge oder zur Bear-
beitung anderer Folgen angemessen zu nutzen, miissen die Zusammenhén-



ge begriindet werden (vgl. dritte Stufe). Fiir das gegebene Beispiel ldsst
sich dann feststellen, dass die erste Entdeckung (diagonal) sich nicht auf
alle Folgen von Rechendreiecken verallgemeinern ldsst sondern nur solche
die nach dem Prinzip der Verdopplung aufgebaut sind.

Dagegen trifft die zweite Entdeckung (vertikal) auf alle
Rechendreiecke zu. Dies ldsst sich anhand verschiede-
ner Darstellungen erldutern. An einem Rechendreieck
mit konkreten inneren Zahlen (etwa 5, 6 und 7), deren
duBere Zahlen als Term dargestellt sind (5+6, 6+7 und
5+7), kann man allgemein erldautern, wo und wie oft die 6+7

inneren Zahlen in die aullen stehenden Terme eingehen.

Mit allgemeinen Erlduterungen spricht man die inneren Zahlen als allge-
meine Zahlen an. Diese Argumentation lasst sich unterstiitzen durch Ver-
wendung von Farbkirtchen mit je einer Farbe pro innere Zahl (vgl. Loska
und Hartmann 2006)

Durch die Forderung, Zusammenhinge zu begriinden, verbinden sich die
Variablenaspekte der allgemeinen und der verdnderlichen Zahl. Es findet
ein Perspektivwechsel statt, im Fall der Rechendreieckfolge wechselt man
von der horizontalen Sichtweise (von Rechendreieck zu Rechendreieck)
zur vertikalen Betrachtung (von innen nach auflen).

5+6 5+7

Diese Zusammenhinge lassen sich entdecken und begriinden ohne Buch-
stabenvariable zu nutzen. Muster zu beschreiben hilft, sich von konkreten
Zahlen zu 16sen, und die konkreten Zahlen als Verdnderliche oder als all-
gemeine Zahlen aufzufassen. So werden zentrale Variablenaspekte bezie-
hungsreich und bedeutungsvoll erarbeitet.
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