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Epistemisch handeln kdnnen — aber wie?

Epistemisch zu handeln, heif3t, sich in seinem Handeln auf Erkenntnis aus-
zurichten. Erfolgreiches epistemisches Handeln baut, wenn es gelingt und
zu Erkenntnis fiihrt, Wissen durch einsichtsvolles Tétigsein auf. Im
deutsch-israelischen Projekt ,,Effective mathematical knowledge construc-
tion in interest-dense situations®, gefordert von der German-Israeli-
Foundation (Grant 946-357.4/2006), gehen wir der Frage nach, wie Prozes-
se der Wissenskonstruktion stattfinden. Insbesondere wollen wir verstehen,
was Lernende antreibt, sich in diese ,,Erkenntnisprozesse fortgesetzt zu
involvieren, wie sie Fortschritte machen und zu Erkenntnissen gelangen.

1. Stand der Forschung

Die Erforschung der Frage, wie mathematisches Wissen konstruiert wird,
hat in der Mathematikdidaktik eine lange Tradition. Man kann im Wesent-
lichen zwei Richtungen unterscheiden, Prozess-Objekt-Ansitze und dialek-
tisch-komplementédre Ansitze. Vertreter der ersten Richtung sind z. B. Du-
binsky und McDonald (2001) und Sfard (1991) und ein Vertreter der zwei-
ten ist z. B. Radford (2008). Gilmore und Inglis (2008) kritisieren vom-
Prozesse-zum-Objekt-Ansdtze als ergidnzungsbediirftig. Sie weisen nach,
dass es Lernende gibt, die genau umgekehrt agieren, z. B. Summen erfas-
sen konnen, ohne Addieren zu kénnen.

Eine Sichtung der Literatur zeigt, dass nicht entschieden werden kann, wie
Wissen genau aufgebaut wird. Je nach theoretischer Perspektive wird Wis-
sensgenese unterschiedlich erfasst. Allen Ansdtzen gemeinsam ist jedoch,
dass explizit oder implizit Handlungen als didaktischer Zugang zu Wis-
sensaufbau angesehen werden. Wenn man nun mittels Handlungen Basis-
modelle des Wissensautbaus gewinnt, dann kann das, was Wissen ist, in
seinen unterschiedlichen Formen und Beziigen zueinander empirisch er-
schlossen werden. Mathematisches Wissen ergibe sich dann aus fachlichen
Einsichten, die in epistemischen Handlungen zu mathematischen Fragestel-
lungen gewonnen und - nach z. B. einer Uberpriifung auf Giiltigkeit - als
geltend akzeptiert werden. Wie dieses Wissen in spezifischen Situationen
generiert wird und was es ausmacht, wird auf diese Weise zu einer empiri-
schen Frage. Genau dieses Anliegen verfolgen die beiden empirisch ge-
wonnenen epistemischen Handlungsmodelle, die in dem vorliegenden Pro-
jekt als zentrale Werkzeuge verwendet werden. Sie sind Basis fiir die Re-
konstruktion von Wissenskonstruktion aus individueller und sozialer Sicht.



2. Das RBC+C-Modell: Wissenskonstruktion als individueller Prozess

Basierend auf Davydovs Arbeiten (1972/1990) arbeiten Hershkowitz et al.
(2001) mit einer kontextuellen Theorie der Abstraktion. Sie fassen Abstrak-
tion als kulturelle menschliche Aktivitit auf, die durch Handeln hergestellt
wird. Diese Aktivitdt wird referierend auf Treffers & Goffree (1985) als
kontextabhédngige, vertikale Reorganisation von Wissen in neue mathema-
tische Wissensbestandteile hinein verstanden. Dabei meint Kontext alles,
was nicht zum direkten Wissensautbau gehort, z. B. die Lernendenbiogra-
phien oder das soziale Umfeld. Nach diesem Modell besteht Abstraktion
aus drei Phasen. Zunachst entsteht ein Bediirfnis fiir ein neues Konstrukt;
dieses fiihrt zur Neu-Konstruktion von Wissen, das mit dem RBC-Modell
als geschachteltes epistemisches Handlungsmodell beschrieben werden
kann; abschlieend wird das neue Konstrukt konsolidiert (consolidated +C)
(gesichert, verfiigbar gemacht). Das RBC-Modell setzt sich aus den menta-
len Handlungen Recognizing, Building-With und Constructing zusammen.
Sie sind in Aufgabenlosungen insofern beobachtbar, als die Bearbeitung
von Aufgaben durch kommunikatives, praktisches oder reflektierendes
Handeln als Realisierungen epistemischen Handelns erfolgt. Recognizing-
Handlungen (R) treten dann auf, wenn eine Person Konstrukte als relevant
fiir eine Aufgabenlosung wiedererkannt. Building-with-Handlungen (B)
sind Handlungen des fiir eine Aufgabenlosung als relevant angesehenen
Zusammensetzens von wiedererkannten Konstrukten. Mit Konstruktion
(Constructing: C) ist stets die Entstehung eines neuen mathematischen
Konstruktes gemeint. Es umfasst Building-with-Handlungen und diese
wiederum umfassen Recognizing-Handlungen.

Dieses Modell ist in zahlreichen Arbeiten auf unterschiedliche Kontexte
bezogen worden: auf Einzellerner, auf Klassensituationen, Schiilerpaare
und -gruppen. Es konnten Building-with-Handlungen unterschiedlicher
Qualitat identifiziert werden, eine Teiltheorie der Konsolidierung entwi-
ckelt werden, und schlieSlich haben Kidron und Dreyfus zeigen konnen,

wie Konstruktionen ineinandergreifen (fiir einen Uberblick: vgl. Schwarz,
Dreyfus und Hershkowitz, 2009).

3. Das SVSt-Modell: Wissenskonstruktion als sozialer Prozess

Das Anliegen, giinstige Bedingungen fiir ein Mathematiklernen mit Interes-
se im Alltagsunterricht zu finden, hat zum Konzept interessendichter Situa-
tionen und seiner empirisch basierten Kennzeichnung gefiihrt. Angelehnt
an das Konzept der interaktionalen Verdichtung (Krummheuer, 2001) und
das des Interesses als Relation zwischen Person und Interessengegenstand
(Krapp, 2005) werden interessendichte Situationen im Mathematikunter-



richt als Situationen aufgefasst, die infolge einer mathematischen Fragestel-
lung entstehen und folgende Merkmale aufweisen: die Lernenden involvie-
ren sich tief in die Frage (tiefes Involvieren), sie bauen eine progressive Er-
kenntnisdynamik in dem Sinne auf, dass Wissen fortgesetzt weiterfiihrend
konstruiert wird (progressive Erkenntnisdynamik), und sie wertschitzen
mathematische Inhalte und Aktivitidten implizit oder explizit (positive ma-
thematische Wertigkeit).

Interessendichte Situationen und damit auch die Konstruktion mathemati-
schen Wissens werden als sozial hergestellt angesehen und wurden in Hin-
blick auf die Frage untersucht, wie sie initiiert, stabilisiert und weiterge-
fiihrt werden. In diesem Zusammenhang wurde ein epistemisches Hand-
lungsmodell, das SVSt-Modell (englisch: GCSt), empirisch begriindet ent-
wickelt, mit dem die Erkenntnisdynamiken auch in nicht-interessendichten
Situationen beschrieben werden konnen. Dieses Modell besteht aus drei
kollektiven Handlungen, dem Sammeln dhnlicher mathematischer Bedeu-
tungen, dem Verknupfen weniger Zeichen/mathematischer Bedeutungen
und dem Struktursehen. Dabei wird Struktur als Einheit von Beziehungen
aufgefasst, die prinzipiell auch auf andere Sachverhalte iibertragbar ist. In-
teressendichte Situationen zeichnen sich dadurch aus, dass sie alle ins
Struktursehen hineinfiihren, und genau das macht sie zu besonders effekti-
ven (im Sinne von tief gehenden) Lernprozessen. (Bikner-Ahsbahs, 2005)

4. Methodisch-methodologische Betrachtungen

Das vorliegende Projekt geht davon aus, dass Lernumgebungen entwickel-
bar sind, die in Hinblick auf die Aufgabenformate fiir die Genese von inte-
ressendichten Situationen giinstige Bedingungen schaffen konnen. Die
zwel komplementiren Analyseansédtze mit Analyseeinheiten vergleichbarer
GroBe fordern aber diachrone Betrachtungsweisen. Fruchtbar fiir Datenana-
lysen komplementérer Sichtweisen sind Methodologien zur Theorievernet-
zung (Bikner-Ahsbahs & Prediger, 2010). Ob die beiden Modelle letztend-
lich zu einem integralen oder aber komplementiren epistemischen Hand-
lungsmodell zusammengefiihrt werden kénnen, ist derzeit noch nicht ge-
klart.

Entwickelt wurde eine Uberkreuzmethodologie in fiinf Schritten: Vereinba-
rung iiber die gemeinsame Aufgaben- oder Fragestellung, separate Bearbei-
tung, Austausch der Ergebnisse, Uberarbeitung im Lichte der fremden Re-
sultate, Konsensbildung soweit wie mdglich.

Uberkreuzmethodologisch wurden drei Aufgaben mit Interviewerinstruk-
tion entwickelt: Aufgaben zu einer Kettenbruchentwicklung, zur Parabel
als geometrischer Ort und zu einer logischen Aufgabe, die eine Argumenta-



tion im Sinne einer vollstindigen Induktion fordert. Diese Aufgaben wur-
den in Deutschland und Israel pilotiert. Ebenfalls mit dem Uberkreuzver-
fahren wurden Kriterien fiir die Video-Datenerhebung, die Transkriptions-
regeln und die Ubersetzung ins Englische unter Beriicksichtigung von kul-
turell bedingten Sprechweisen erstellt. In die Datenerhebung wurden drei
Schiilerpaare in Deutschland und vier in Israel einbezogen. Alle Schiiler-
paare bearbeiteten alle drei Aufgaben, allerdings in unterschiedlicher Rei-
henfolge, damit Lerneffekte beriicksichtigt werden kénnen. Derzeit fithren
wir Uberkreuz-Mikroanalysen der Transkripte ebenfalls in den oben ge-
nannten Schritten durch. Erste Ergebnisse sollen nun anhand einer Aufga-
benbearbeitung zu Kettenbriichen vorgestellt werden.

5. Die Kettenbruchaufgabe

Hier siehst du eine Folge von Briichen, die eine Kettenbruchentwicklung
darstellten:
f(0)=1 Flige drei weitere Terme f(4), f(5),
F(1)=1+ 2 _ 14223 f(6) hinzu und berechne sie.

1 Schau dir die 7 Terme f(0), ..., f(6)
f(2)=1+ 2 2 2 5 an. Kannst du ein Muster finden?

2 1+2 3 3 Erklire das Muster — wieso funktio-
niert es?

f (3):1 n 2 _ Berechne alle Terme bis f(20) und

2 stelle sie als Bruch und als Dezimal-
2 zahl dar. Stelle eine Vermutung auf
1 und begriinde sie.

1+

6. Exemplarischer Vergleich der beiden Modelle

Sammeln und Verkniipfen von Bedeutungen konnen als Heuristiken ver-
standen werden, wiahrend Recognizing und Building-with gemil3 der Auf-
gabenstellung und Ziele passieren (Cramer, 2008). Constructing bezicht
sich stets auf Neukonstruktionen und ist somit - wie theoretisch gefordert -
kontextabhédngig, wiahrend Struktursehen das nicht ist und auch nicht auf
innermathematische Sachverhalte beschriankt bleibt. Priwitzer (2008) ver-
gleicht die Basishandlungen und zeigt, dass Recognizing adaptiv auftreten
kann. In diesem Fall haben die Lernenden eine so ausgepriagt gemeinsame
Erkenntnisbasis in der Situation aufgebaut, dass ein wiedererkanntes Kon-
strukt sofort auch bei anderen zu einem Wiedererkennen dieses Konstruk-
tes flihrt. Die sozial geteilte Wissensbasis macht also das adaptive, indivi-
duelle Mitdenken mit anderen moglich. Sammelhandlungen konnen im Er-
kenntnisprozess génzlich unterschiedliche Funktionen haben. Zu Beginn
von Erkenntnisprozessen beobachtet man hdufig offenes, ungerichtetes



Sammeln. Im weiteren Verlauf tritt dann durch Ziele geleitetes sowie iiber-
leitend zum Verkniipfen auch resiimierendes Sammeln auf.

7. General epistemic need — ein unbestimmtes Erkenntnisbedirfnis

Die Untersuchung der Frage, was Erkenntnisprozesse im Detail iiberhaupt
antreibt, ist die Kernfrage des vorliegenden Projektes. In dem Versuch, das
need for a new construct (NNC) als erste Phase zu identifizieren, sind wir
jedoch wiederholt gescheitert. Stattdessen aber konnten wir andere Bediirf-
nisse rekonstruieren, so z. B. ein Bediirfnis nach groBerer Genauigkeit,
nach einem Muster oder nach einer verallgemeinernden Betrachtung. Die-
sen vielen Bediirfnissen schien ein basales, eher unbestimmtes Erkenntnis-
bediirfnis zugrunde zu liegen, das wir als general epistemic need (GEN)
bezeichneten und im weiteren Projektverlauf untersuchten.

Das GEN begleitet Erkenntnisprozesse. Es scheint der Antrieb fiir die vie-
len kleinen Schritte zu sein, die das Voranschreiten des epistemischen Pro-
zesses von einer vagen Idee zum definierten Konstrukt ausmachen, und es
scheint situationales Interesse stabilisieren zu konnen. Besonders deutlich
wird das GEN in Grenzsituationen. Das sind epistemische Situationen, in
denen der Erkenntnisprozess stockt und Grenzerfahrungen gemacht wer-
den. In solchen Situationen erfahren die Lernenden einen Erkenntnisman-
gel, z. B. funktioniert eine vertraute Methode nicht mehr, notwendige
Werkzeuge stehen nicht zur Verfligung, die Situation ist zu uniibersichtlich,
es mangelt an Konkretisierungen zum besseren Verstdndnis und so fort.
Mit diesen Grenzerfahrungen gingen die Schiiler auf zwei unterschiedliche
Weisen um: Die Schiiler gaben entweder auf oder ein unbestimmtes Er-
kenntnisbediirfnis (GEN) fiihrte zu einer Situation, in der sie durch spezifi-
sche Erkenntnis produzierende Handlungen den Erkenntnismangel zu stil-
len versuchten. Dies geschah auf unterschiedliche Weise.

a. Aufgeben: In diesem Fall ist das GEN nicht vorhanden/ nicht ausgepragt
genug, um den Erkenntnisprozess voranzubringen, oder aber das vorhande-
ne Wissen und die Anforderungen sind zu weit voneinander entfernt.

b. Bedingungen werden passend verandert: In diesem Fall passen die
Anforderungen erst nach einer leichten Anpassung zum vorhandenen Wis-
sen; eine Verdnderung der Bedingungen fiihrt dazu, dass wieder episte-
misch gehandelt werden kann.

c. Zuriuckbeziehen auf eine gesicherte Wissensbasis: In diesem Fall geht
es den Schiilern um Sicherheit im Erkenntnisprozess. Auf die Frage des
Interviewers bei der Bearbeitung der Kettenbruchaufgabe: ,,und wie séhe
dann f von 100001 aus? “ antwortet Matthias nach einer Weile (1412):
»aber was wir auf jeden Fall wissen ,dass é&hm ne 1 vor dem Komma steht



..., Er stellt damit klar, welches Wissen gesichert ist, dass namlich der ge-
suchte Kettenbruch auf jeden Fall mit 1 beginnt.

d. Realisierungen von direkt Erkenntnis produzierenden Handlungen,
die bestimmte Formen des GEN stillen kénnen: Wéhrend in den Féllen b
und c erst eine Situation geschaffen wird, in der man wieder epistemisch
handeln kann, geschieht epistemisches Handeln in diesen Féllen unmittel-
bar, und zwar Erkenntnis produzierend. Rekonstruiert wurden bislang fol-
gende direkt Erkenntnis produzierenden Handlungen: nach Mustern/ Struk-
turen suchen/diese nutzen, Hypothetisch handeln/Hypothesen priifen, Be-
griffe bilden/ausarbeiten, Prézisieren/Konkretisieren/Spezifizieren, Forma-
lisieren und Begriinden/Beweisen. Dies soll nun ein Beispiel verdeutlichen.

Auf die obige Frage nach f(1000001) ergibt sich folgende Gesprachsse-
quenz (,ja bedeutet: Die Stimme setzt neu an, und /M: M fallt ins Wort):

1413 /M: das ne ungerade Zahl ,ja

1414 T: 2 komma ,null null null null null
1415 /M:  ja weils ne ungerade dhm ,Stelle ist
1416 T:  ja,esist ganz nah an 2 dran schon

1417 M: ja

1418 T:  das sind dann ja irgendwie 100 Nullen oder so (lacht) ,und
dann kommt irgend ne andere Zahl

f(1000001) kann nicht bestimmt werden, deshalb wird gesammelt und ver-
knlpft. Zunéchst stellt Matthias fest, dass das Argument ungerade ist
(1413). Tims Beitrag ist dann eine Folgerung geméal} der vorhandenen Wis-
sensbasis. Die Begriindung von Matthias macht Tims Beitrag zu einer ge-
priiften Hypothese (1415). Tim fiihlt sich dann aufgefordert, seine Aufe-
rung auszuarbeiten. Er vollzieht dabei einen spezifizierenden Sichtwechsel
und konkretisiert ihn abschlieBend (1416, 1418). Dadurch wird zum ersten
Mal die Zahl 2 mit dem Approximationsverhalten der Folgenglieder vergli-
chen. Ein GEN wird zwar nicht explizit, implizit aber sind die direkt Er-
kenntnis produzierenden Handlungen geeignet, ein spezifisches GEN zu
stillen, z.B. das Bedurfnis nach Konkretisierung oder Begriindung.

e. Bedirfnis nach einem neuen Konstrukt (NNC): Bisweilen wissen die
Schiiler genau, was sie brauchen, um voranzukommen. In einem solchen
Fall spricht man von einem need for a new construct (NNC). In der vorlie-
genden Episode entsteht ein solches NNC, als der Interviewer nach zahlrei-
chen Grenzerfahrungen fragt, wie es wohl weitergeht. Tim ist der Auffas-
sung, die Folge ndhere sich der 2, erreiche 2 aber nicht (potenziell unend-
lich), und Matthias meint, sie erreiche im Grenzfall 2 (aktual unendlich).



Klarungsversuche leiten iiber zur Frage, weshalb die Kettenbriiche sich der
Zweil ndhern. Dies kann nicht unmittelbar beantwortet werden, stellt also
eine Grenzerfahrung dar, die ein Bediirfnis fiir eine explizite (neue) Funkti-
onsdarstellung der Kettenbriiche (NNC) erzeugt. Tim duBert dies sogar:
,»das Beste wire wenn wir ne Funktionsgleichung hétten ne‘“. Dieses Be-
diirfnis fiihrt intensiviert zu epistemischen Handlungen, die das NNC aber
nicht unmittelbar stillen konnen, sondern nur mittelbar durch Vorschalten
eines stillbaren GEN (vgl. mit Kidron et al., 2011).

Direkt Erkenntnis produzierende Handlungen bringen den Prozess in klei-
nen Schritten voran, denn nach direkt Erkenntnis produzierenden Handeln
weill man mehr als vorher. Mit dem Erkenntnisschritt hat man Kompetenz-
und Autonomieerfahrungen gemacht, das sind psychische Grundbediirfnis-
se, die nach der Selbstbestimmungstheorie situationales Interesse stidrken
(siehe Krapp, 2005); situationales Interesse wiederum motiviert zum epi-
stemischen Weiterhandeln, was dann wieder zu Grenzerfahrungen fithren
kann, usw. Erfolgreiche direkt Erkenntnis produzierende Handlungen stabi-
lisieren demnach situationales Interesse, und 1im GEN scheinen sich die
psychischen Grundbediirfnisse fachlich zu realisieren.

8. Indirekt Erkenntnis produzierende Handlungen

Neben den direkt Erkenntnis produzierenden Handlungen konnten wir indi-
rekt Erkenntnis produzierende Handlungen rekonstruieren, die die Umge-
bung erkenntnisfordernd gestalten, z.B. indem Komplexitit reduziert wird.
Rekonstruiert wurden vier nicht trennscharfe Orientierungen dieser Hand-
lungen:

— Ré&umliche Orientierungen sorgen fiir einen guten Uberblick und
schaffen Ordnung im Raum (auf den Arbeitsblittern und Texten usw.)

— Zeitliche Orientierungen strukturieren/optimieren den Arbeitsprozess.

— Soziale Orientierungen gestalten den sozialen Raum giinstig fiir epi-
stemisches Handeln (z.B. durch Informationsaustausch, Stiitzen und
Wertschétzen der Beitrage des Anderen, Absprachen, ...)

— Fachliche Orientierungen sichern die Wissensbasis z. B. durch Feh-
lerprophylaxe oder setzen Heuristiken ein.

In unseren Untersuchungen fiihren leistungsstarke Schiiler diese Handlun-
gen permanent nebenbei aus und unterstiitzen damit den eigenen und den
gemeinsamen Erkenntnisprozess. Dies gelingt leistungsschwachen Lernen-
den nicht im gleichen Mal3e. Die vorliegenden Befunde konnen aber Anre-
gungen fiir eine Gestaltung alltdglichen Mathematikunterrichts geben, die
allen Lernenden fachliche Erkenntnisprozesse besser zugénglich macht.
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