Tatjana BERLIN, Essen
Unterstlitzung der algebraischen Denkentwicklung

Diesem Beitrag liegt ein Projekt zugrunde, welches einen Einstieg in die
elementare Algebra untersucht und analysiert. Traditionell erfolgt dieser
Einstieg in der Klasse 7. Die Formelsprache wird dabei relativ unvermittelt
in Gebrauch genommen und vorwiegend auf der syntaktischen Ebene trai-
niert. Dies bedeutet, dass den Schiilerinnen und Schiilern ein sprunghafter
Entwicklungsschritt zugemutet wird, an dem viele scheitern. Sie erleben
das formale Manipulieren mit Zeichen als willkiirlich und kénnen den Sinn
und die Bedeutung des mathematischen Geschehens nicht nachvollziehen.
All dies gibt Anlass zu der Frage, ob es den natiirlichen Lernbedingungen
der Lernenden nicht entgegen kdme, der Einfiihrung der algebraischen
Symbolsprache in der Klasse 7 eine propddeutische Phase in der Klasse 5
voranzustellen.

In einer binationalen empirischen Studie (Essen / St. Petersburg) untersuch-
te ich, wie Schiilerinnen und Schiiler der Klasse 5 in der Beschéftigung mit
geometrischen und arithmetischen Mustern Strukturen erkennen, beschrei-
ben, verallgemeinern und sich dabei Buchstabenvariable als symbolisches
Darstellungsmittel zu eigen machen. Als Instrument der Datenerhebung
dienten halbstandardisierte Interviews, die mit Methoden der interpretati-
ven Unterrichtsforschung analysiert wurden.

1. Anbahnung algebraischen Denkens

Unter algebraischem Denken wird im Folgenden den Inbegriff des verstédn-
digen und beweglichen Umgangs mit der Symbolsprache der elementaren
Algebra verstanden. Dazu gehoren insbesondere die folgenden Fahigkeiten
(Berlin u.a., 2009):

— in arithmetischen Zusammenhéngen Strukturen und Formen erkennen,
— diese begrifflich und symbolisch allgemein beschreiben

— und schlieBlich symbolische Ausdriicke regelgeleitet umformen, die
Ergebnisse sachgerecht interpretieren und aus ihnen neue Informatio-
nen ablesen.

Geometrische Musterfolgen eignen sich, um erste Gehversuche mit algeb-
raischen Sichtweisen anzubahnen. Dies geschieht zum Beispiel, indem Be-
ziehungen zwischen der Anzahl aller oder bestimmter Figurenteile und der
Bildnummer hergestellt werden. Die in der Studie erhobenen Daten lassen
erkennen, dass Kinder der Jahrgangsstufe 5 solche Situationen sehr unter-
schiedlich strukturieren und auf verschiedenen Ebenen der algebraischen



Denkentwicklung argumentieren. Wéhrend die einen noch in numerischen
Betrachtungen verhaftet bleiben, gelangen andere zu einer arithmetisch-
strukturellen Sichtweise bis hin zur Schwelle des Formelgebrauchs. Im
Folgenden wird eine der verwendeten Aufgaben vorgestellt, typische Bear-
beitungsstrategien der Schiilerinnen und Schiiler beschreiben und gezeigt,
welche Stufen der algebraischen Denk- und Fihigkeitsentwicklung dabei
offenbar werden. Dadurch ldsst sich weiter ausscharfen, was algebraisches
Denken ausmacht und welche besonderen Anforderungen dabei zu bewil-
tigen sind.

2. Die Aufgabe KREISE

Auf dem Bogen sind eine Musterfolge von drei Figuren sowie eine auszu-
filllende Tabelle abgebildet (Abb. 1). Neben den drei abgebildeten Figuren
ist geniigend Platz fiir eine eventuelle bildliche Fortsetzung der Figurenfol-
ge freigelassen worden. Aufgabe der Kinder ist es, zunichst die Anzahl der
gelben, dann die der blauen und anschliefend die der Kreise insgesamt zu
bestimmen. Die Tabelle enthilt Spalten fiir die Figurennummern 1 bis 4, n,
7 sowie 50.
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Abb. 1: Verenas Bearbeitung

In Interviews wurden den Probanden keine Anweisungen gegeben, in wel-
cher Reihenfolge die Spalten der Tabelle auszufiillen waren. Die 50er-
Spalte stellt eine Bewihrungsprobe fiir alle bisher angestellten Uberlegun-
gen dar; sie kann durch intuitive Verallgemeinerung der erworbenen Zahl-
strategie oder durch Anwendung der aufgestellten Formel beantwortet wer-
den, und sie kann zu einer bewussten Verkniipfung beider Wege veranlas-
sen. Geometrische Figurenfolgen wie die KREISE bilden eine gute intuitiv-
anschauliche Grundlage, um innewohnende Muster zu erkennen und fort-
zusetzen. Die wachsende Anzahl der Bauteile ldsst sich durch eine Zahlen-
folge erfassen, deren Bauprinzip dem der Figurenfolge entspricht. So ge-
langt man vom Bauplan zur Formel. Die erfassten Bauplidne erscheinen in



unterschiedlichen Strukturierungen, denen verschiedene Formelausdriicke
entsprechen.

In den unterschiedlichen Herangehensweisen der Kinder lassen sich zwei
verschiedene Grundtypen des gedanklichen Zurechtlegens erkennen. Zum
einen wird das Strukturmuster in Form und Zusammenbau einer jeden Fi-
gur der Figurenfolge in Betracht gezogen, indem Kreise in bestimmten Po-
sitionen zu groferen Konfigurationen zusammengefasst werden (so bei
Verena, Abb. 1). Zum anderen wird ein Verdnderungsmuster in den Fokus
genommen, welches sich bei dem Ubergang von einer Figur der Figuren-
folge zur nichsten zeigt. Dabei wird die Dynamik der Verdnderungen un-
tersucht (so bei Nikita, Abb. 2).
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Abb. 2: Nikitas Bearbeitung

3. Stufen der algebraischen Denkentwicklung

Die Probanden kommen im Ld&sungsprozess unterschiedlich weit. Dabei
lassen sich verschiedene Stufen beobachten.

-~ Vorbewusste Auseinandersetzung mit dem Material:

Es findet eine intuitive Anndherung an eine Methode des Strukturierens
bzw. Abzihlens statt, welche dem Handelnden noch unbewusst bleibt, dem
Betrachter jedoch durch Gestik, Mimik und Zeigetechnik des Kindes sicht-
bar wird. Wenn diese Anndherung nicht zu einer Bewusstheit der Vorge-
hensweisen und Beobachtungen gelangt, stagniert der Arbeitsprozess nach
der Betrachtung der ersten konkreten Figuren.

— Entwickeln einer bewussten Perspektive, Beobachten von Mustern:

Das Kind erkennt, dass seine Methode des strukturierten Zdhlens ihm die
Bearbeitung der Aufgabe erleichtert und setzt sie im weiteren Verlauf be-
wusst ein. Die begleitenden Beschreibungen bleiben jedoch auf dieser Stu-
fe weitgehend vorbegriftlich und auf die Verwendung der eigenen kindli-
chen Sprache und Zeigetechnik begrenzt.



- Erkennen von Zusammenhangen, Durchschauen von Mustern:

Es wird erkannt, warum beobachtete GesetzméaBigkeiten gelten und ange-
wandte Strategien funktionieren. Ob das Kind ein Strukturmuster oder ein
Verdanderungsmuster erkennt, hiangt von seiner statischen oder dynami-
schen Deutung der Situation ab. Auf der Beschreibungsebene werden
strukturelle Einsichten thematisiert. Diese konnen exemplarisch, begrifflich
oder formal-symbolisch artikuliert werden. Bleibt ein Kind jedoch auf der
vorbegrifflichen Stufe des Beschreibens und gelangt nicht zur Verwendung
von Fachbegriffen oder selbst geschaffenen gleichwertigen Ausdruckswei-
sen, kann es den Schritt zur symbolischen Darstellung nicht schaffen, weil
die erforderlichen Konzepte fehlen.

4. Fazit

Es zeigt sich, dass die Entwicklung des algebraischen Denkens als progres-
sive Bewusstwerdung des Handelns und Denkens mit einer begleitenden
Versprachlichung und einer schrittweise erfolgenden Losung vom Gegen-
stand betrachtet werden kann. Vor dem Hintergrund der empirischen Be-
funde der Studie lasst sich behaupten, dass die ersten Begegnungen mit al-
gebraischer Formelsprache schon in die fritheren Schuljahre verlagert wer-
den konnen. Es sollten Lernumgebungen (vgl. Fischer u.a., 2010) im Unter-
richt angeboten werden, die einerseits individuelle Wege bei der Konstruk-
tion des neuen Wissens, andererseits eine Bereicherung fiir die Unterrichts-
teilnehmer auf der intersubjektiven Ebene durch den Austausch von ver-
schiedenen Losungswegen und Darstellungen ermdoglichen. Dies kann da-
durch geschehen, dass Muster und Strukturen thematisiert werden. Die
Lehrkriafte miissen der Anforderung gerecht werden, den jeweiligen Stand
der Denkentwicklung ihrer Schiilerinnen und Schiiler zu diagnostizieren
und den Ubergang zur nichsten Stufe anzuregen.
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