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Vom Zeichnen zur Rechenregel — Individuelle Prozesse
der fortschreitenden Schematisierung zum Anteil vom Anteil

1. Fortschreitende Schematisierung

Das Prinzip der fortschreitenden Schematisierung ist eines der Kernprinzi-
pien der Unterrichtskonzeption der Realistic Mathematics Education
(RME, vgl. Treffers 1987, Streefland 1991). Unter Schematisierungspro-
zessen werden hier alle Prozesse begriffen, die von individuellen, informel-
len und durch Anschauungsmittel gestiitzten Losungswegen zum Kalkiil
fithren, gleich ob sie sich in Bildern, symbolische Notationen, Sprache oder
Handlungen manifestieren (nach Treffers 1987). Damit ldsst sich das
Schematisieren als vertikale Mathematisierung im RME-Modell charakteri-
sieren: es geht nicht um die Mathematisierung lebensweltlicher Situationen
(,,transforming a problem field into a mathematical problem*), sondern um
die innermathematische = Weiterentwicklung der ersten Ansétze
(,,processing within the mathematical system*) (Treffers 1987, 247).

2. Forschungsfokus und -design

Wihrend z.B. Streefland (1991) langfristige, iber Monate und Jahre ange-
legte Prozesse der fortschreitenden Schematisierung untersucht, werden in
der vom Autor begonnenen Studie kiirzere Zeitraume von 1-2 Schulstunden
betrachtet. Dabei werden die initiierten Lernprozesse und deren
Gelingensbedingungen und Hiirden auf einer Mikroebene analysiert.

Die Studie ist im Rahmen des langfristigen Entwicklungsforschungspro-
jekts KOSIMA (HuBmann / Leuders / Barzel / Prediger in diesem Band)
angesiedelt. Sie wurde als ,,Design Experiment” (Gravemeijer / Cobb
2006) in 7 halbstandardisierten Interviews an einer nordrheinwestféalischen
Gesamtschule durchgefiihrt. Die Prozesse wurden videographiert, transkri-
biert und im Hinblick auf die initiierten Teilprozesse und die Rolle des An-
schauungsmittels mit Hilfe von Steinbrings (2005) epistemologischem
Dreieck qualitativ ausgewertet.

3. Mathematisches Thema: Anteil vom Anteil in Rechteckbildern

Ausgehend von Kontextproblemen wurde zuvor das Konzept des Anteils
vom Anteil entwickelt (Aufgabenmaterial nach Prediger et al 2012, auch

abgedruckt in Glade / Schink 2011) und Anteile von Anteilen in Rechteck-
bildern anschauungsgestiitzt bestimmt (vgl. Rechteckbild zu 1/6 von einem



1/5 in Abb. 2 auf der Folgeseite). Schematisierungsimpulse:

Der erste Schematisierungsprozess | - Kann man das auch einfacher
zielt nun darauf ab, statt der Zei- schreiben / 10sen?
chenmethode eine Rechenregel fiir
den Fall der Stammbriiche (eins
durch Nenner mal Nenner) selbst zu

—  Kann man das auch ohne das
Zeichnen von Bildern 16sen?

finden. Dazu dienen die Schemati- | — Kannst du eine Regel finden?
sierungsimpulse im nebenstehenden | _  Begriinde deine Regel.
Kasten. .
astett — Moderationsimpulse: Ver-
4. Rolle des Anschauungsmittels gleicht untereinander. Erklért
einander.

Entscheidend fur die Schematisie-

rungsprozesse sind die wohl gestufte Deutung, die Strukturierung und die
Ablosung vom Anschauungsmittel. Empirische Studien mit Grundschul-
kindern ( z.B. Steinbring 1994) zeigten wiederholt, dass Anschauungsmittel
die mathematischen Strukturen, die sie ,,enthalten®, nicht einfach so preis-
geben, sondern vielfdltigen Deutungsprozessen unterworfen werden miis-
sen, um von Lernenden durchdrungen zu werden. Sonst kann es zu rein
empirischen Begriindungen der arithmetischen Beziehungen ohne Verin-
nerlichung der Struktur kommen, so dass die Anschauungsmittel ihre in-
tendierte Wirkung als Vorstellungshilfe nicht entfalten konnen (ein Bei-
spiel zu Briichen liefert Prediger 2011).

Zudem werden Anschauungsmittel von verschiedenen Lernenden unter-
schiedlich gedeutet. Diese sogenannte ,Mehrdeutigkeit® von An-
schauungsmitteln ist Grundlage fiir die fortschreitende Schematisierung: in
einem wiederholten Deutungsprozess und im Austausch mit anderen Ler-
nenden soll der Einzelne zu vertieften, strukturorientierteren Deutungen des
Anschauungsmittels gelangen und diese mit arithmetischen Mustern ver-
kniipfen. Finige Ergebnisse der Studie werden im Folgenden skizziert.

5. Typische und untypische Schematisierungsprozesse

Die Analyse mit dem epistemologischen Dreieck erlaubt das Nachzeichnen
der sich verdndernden Beziehung zwischen Referenzkontext und Zeichen.
Zu Beginn des Prozesses miissen sich die Lernenden das Rechteckbild
noch aneignen; es ist zu konstruierendes oder zu deutendes Zeichen, das im
Referenzkontext der bekannten arithmetischen Beziehungen erschlossen
wird (vgl. Abb.1 auf der Folgeseite). Dabei werden verschiedene Struktu-
rierungen des Rechtecks (rein vertikal, rein horizontal, vertikal-horizontal)
ausprobiert. In einem eher untypischen Fall wurden von den Lernenden un-
notig grofle Seitenldngen benutzt, was wiederum eine Fiille an Vereinfa-
chungsprozessen nach sich zog(vgl. Glade /Schink2011).



Sobald ein geeignetes Recht-
eck gefunden ist und die An-
teile markiert sind, so wird
das Rechteckbild zum stiit-

Referenzkontext

Arithmetik,
Rechnen mit
natiirlichen Zah-
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Zeichen

len und Briichen

zenden Kontext, der es er-
moglicht den Anteil vom
Anteil konkret zu bestimmen
(Abb. 2). Dies kann durch
Auszihlen, zeilenweises Ad-
dieren oder Multiplizieren
von Hohe und Breite vollzo-
gen werden. Der Optimie-
rung der  Ldsungswege
schlieB3t sich dann eine Phase
der Stabilisierung des ,,bes-
ten” Weges an.

\ .7

Anteil vom Anteil in
Rechteckbilder
einzeichnen

Abb. 1: Rechteck als Zeichen, das ge-
zeichnete Rechteck passt nur zum Teil
zur Aufgabe 1/3, davon 1/5

Referenzkontext Zeichen
In der Folge erfahrt der Refe-
renzkontext Rechteckbild ¢mm) | 1/5, davon 1/6
zwel interessante Verdnde- ‘J
rungen: er wird zundchst in -

die Vorstellung verlegt, inso-
fern die Lernenden dann alle
versuchen, sich von der ex-
ternen graphischen Darstel-
lung zu 16sen, indem sie die
Aufgaben im Kopf l6sen.
Wenn dann eine Regel fiir
Stammbriiche formuliert wur-
de, verschwindet der Referenzkontext und die nichste Aufgabe kann
kalkiilmiBig, also durch bloBes Operieren auf der Zeichenebene, geldst
werden.

N

Bestimmung des
Anteils vom Anteil
in Rechteckbildemn

Abb. 2: Rechteck als Referenzkontext

Kann der Referenzkontext zur Begriindung der Giiltigkeit der syntaktisch
gebildeten Zeichenketten von den Lernenden wieder herangezogen werden,
so war ein solcher Schematisierungsprozess erfolgreich.

Dies kann ganz konkret auf das Beispiel bezogen formuliert sein oder An-
sitze enthalten, die konkrete Situiertheit der Bilder zu verlassen (Z.B.:
~lmmer bei einem ganzen hier, (zeigt auf Rahmen) Hohe mal Breite, die
oberen muss man dann auch mal einzeichnen und dann hat man eine kleine
Fliache und dann auch wieder Hohe mal Breite.“ als Begriindung der allge-
meinen Regel zum Anteil vom Anteil als ,,Multiplikation* von Briichen).



6. Fazit

In den getitigten Interviews vollzogen
die Lernenden ausgehend von den
Rechteckbildern eine Vielzahl von | - Vereinheitlichen
Schematisierungsschritten  (exempla- | _  vVerschiedene Strukturen
risch fiir einen Fall zweier Kinder im hineinsehen
nebenstehenden Kasten). Die Vielzahl
der Prozesse und die Wechsel des Re-
ferenzkontextes, wie sie durch die — Strukturen etablieren
Analyse mit dem epistemologischen
Dreieck nachvollzogen wurden, zei-
gen, wie komplex ein solcher Prozess
der Regelfindung ist. In ihm ergeben | — LOsen von Vorstellungen
sich wiederholte Deutungen des Anschauungsmittels, wie sie fiir eine er-
folgreiche Verinnerlichung der zugrundeliegenden Struktur notwendig
sind, um oberflachliche blo3 empirische Deutungen auszuschlieBen.

Schematisierungs-Teilprozesse

— Vereinfachen

- Losen von externen gra-
phischen Darstellungen
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