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Spiralen — Ebene Kurven bereichern Mathematikgeschichte
und Unterricht

Dieser Beitrag behandelt ein Thema, iiber das ich vor siebzehn Jahren
erstmals gearbeitet und seitdem mit unterschiedlichen Schwerpunkten im-
mer wieder veroffentlicht oder vorgetragen habe. Das sagt vielleicht nichts
Gutes iiber mich, sicher aber iiber das Thema: Denn jedesmal geschah es
mit Freude, neuem Erkenntnisgewinn und sehr positiver Resonanz.

Warum hier noch einmal? Zum einen war der Spiralvortrag in Freiburg der
erste im groBeren mathematikdidaktischen Kreis. Zum anderen stimmt das
Verhiltnis zwischen Multiplikatorwirkung und Zugénglichkeit der Quellen
nicht. Das Buch war schnell vergriffen und wurde nicht wieder aufgelegt.
Seitdem aber sind zahlreiche schulische Facharbeiten und Staatsexamens-
arbeiten zum Thema geschrieben, Seminare an Universititen gehalten, Ex-
kurse in Schulbiicher integriert und die Materialien in unterschiedlichsten
Projekten erprobt worden. In Sachsen sind Spiralen in den Wahlpflichtbe-
reich des gymnasialen Lehrplans eingegangen.

Natiirlich bin ich bei weitem weder die einzige noch die erste Autorin zum
Thema (siche die Literaturliste in Heitzer, 1998, und die hier genannten
neueren Veroffentlichungen). Doch steht meine dank Heinrich Winter er-
folgte, griindliche didaktische Aufbereitung offenbar am Anfang einer Re-
naissance des Themas im deutschsprachigen Raum. Ich habe die letzten
eigenen Exemplare des Buches sicher fiinfzigmal vertrauensvoll verliehen
und werde dies weiter tun: johanna.heitzer@matha.rwth-aachen.de
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Fachubergreifender, fachhistorischer und fachlicher Hintergrund

Spiralen sind ein an Vielfaltigkeit und Beziehungsreichtum auergewohnli-
ches Phianomen unserer Lebenswelt. Sie kommen in der Natur und in der
Technik; in der Kunst praktisch jedes Kulturkreises und jeder Epoche vor —
oft mit starker symbolischer Bedeutung. Bei eingehender Betrachtung fiihrt
das Spiralphdnomen fast zwingend zu mathematischen Begriffen und Me-



thoden. Umgekehrt lassen sich mit diesen die Fragen nach dem Wie und
Warum der Spiralen am besten beantworten.

Tatsdchlich haben Spiralen die Mathematikgeschichte extrem bereichert.
Sie waren in bedeutenden Entwicklungsphasen Gegenstand des Interesses
grofler Mathematiker und zéhlten insbesondere zu den konkreten Objekten,
an denen der Infinitesimalkalkiil entwickelt und erprobt wurde. Archime-
des, Pappos, Galilei, Cavalieri, Torricelli, Fermat, Pascal, Descartes, Jakob
Bernoulli und Newton sind nur einige der wichtigsten Namen.

Als Spiralen im engeren Sinn bezeichnet man in der Mathematik ebene
Kurven, die aus unendlichen vielen Windungen um einen festen Punkt be-
stehen und aus hdchstens zwei Asten mit streng monotonem Zusammen-
hang zwischen Drehwinkel und Radius zusammengesetzt sind. Das geeig-
netste Mittel zur Beschreibung von Spiralen sind Polarkoordinaten, denn
dort sind Spiralen die Graphen der einfachsten streng monotonen: Schiilern
aus der kartesischen Deutung gut vertraut als Gerade, Parabel, Wurzelfunk-
tion, Hyperbel, Exponentialfunktion und so weiter.

Die einzelnen Spiralen haben hoch interessante geometrische Eigenschaf-
ten. Teils lassen sich diese mit elementaren Mitteln entdecken und bewei-
sen. Sie fithren auf diskrete und stetige Naherungskonstruktionen, anhand
derer sich wichtige Fertigkeiten der Sekl-Geometrie auf das attraktivste
schulen und Erkenntnisse veranschaulichen lassen. Teils betreffen sie die
analytischen Grundfragen an Kurven: Tangente, eingeschlossene Fldche,
Bogenlinge. Hier stellt die Ubertragung wichtiger Sitze und Methoden auf
Polarkoordinaten einen gehaltvollen Transfer fiir die SekIl dar. Wesentli-
che Grundideen wie Superpositionsprinzip, Grenzwert und infinitesimaler
Ubergang konnen auf neue Weise reprisentiert und durchdrungen werden.

Vorschlage zur Behandlung in der Unter- und Mittelstufe

Fiir die Sekundarstufe I bieten sich vor allem synthetische Auseinanderset-
zungen mit dem Spiralmotiv an: Entweder bilden Spiralen aus der Erfah-
rungswelt der Schiiler den Ausgangspunkt modellierender Zugénge, bei
denen die reale Form durch geometrische Konstruktionen simuliert werden



soll, oder vorgegebene iterative Konstruktionsvorschriften fiihren ,neben-
bei‘ auf Spiralen. Dabei konnen wichtige curriculare Kenntnisse und Fer-
tigkeiten sinnstiftend geiibt und vertieft werden: Messen von Lingen und
Winkeln, Konstruieren mit Zirkel und Lineal, Abzédhl- und Rechenverfah-
ren, Winkelsitze, Ahnlichkeit, arithmetische und geometrische Progressi-
on, Pythagoras und vieles mehr. Wichtige Stichworte sind:

— die Wurzelspirale, nach der Theodorus mittels des Satzes von Pytha-
goras die Quadratwurzeln der natiirlichen Zahlen bis 17 konstruierte,

— (z.B. nach Diirer) aus Kreisbogen zusammengesetzte n-Eck-Spiralen
und die Kreisevolvente, auf die manchen Anwendungsaufgabe fiihrt,

— durch Abtragen eines immer gleichen Winkels im Polarkoordinaten-
gitter gewonnene Polygonndherungen der logarithmischen Spirale,

— goldene Spiralen, die durch sukzessiver Zusammensetzung von Kreis-
bogen im goldenen Rechteck oder goldenen Dreieck entstehen,

— Phénomene der Phyllotaxis, bei denen Fibonacci-Zahlen von Spiralen
in Fruchtstdnden sichtbar werden (Blattstellung, exp. Wachstum).

Vorschlage zur Behandlung in der Oberstufe

In der Sekundarstufe II stehen analytische Fragen im Mittelpunkt und die
algebraische Beschreibung der Spiralen durch in Polarkoordinaten gedeute-
te Funktionsterme kommt wesentlich hinzu. Allein dieser Transfer ermog-
licht einen gehaltvollen und Verstindnis erweiternden zweiten Blick auf
grundlegende Inhalte des Curriculums. Wichtige Stichworte sind:

— explorative Auseinandersetzungen mit dem Zusammenhang zwischen
Term und Graph in Polarkoordinaten unter Nutzung von CAS,

— Transfer der analytischen Formeln fiir Tangente, Fldche, Bogenldnge,
Kriimmungsradius auf Polarkoordinaten: Erweiterung und Vertiefung,
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— wichtiger Vorstufen analytischer Beweise nach historischem Vorbild
(Superposition, Prinzip des Cavalieri, ,,Gerademachen* im Kleinen),

— Revision geometrischer Reihen, Grenzwert- und Endlichkeitsbegriff.



Spiralen, Kompetenzen, Diagnose und Férderung

Die mathematische Auseinandersetzung mit Spiralen fiihrt zur Forderung
von drei der vier lbergeordneten inhaltsbezogenen Kompetenzen des
Matehmatikunterrichts: Geometrie, Funktionen, Arithmetik / Algebra. We-
gen der Vielfalt an moglichen Zugidngen und Abstraktionsniveaus lassen
sich am Spiralphdnomen sédmtliche prozessbezogenen Kompetenzen schu-
len: Argumentieren / Kommunizieren, Problemlésen, Modellieren, Werk-
zeuge. Die Diagnose von Wissensliicken, Fehlvorstellungen, Stiarken und
Interessen erfolgt in diesem beziehungsreichen Kontext nebenbei statt als
verordneter Selbstzweck. Auch individuelle Forderung wird so sehr ein-
fach.
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