Brigitte LENEKE, Magdeburg

Von anderen ,,Grafen* — Knoten, Wege, Rundreisen und Geruste im
Mathematikunterricht

1. Einleitung

In den letzten Jahren ist die Graphentheorie als wichtiges Teilgebiet der
Diskreten Mathematik wohl zu Recht zur ,,Grafenwirde” gelangt. Viele
moderne Entwicklungen und Fragestellungen erfordern zunehmend mehr
Methoden aus diesem Gebiet der Mathematik. Uberall dort, wo netzartige
Strukturen (Computernetze, Versorgungsnetze, Verkehrsnetze, wirtschaft-
liche Verflechtungsbeziehungen) zu analysieren und zu bearbeiten sind,
finden ,,Graphen* als Modelle Anwendung. Die Modellbildung steht also
bei jeder Problemlosung im Mittelpunkt. Aus ihrem eigenen Umfeld kon-
nen die Schilerinnen und Schiler leicht selbst Problemstellungen be-
schreiben und bearbeiten. Das Spektrum der graphentheoretischen LO-
sungsmethoden ist so breit (Nutzung intuitiver, heuristischer und algorith-
mischer Verfahren), so dass Schiilerinnen und Schuler aller Leistungsgrup-
pen einen unbefangenen Zugang zu den Themen bekommen. Ein anwen-
dungs-, problemorientierter und auch offener Unterricht liegt mit diesem
Themenfeld auf der Hand. Fur das Verstandnis der Graphentheorie sind nur
geringe Vorkenntnisse aus anderen Gebieten der Mathematik erforderlich.
Die Schilerinnen und Schuler kénnen auf einer sehr anschaulichen Basis
Ldsungsvorschlage machen, ohne dass sehr viele Fachbegriffe notwendig
sind. In Abh&ngigkeit von der zu bearbeitenden Problemstellung kann die
Begriffsbehandlung begleitend realisiert werden.

2. Didaktisch-methodische Orientierung

Die Modellbildung steht bei jeder Problemlésung im Mittelpunkt. Zu-
néchst werden in Verbindung mit den hervorragenden Visualisierungsmog-
lichkeiten einige notwendige Begriffe eingefuhrt, die dann durch die Bear-
beitung typischer graphentheoretischer Fragestellungen ausgehend von
praktischen Problemstellungen gefestigt werden. Die genutzten Losungs-
verfahren haben algorithmischen und auch heuristischen Charakter. Sie
kdnnen sowohl fur die Untersuchung von Existenzproblemen, als auch von
Anzahl- bzw. Optimierungsproblemen (vgl. Abb. 1) ausgewahlt werden. So
kann den Lernenden u. a. am Beispiel des ,,Kirzesten — Wege — Problems “
dies Uber das Finden eines ,,Weges“ vom Ort A zum Ort B, (ber das Su-
chen nach weiteren Wegen bis zum ,,Herausfiltern“ des ,,besten* Weges
sehr anschaulich verdeutlicht werden.



Problemkreise Ziele des MU

Existenzprobleme Argumentieren, Begriinden, Bewei-
sen

Anzahlprobleme Argumentieren, Kombinatorik

Optimierungsprobleme Heuristisches und algorithmisches
Arbeiten

Abb. 1

Die Bearbeitung dieser drei Problemkreise ist auf unterschiedlichen Er-
kenntnisebenen mdglich und von daher sowohl im Sekundarbereich | als
nattrlich vor allem auch im Sekundarbereich Il moéglich. Die Lernenden
konnen spielerisch-experimentell Rundreisen realisieren und gestalten, in-
tuitiv-heuristisch die kiirzeste Rundreise finden, aber z. B. auch algorith-
misch ,,Gerlste” auf Graphen konstruieren. Dabei entdecken sie, dass es
»leichte” und ,,schwere® Probleme gibt und vervollstdndigen so ihr Bild
von der Mathematik. In kooperativen Unterrichtsformen ist es mdglich,
verschiedene Losungsanséatze (Modelle) zu diskutieren, Verfahren zu be-
werten, Strategien zu entwickeln und weiterfiihrende Frage- und Problem-
stellungen zu formulieren. Inner- und aullermathematische Vernetzungen
ergeben sich dabei wie von selbst. Die unterrichtlichen Potenzen des Ge-
bietes ,,Graphentheorie” seien in folgenden Punkten zusammenfassend dar-
gestellt:

a) zahlreiche Anwendungssituationen und Anwendungsbeziige

b) anschauliche Modelle (Visualisierung!)

c) Vernetzungen zu anderen Gebieten der Mathematik, des Mathema-
tikunterrichts und anderer Unterrichtsfacher

d) Loésungsstrategien entwickeln, kennen lernen und festigen, z. B.
Heuristiken (Rundreiseproblem) und Algorithmen (Minimalgerust-
problem)

e) Bild von Mathematik formen — ,leichte” und ,,schwere* Probleme
(Motivation!)

f) Offene Unterrichtsformen und Aufgabenstellungen

3. Zur Behandlung von Grundbegriffen

Weniger ist hier mehr! Durch Kkleinere und tbersichtliche Aufgaben kon-
nen die Lernenden mit Knoten, Kanten, gerichteten und ungerichteten Gra-
phen, Wegen und B&umen, Teilgraphen und Gerlsten ...bekannt gemacht
werden. Es ist maRgeblich von der Unterrichtssequenz abhéngig, wie breit
und tief der zur Verfiigung stehende Begriffsapparat werden sollte. Die Pa-




lette ist groR!! Ausgangspunkt sollte eine sehr anschauliche Situation sein.
Es werden die Begriffe ,,Graph“, ,,Knoten“ und , Kante“, ,gerichteter
Graph*, ,,bewerteter Graph* erarbeitet. Dabei sollen anhand des Beispiels
eines StralRennetzes einer Stadt und wesentlicher Institutionen (Schule,
Einkaufszentrum, Stadtpark, Krankenhaus) die Aquivalente in der
Graphentheorie (Modell) gefunden werden (vgl. Abb. 2 und 3).
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4. Kurzeste Wege, Rundreisen und Gerdste

Die Suche nach kiirzesten Wegen in Graphen, nach Rundreisen und kdirzes-
ten Rundreisen sowie nach Minimalgeristen er6ffnet im Unterricht die
Madglichkeit, sowohl heuristische als auch algorithmische (wenn berhaupt
maoglich) Losungsvarianten und —strategien einzubeziehen.

Beispiel :

Das Pizza-Hut-Restaurant befindet sich in Magdeburg in der Kantstralie
(Knoten a). VVon dort aus werden auch die Bestellungen aufRer Haus gelie-
fert. Der folgende Graph zeigt Adressen, zu denen ein Pizza-Bote die Be-
stellungen bringen soll. Die Kantenbewertungen stellen die Entfernungen

in km dar. Finde den kirzesten Weg von Knoten a zum Knoten d. Schreibe
in Stichpunkten deine VVorgehensweise auf.

Abb. 4



Die Schilerinnen und Schiler konnen dieses Problem intuitiv 16sen.

Es besteht aber auch die Mdoglichkeit, die Idee einer algorithmischen Vor-
gehensweise (Dijkstra-Algorithmus) zu erarbeiten und umzusetzen.

Fuhrt man dieses Problem weiter und fragt danach, ob es in einem Graphen
eine ,,Rundreise gibt, bei der jede Kante genau einmal ,,durchlaufen* wird
und man zum Ausgangspunkt zuriickkehrt, ist dies die Frage nach einem
speziellem Rundweg — dem Eulerkreis. Das Finden eines Eulerkreises auf
einem Graphen koénnte mit den Schilerinnen und Schiilern ebenfalls algo-
rithmisch geldst werden (Algorithmus von Hierholzer oder Algorithmus
von Fleury). Jedoch waére der historische Zugang uber das beriihmte ,,K6-
nigsberger Briickenproblem* auch ohne eine algorithmische Lésung denk-
bar.

Im Unterschied zum Finden eines Eulerkreises auf einem Graphen ist die
Losung eines weiteren ,,Rundreiseproblems® etwas anders zu realisieren.
Hier treten bei dem berihmten ,, Traveling—Saleman—Problem* (TSP) heu-
ristische Vorgehensweisen in den Vordergrund. In einem vollstandigen
Graphen mit 7 Knoten gibt es 360 Rundreisen (Existenz- und Anzahlprob-
lem)! Die Lernenden erkennen die Schwierigkeit: einfach Durchprobieren
dauert zu lange und ist bei groRerem n kaum mdglich. Die Lernenden er-
kennen sehr schnell, dass die VVorgehensweise, immer von einem Ort aus-
gehend die nachstgelegene Stadt zu besuchen, nicht immer zum besten Er-
gebnis fuhrt und sie suchen automatisch nach anderen Wegen, noch kiirzere
Rundreisen zu finden. So besitzt der Graph in Abb. 4 zwar einen Hamilton-
Kreis (e-d-g-b-c-a-f-e), allerdings ergibt sich sofort die Frage, ob diese
Rundreise auch die kdirzeste ist.

Dem gegenulber kann das Finden eines Minimalgerlstes wieder algorith-
misch, z. B. mit dem Algorithmus nach Kruskal geldst werden. Fur die al-
gorithmische Umsetzung finden die Lernenden die Idee des Algorithmus
relativ selbststandig.

Anhand weiterer praktischer Problemstellungen (z. B. Energieverbundnetz
einer Region) konnen die Lernenden zundchst den jeweiligen Graphen
konstruieren (Modellierung), ein Gerlst bestimmen (Existenzproblem),
verschiedene Gerlste bestimmen (Anzahlproblem) und dann das Minimal-
gerust ermitteln (Optimierungsproblem).
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