Christian RUEDE, Universitat Zirich

Strukturieren von Termen und Gleichungen als Bedeutungs-
konstruktion

Zahleiche empirische Untersuchungen belegen die zentrale Rolle des Struk-
turierens beim Vereinfachen von Termen und Losen von Gleichungen. Al-
lerdings fehlt eine theoretische Fundierung des Begriffs des Strukturierens
algebraischer Ausdriicke. In diesem Beitrag wird daher versucht, diese Li-
cke zu schlielen.

Ausgangspunkt sind vier Pramissen. Sie driicken aus, dass die Schiler und
Schulerinnen beim Umformen von Termen und Gleichungen eine interne
Semantik (Kieran, 2006) — beim Modellieren realer Sachzusammenhénge
hingegen eine externe Semantik — entwickeln sollen und nicht nur in Pack-
chen von Aufgaben Muster erkennen mussen, sondern auch in einzelnen
Aufgaben.

1. Eine Struktur eines Terms oder einer Gleichung macht ,,strategische*
Vorstellungen einer Person sichtbar, vermittelt also zwischen einer
algebraischen Zeichenreihe und Regeln. Sie bringt die Vorstellungen
der Person dartiber zum Ausdruck, wann ein Ausdruck wie umge-
formt werden kann.

2. Es gibt nicht nur eine einzige Struktur eines Terms, vielmehr gibt es
viele individuelle (angemessene) Strukturen eines Terms. Die Struk-
tur ist kein mathematisches Prinzip, das einem Term zugeschrieben
werden kann, sondern eine Sichtweise, wie eine Person einen Term
liest.

3. Strukturieren basiert auf Kognition und Wahrnehmung. Strukturieren
ist ein Prozess, der zur internen (strukturanalogen) Représentation
des algebraischen Ausdrucks fuhrt.

4. Strukturieren ist ein Prozess, der von impliziten Normen (metarules)
geleitet wird.

Ein Modell zur Beschreibung des Strukturierens

Strukturieren wird in diesem Betrag mit Hilfe von vier Komponenten, der
Anwendbarkeitsbedingung, der Abschlussbedingung (Sfard, 2008), der
Struktur und der Konsequenz, beschrieben (vgl. Abb. 1). Die Anwendbar-
keits- und Abschlussbedingung sind Auffassungen einer Person dariber,
wann eine bestimmte Struktur hergestellt werden soll. Sie hangt beispiels-



weise ab von der vorgelegten Gleichung, den Erfahrungen der Person und
den Umstanden, unter denen die Gleichung gel6st werden muss. Im Spezi-
ellen handelt es sich bei Anwendbarkeitsbedingungen um Auffassungen
von Situationen, in denen bestimmte Strukturen hergestellt werden konn-
ten. Abschlussbedingungen entsprechen den Auffassungen dartiber, ob an
einer hergestellten Struktur festgehalten werden soll oder nicht. Die An-
wendbarkeitsbedingung fihrt zu einer bestimmten Struktur und die Ab-
schlussbedingung bestimmt, ob diese Struktur akzeptiert oder verworfen
werden soll. Etwas salopper formuliert spiegelt die Anwendbarkeitsbedin-
gung die Erwartung der Person in dieser Situation und die Abschlussbedin-
gung ihre Einschéatzung des Resultats.

Beantworten die Anwendbarkeits- und Abschlussbedingung die Frage nach
dem Wann der Struktur, beantwortet die Struktur die Frage nach dem Wie.
Eine Struktur ist eine Auffassung eines Terms oder einer Gleichung als Re-
lation. Sie besagt, welche einzelnen Teilterme des Terms oder der Glei-
chung wie aufeinander bezogen sind. SchlieRlich impliziert die Struktur
eine Konsequenz. Diese manifestiert sich typischerweise als Umformung
und erlaubt die Beurteilung davon, inwiefern die Abschlussbedingung er-
fullt ist oder nicht.

Das hier beschriebene Wechselspiel zwischen Anwendbarkeits- und Ab-
schlussbedingung sowie Struktur und Konsequenz macht explizit, was ge-
meint sein kann, wenn das Wissen um den Gebrauch eines Terms mit dem
Erfassen seiner Bedeutung gleich gesetzt wird. Ein solch pragmatischer
Bedeutungsbegriff wird hier konkret umgesetzt, indem nach dem Wann
und Wie der Struktur und nach ihrer Konsequenz gefragt wird. Wer sich
wéhrend des Umformens fragt, wann er wie strukturieren soll und welche
Konsequenzen sich daraus ergeben, konstruiert dadurch die Bedeutung des
Terms.

Ein Beispiel: Wie ein Experte eine Gleichung strukturiert

Das oben eingeflihrte Modell wurde zur Analyse von Interviews genutzt, in
denen Probanden vorgelegte Gleichungen umformen sollten. Dies wird hier
an einem Beispiel illustriert. Einem Experten (langjahriger Mathematikleh-
rer an einem Schweizer Gymnasium, zugleich Praxislehrer und Lehrbuch-
20x%+30x* 12x+18

4x+6  8x+12
forderung, eine geeignete Umformung vorzuschlagen. Der Experte wollte
anfangs die Nenner wegmultiplizieren. Er verwarf dies dann, da er die ku-
bische Form der resultierenden Gleichung erkannte. Dieser erste,
verfahrenbasierte Schritt wird hier aus Platzgriinden nicht néher analysiert,

autor) wurde die Gleichung vorgelegt, mit der Auf-




sondern sein zweiter, sein verfahrenbildender. Dieser wird zuerst beschrie-
ben. Dazu dienen die oben eingefiihrten Begriffe. In Abbildung 1 ist die
aus dem Interview rekonstruierte Anwendbarkeits- und Abschlussbedin-
gung sowie Struktur und Konsequenz dieses zweiten Schritts angegeben.

Diese Beschreibung wird nun interpretiert.

Anwend- Struktur Konse-  Abschluss-
barkeitshe quenz bedingung
dingung

Analyse des Evaluation. Das
ersten Versuchs 20x%—>30x° 12x+-18 Wegschaffen der
ergibt, dass das = Briiche Nenner ist zu zeit-
Wegschaffen 4x 6 8x 12 links aufwandig. ,,Dann
der Nenner zu Entdeckung horizontaler Verhaltnisse, und habe ich es verwor-
miihsam ist. Als | | die vertikal aufeinander bezogen wer- rechts fen, weil das nicht
Alternative den. ,,20, 30 zum Beispiel beim ersten sind je sehr lustbetont ist,
schaue ich zu- Bruch, stehen zueinander im gleichen > mit es ist eine Zeitab-
erst die Briiche Verhéltnis wie 4 zu 6. Oder eben x° zu Linear- schatzung vermut-
einzeln an. Ich «2 wie x zu 1. oder 12 zu 18 wie 8 zu faktor lich.“ Meine Ver-
vermute wegen 12, Also im Hinterkoof habe ich Kiirzbar mutung war ge-
der Kubizitét, d .k S.Oh'n:j |lr;erk?p abe 1c h S0 rechtfertigt. ,,Also
dass sie einzeln en ﬁ 'C“’ as Auskiammern schon das ist der Weg,
vereinfachbar gesenen. den ich jetzt ein-
sind. schlagen wiirde.”

Abbildung 1. Anwendbarkeits- und Abschlussbedingung, Struktur und
Konsequenz des Experten beim zweiten Strukturierungsschritt. Die Aussa-
gen in Anfuhrungs- und Schlusszeichen sind wortwdrtliche Passagen aus
dem Interview.

Charakterisierend fir den Experten ist, dass er das Verwerfen des Weg-
multiplizierens der Nenner analysierte. Er untersuchte, warum dieses Ver-
fahren zu zeitaufwéndig wirde und folgerte schliel3lich, dass die Kubizitat
durch das interne Vereinfachen der Briiche verschwinden misse. Das
Wann bestand also im Verwerfen eines Standardverfahrens und im Schluss
auf das interne Vereinfachen der beiden Briiche. Unter dieser Leseperspek-
tive schaute er dann die Gleichung an, insbesondere anders als beim Weg-
multiplizieren der Nenner. Dazu wechselte er die Blickrichtung. Nicht
mehr Bezlige zwischen den beiden Nennern waren wichtig, sondern Bezi-
ge zwischen dem Zahler und dazugehorigen Nenner. Die Anwendbarkeits-
und Abschlussbedingung zeigt, dass er dabei auf die Anwendbarkeit und
nicht auf die Anwendung eines Vereinfachungsverfahrens fokussierte. Er



vereinfachte die Briiche nicht, sondern tberprifte, ob sie sich vereinfachen
lassen.

Aus diesem Grund schaute er auf Z&hler und Nenner links und auf Zahler
und Nenner rechts. Diese Blickrichtung einerseits und Vorstellungen des
Experten Uber den Zusammenhang von Verhaltnissen, Linearfaktoren und
Kirzen andererseits fuhrten auf die Struktur, also auf das Wie.

Der Experte behandelte die Gleichung nahezu wie eine Tabelle. Wichtig
wurden die einzelnen Summanden und horizontalen Bezlige zwischen ih-
nen in der Form von Verhéltnissen, die schlie3lich vertikal aufeinander be-
zogen wurden. Die so hergestellte Struktur macht Vorstellungen des Exper-
ten Uber die Vereinfachbarkeit von Briichen sichtbar, in ihr kommt das Wie
zum Ausdruck. Charakteristisch fur den Experten ist, dass er Bezlige her-
stellte, die Uber die von den Operationszeichen gegebenen hinausgingen.
Die Konsequenz bestand in der Gleichheit der Verhéltnisse und im resultie-
renden Schluss, dass die beiden Briiche intern mit einem Linearfaktor ge-
kirzt werden konnen.

In der Abschlussbedingung kommt der explorative Charakter des Struktu-
rierens unseres Experten am deutlichsten zum Ausdruck. Der Experte dis-
kutierte die beiden Strukturen. Er beurteilte sie bezuglich der Kriterien der
Einfachheit (Anzahl Schritte), Zeitaufwand und Eleganz (Lustbetontheit).
Erst in dieser Abschlussbedingung wird das Wann der Struktur definitiv
geklart.

Fazit

Dieser Beitrag dokumentiert die Auseinandersetzung eines Experten mit
dem Wann und Wie einer Struktur. Das Ldsen der Gleichung erscheint
nicht als mechanische Anwendung von Rechengesetzen und Standardver-
fahren, vielmehr als ein Ringen um eine geeignete Struktur. Dadurch er-
schafft sich der Experte die Bedeutung der Gleichung. Um diesen wichti-
gen Aspekt beim Ldsen einer Gleichung zu beschreiben, erweisen sich die
Konstrukte der Anwendbarkeits- und Abschlussbedingung sowie der Struk-
tur und der Konsequenz als duf3erst hilfreich.
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