Heinz SCHUMANN, Weingarten

Tetraedergeometrie — eine raumgeometrische Theorie-
Entwicklung

Was Du ererbt von Deinen Vatern hast, erwirb es, um es zu besitzen.
(J. W. v. Goethe, Faust I)

Mehrere Griinde haben zur Entwicklung einer ,,Elementaren Tetraeder-
geometrie® Anlass gegeben:

Interaktive Dynamische Raumgeometrie-Systeme erdffnen einen di-
rekten Zugang zu den Phanomenen der elementaren Raumgeometrie;
sie machen Raumgeometrie fiir einen breiten Adressatenkreis erst
richtig zugénglich. Es stellt sich aber die Frage nach der Anwendung
der mathematischen Standardmethode der Erkenntnisbildung durch
Beweisen, hier den Beweisen der im virtuellen Raum gefundenen
bzw. reprisentierten raumgeometrischen Aussagen.

Die Vernetzung von ebener und rdumlicher Geometrie, die Stirkung
der Raumgeometrie und der Raumanschauung, wie es von Felix
KLEIN im 1909 erschienenen Band ,,Geometrie* seiner ,,Elementar-
mathematik vom hoheren Standpunkte aus®, gefordert wird:

,,ES 1st namlich von altersher auf der Schule wie auf der Universitat
ublich, erst die Geometrie der Ebene und dann ganz abgesondert da-
von die des Raumes zu behandeln; dabei kommt die Raumgeometrie
aber leider oft zu kurz, und das edle Organ der Raumanschauung,
das wir von Hause aus besitzen, verkiimmert. Demgegeniber wollen
die ,,Fusionisten” von vornherein Ebene und Raum gleichzeitig ne-
beneinander behandeln, um unser Denken nicht erst klnstlich auf
zwei Dimensionen zu beschréanken. (Hervorhebungen durch den Au-
tor)

Der Verlust der Auffassung von (synthetischer) Geometrie als Mus-
terbeispiel fiir lokal-deduktive Theoriebildung in der Art von zu ent-
wickelnden Begriffs- und Satzgefiigen im heutigen Curriculum allge-
meinbildender Schulen und in der Lehrerausbildung.

Die Vernachlédssigung des Geometrielernens als verstehende Rezepti-
on von Begriffen, Sdtzen und Beweisen, — einer seit iiber 2000 Jahren
geiibten Methode der Aneignung von Wissen.

Das Anwendung und Erweiterung der elementaren Dreiecksgeomet-
rie.



- Das Praktizieren des Analogisierens, einer effektiven und weitrei-
chenden Methode der Erkenntnisgewinnung.

Und schlieBlich:

— Das Fehlen einer fiir einen breiten deutschsprachigen Adressatenkreis
verfiigbaren  reichhaltigen = Monografie = liber  , Elementare
Tetraedergeometrie® als ein bedeutendes rdumliches Analogon der
Dreiecksgeometrie.

Der Autor hat es als didaktische Aufgabe angesehen, eine ,,Elementare
Tetraedergeometrie* durch rdumliche Analogiebildung zu entwickeln, die
von der Dreiecksgeometrie ausgeht, wichtige Begriffe, Sdtze und Beweise
der Tetraedergeometrie enthilt und sich vor allem an folgende Adressaten
richtet: Studierende fiir das Lehramt Mathematik, mit der Lehrerbildung
befasste Lehrkrifte, Schiiler/Schiilerinnen mathematischer Zirkel, Schiiler/
Schiilerinnen der Mittelstufe und der Sekundarstufe II, Mathematiklehrer
und -lehrerinnen und am Thema interessierte Laien. — Natiirlich gibt es
nicht zu jedem Satz {liber Dreiecke einen analogen tiber Tetraeder, der rich-
tig ist; das fiihrt oft zu herausfordernden Problemen. Auf andere
Analogisierungen, nimliche die der Geometrie des Dreiecks zu der des
Dreiecks auf der Kugel oder zu der Geometrie der dreiseitigen rdumliche
Ecken wird nicht eingegangen, obwohl Verbindungen zur Geometrie des
Tetraeders bestehen.

Unter ,,Elementarer Tetracdergeometrie” verstehen wir im Zusammen-
hang mit dieser Arbeit folgendes: Als elementar soll jene
Tetraedergeometrie bezeichnet werden, soweit sie in etwa beriicksichtigt:
die Tetraedergeometrie des dreidimensionalen euklidischen Raumes, die im
historischen Uberblick von ZACHARIAS, M.: Elementargeometrie und
elementare nicht-euklidische Geometrie in synthetischer Behandlung
(1913). (In: Meyer/ Mohrmann (Hg.), Enzyklopadie der Mathematischen
Wissenschaften III, 1.2, Leipzig: Teubner, 1904-1935) genannten
tetraedergeometrischen Erkenntnisse der zweite Hilfte des 18. und des ge-
samten 19. Jahrhunderts, — und auch die neueren stoffdidaktischen Arbeiten
iber das Tetraeder von ca. 1980 an.

Was die Tetraedergeometrie bzw. die Theorie der Simplizes im n-
dimensionalen reellen euklidischen Raum anlangt, so basieren die dort ge-
fiihrten Beweise im Wesentlichen auf denen des dreidimensionalen euklidi-
schen Raumes.

Hitte es nicht nahegelegen, einfach ein Buch oder einen Buchbeitrag iiber
Tetraedergeometrie aus einer anderen Sprache ins Deutsche zu {ibertragen
— oder entsprechende deutsche fachgeometrische Beitrdge zu kompilieren?



Leider richten sich solche Arbeiten 1. A. an eine spezielle Leserschaft, die
schon tiber eine hohere geometrische Bildung verfiigt; sie sind deshalb fiir
die ins Auge gefassten Adressaten nicht geeignet. Die vorgenommene di-
daktische Elementarisierung im Hinblick auf die genannten Adressaten be-
steht in Folgendem:

— Einzelthemen moglichst auswahlweise und isoliert behandelbar
-~ Lokal-deduktives Vorgehen

— Einfache rdumliche Aussagen konnen vorausgesetzt werden; keine
Beweise evidenter Aussagen; keine Axiomatik

- Vor allem synthetische Beweise; vektorielle Beweise nur dort, wo die
synthetischen nicht ausreichen

— Beweise auf dem in der Elementargeometrie iiblichen Strengeniveau
— Benutzung rdumlicher Beweisfiguren

— Redundante verbale Beweisfiihrungen; Minimalisieren formaler Be-
schreibungen

-~ Anwendung heuristischer Strategien, vor allem des Analogisierens:
,,vom Dreieck zum Tetraeder !

Im Zusammenhang mit der Behandlung raumgeometrischer Themen beto-
nen wir die Rolle der Raumanschauung, wie sie Felix KLEIN folgender-
malen gewlirdigt hat:

,,Die Kritik, der die Genauigkeit unserer Raumanschauung unterliegt, hat
ja die reinen Mathematiker in der Neuzeit vielfach dazu gefuhrt, sie aus
den mathematischen Betrachtungen berhaupt auszuschalten. Dem gegen-
uber habe ich immer daran festgehalten, dass die Anschauung gerade auch
in der Mathematik als eine unsere wichtigsten Fahigkeiten angesehen und
gepflegt werden muB, indem wir sie durch bewulite Erziehung vervoll-
kommnen.** (Aus: Felix KLEIN. Gesammelte mathematische Abhandlun-
gen. 2. Band. 1922).

Insofern kommt der rdumlichen Beweisfigur eine zentrale Rolle zu. In die
Raumfiguren muss man sich aber ,hineindenken* und sie richtig ,,lesen*
lernen, was u. a. die Raumvorstellung trainiert. Anzustreben ist eine menta-
le Reprasentation der Raumfiguren. Eine digitale Version des Buches als
Hypertext unterstiitzt den Leser dabei; sie besteht aus einer pdf-Datei, de-
ren farbige Abbildungen mit den entsprechenden Cabri 3D-Dateien verlinkt
sind. Nach dem Anklicken der betreffenden Abbildung in der pdf-Datei
offnet sich die zur Abbildung gehérende Cabri 3D-Datei in einer vorher zu
installierenden kostenfreien Demo-Version von Cabri 3D. Die entspre-



chenden Raumfiguren kann man dann im virtuellen Raum direkt manipu-
lieren, um sie von allen Seiten zu betrachten, um sie zu vergroBBern und um
sie in threr Form zu verandern.

Welche Inhalte und in welcher Reihung?

Die Inhalte sollen denen der elementaren Dreiecksgeometrie entsprechen.
Es wird aber eine andere Reihung der Inhalte vorgenommen: Zuerst wer-
den, quasi zur ,, Aufwdrmung®, besondere Tetraeder behandelt, denen
gleichseitige und rechtwinklige Dreiecke entsprechen und deren Bearbei-
tung ohne Kenntnis der Aussagen iiber das allgemeinen Tetraeder aus-
kommt. Es sind dies das regelméBige, das gleichseitige und das rechtwink-
lige Tetraeder, — als Beispiel fiir einen Tetraedertyp, der sich nicht durch
eine Analogisierung eines Dreieckstyps ergibt, steht das ,,rechteckige* Tet-
raeder. Das hat den Vorteil, sich am Anfang nicht gleich mit der Kom-
plexitit des allgemeinen Tetraeders befassen zu miissen, so diirften das re-
gelmiBige und das rechtwinkligen Tetraeder vielen Lesern schon bekannt
sein.

Die Themen des allgemeinen Tetraeders entsprechen dem klassischen
Themenkanon des allgemeinen Dreiecks. Die Konstruktionen und Berech-
nungen des Tetraeders sind aber nicht so einfach zu beherrschen wie die
des Dreiecks; es gibt beim Tetraeder keine so schon geschlossenen Darstel-
lungen dafiir. Fiir die Berechnungen am Tetraeder werden auch mathemati-
sche Assistenzprogramme eingesetzt. Zusdtzlich wurde ein Teilkapitel liber
Ungleichungen am Tetraeder aufgenommen, die im Rahmen der elementa-
ren Dreiecksgeometrie vergleichsweise keine Beachtung findet — die Un-
gleichungslehre ist in den aktuellen Bildungsplédnen fast total eliminiert
worden! Mit dem Satz von Ceva gewinnt man ein Beweisprinzip fiir die
Aussagen liber besondere Punkte im Tetraeder in Analogie zu solchen fiir
das Dreieck. Das Kapitel liber das allgemeine Tetraeder wird abgerundet
durch fiinf verschiedene Einzelthemen. Das Tetraeder in Form der geraden
dreiseitigen Pyramide stellt sich als Analogon des gleichschenkligen Drei-
ecks heraus. AnschlieBend werden Sitze tiber das allgemeine Tetraeder auf
die Bearbeitung weiterer besonderer Tetraeder, ndmlich die Tetraeder mit
Hohenschnittpunkt, mit kantenberiihrender Kugel und mit gleichen Gegen-
kantenprodukten angewendet. Angefiigt werden noch einige grundlegende
Begriffe und Aussagen der Raumgeometrie sowie eine Systematik raum-
geometrischer Konstruktionen, worauf der Leser bei Bedarf zuriickgreifen
kann.
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