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Zum Verstandnis des Unendlichkeitsbegriff im Mathenatik-
unterricht — eine empirische Untersuchung

,Jnendlich“ bildet einen zentralen Begriff weltamsulichen und speziell
mathematischen Interesses. Der vorliegende Bagghgder Frage nach, in
wieweit Mathematikunterricht Einfluss auf Vorstelgen zu Unendlich
nimmt und ein vertieftes mathematisches Verstangmidem Begriff aus-
bildet. Insgesamt wurden hierzu 228 Schulerinned 8ohtler und 135
Lehrerinnen und Lehrébefragt. Die Ergebnisse der vorgestellten Studie
dienen dabei als Grundlage fir die Entwicklung gik@nzepts zur kon-
zeptionellen Umsetzung des Themas im Unterricht.

Forschungsstand

Die Fachmathematik einigt sich derzeit auf zweh8&ieisen des Begriffs:
ein aktuales Verstandnis von ,unendlichen Mengeshrégem Vorbild der
Mengenlehre Cantors und [ein potentielles Verstédn den Begriffen
und Methoden der Analysis® (Mkx, 2013).

Die mathematikdidaktische Forschung greift diesddse Ansatze auf. Ne-
ben konkreten Vorschlagen zur Umsetzung spezifiskitaalte im Unter-
richt (TsaMIR, 2001; €HIMMOLLER, 2012) wird hierbei das Augenmerk
vor allem auf die vorhandenen Vorstellungen voniain und Studenten
zum Unendlichkeitsbegriff gelegt. Eine Vielzahl aowohl qualitativen,
wie auch quantitativen Studien zeigen dabei Erk@ss¢ zu kognitiven
Strukturen, stellen spezifische Schulervorstellinger und werten erste
Interventionen aus (z.B.I$€HBEIN, TSAMIR & HESS 1979; TBAMIR,1999;
MARX, 2011).

Die vorgestellten Ansatze rechtfertigen die Gemeng der Hypothese,
dass sich schulischer Mathematikunterricht nichsemtlich auf die Aus-
bildung des Unendlichkeitsbegriffs auswirkt bzwe dhusbildung eines
mathematischen Verstandnisses nicht angestrebt &imtsprechend soll
im Folgenden die Hypothese Uberprift werden, dassdachuler, Haupt-
schiler, Realschuler, Abiturienten und Lehrer sithhrem Verstandnis
vom Unendlichkeitsbegriff nicht unterscheiden.

! Zur besseren Verstandlichkeit wird im Folgenden eine Unterscheidung der Ge-
schlechter verzichtet.



Auswertung

Mit Hilfe der nahe liegenden Frage ,Was verstehstubter Unendlich?*
sollte, anders als in der bisherigen Literatur, igeneine subtile Aufarbei-
tung von Vorstellungen einzelner Schiler im Zentaen Betrachtung ste-
hen, als vielmehr ein Querschnitt durch alle Akaren und Schularten
zum Verstandnis des Unendlichkeitsbegriffs ermitteérden. Es wurde
deshalb in einem ersten Schritt der Frage nachgegamb im Laufe der
Schulzeit bzw. mit zunehmendem Alter eine Tendemz anfanglich au-
Rermathematischen Vorstellungen hin zu innermathisomen Vorstel-

lungen unter Schilern zu beobachten ist. Dazu vmudie angetroffenen
Antworten nach aul3ermathematischen Vorstellungen, ,das Univer-

sum® oder ,der liebe Gott*, mathematischen Antworterie z.B. ,unend-

lich bedeutet alle Zahlen die es gibt von - & + & 0% ,die grof3te Zahl*

oder 0" und der Kategorie keine Antwort unterschiedenerii ergibt

sich folgendes Bild:
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In der Grundschule kennen bereits rund 80% der |8clklén Begriff Un-

endlich und immerhin ca. 60% verbinden ihn mit einmathematischen
Kontext. Dieser Anteil an Schulern steigt im Lawafer folgenden Schul-
jahre auf bis zu 90% an. Es lasst sich diesbeziglic signifikanter Unter-
schied zwischen den befragten Abschlussschilern véeschiedenen
Schularten und den Antworten der befragten Grungdschnachweisen.
AulBRerhalb der Grundschule, unabhangig von der mahschen Ausbil-

dung und dem Alter, lassen sowohl die Antworten @ahtlern als auch
die Antworten von Lehrern auf eine fast durchwedhmmatische Vorstel-
lung zu Unendlich schlie3en, was vermutlich auf &anfluss des Mathe-
matikunterrichts zurickzufihren ist.

In einem zweiten Versuch, alters — bzw. schulty@aigige Unterschiede
speziell im Verstandnis des Begriffs nachzuweiseg@ntieren wir uns am
~Stufenmodell des Begriffsverstandnisses nach ¥dilt. Hier beschran-
ken wir uns auf die Analyse der innermathematischetworten der ein-

zelnen Probandengruppen, um nachzuweisen, ob sithidklungen von




der ersten hin zur letzten Verstandnisstufe bedbadassen. Eine entspre-
chend modifizierte Version des Vollrath’schen M&léDOTSCHEL 2011)
legt folgende Stufen des Begriffsverstandnisseg:nah

— Intuitiv-inhaltliche Stufe: ,Zahl ohne Ende®; ,124,...% ,das Sym-
bol «*; ,das Universum®; usw.

- Integriert-formale Stufe: ,nicht abzahlbare Menggl; zu 1 Zuord-
nung zu den natdrlichen Zahlen*; ,Es gibt genaustevBruchzahlen,
wie naturliche Zahlen, namlich unendlich viele“yws

- Kritische Stufe: Aussagen zur Axiomatik; Kontinuurgpothese;
usw.

ey randnis des Unendlichlceitsbegrif Bei der Auswertung der Antworten zeigt
sich, dass alle anzutreffenden Antworten
durchweg auf einer intuitiv-inhaltlichem
Stufe einzuordnen sind. Keiner der befrag-
= ten Schuler oder Lehrer gibt Aussagen, die
e omemser wse AU @IN vertieft mathematisches Verstand-
Abb. 2 nis schlielBen lassen. Beispiele, wie ,unter
dem Begriff versteht man, dass eine Zahl immer evagieht und immer
langer ist* sind sowohl fur Grundschdiler, wie at&ymnasiasten und Leh-
rer typisch. Das Ergebnis spiegelt wider, dass dingmn zwar prasent ist,
aber nicht im Unterricht thematisiert wifd.
Einzig eine Unterscheidung der intuitiven Vorstetlen nach den Katego-
rien aktual und potentiell Unendlich, wie es in teeratur vorzufinden ist
(z.B. HscHBEIN, TIROSH & HEss 1979; TALL, 2001), scheint erfolgsver-
sprechend, um einen Unterschied bzw. eine alteng- ausbildungsab-
hangige Entwicklung nachzuweisen. In Anlehnung aggahd wird diese
Unterscheidung aufgegriffen und die beiden Begrdfatisch und dyna-
misch verwendet (WIGAND, 1993).
Eine typiSChe Antwort fur Unterscheidung der Assoziationen
eine statische Vorstellung, ist
dabei z.B. ,die letzte Zahl*
wahrend ,viele und immer
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2 Entsprechendes zeigt auch eine Schulbuch- undplastanalyse, auf die hier nicht weiter eingegangen
wird.



dem Alter eine Tendenz hin zu statischen Antworanbeobachten ist.
Angefangen von einem fast ausgewogenen Verhainder GS und der
HS, wéchst der Anteil derer, die eine statischesiéiung mit dem Unend-
lichkeitsbegriff verkntpfen bis auf knapp 2/3 defragten Gymnasiasten
an. Trotzdem bildet sich aber auch an dieser Skelie signifikanter Un-

terschied zwischen den Befragten aus. D.h. einrSehieed auf Grund un-
terschiedlicher mathematischer Ausbildung zwisctien Probandengrup-
pen ist nicht nachzuweisen und mit groRer Wahrsdicbbkeit anzuneh-

men, dass sowohl Grundschiler, als auch Absolveaterauch Lehrer aus
der selben Grundpopulation stammen.

Zusammenfassung

Die Ergebnisse der Untersuchung deuten darautiass sich die Hypothe-
se ,Schuler und Lehrer — egal welcher Schulart Asbildungsrichtung —
unterscheiden sichicht im Verstandnis bzgl. des Unendlichkeitsbegriffs*
nicht ablehnen lasst. Dieses Ergebnis steht iml&ngkmit den verschie-
denen interpretativen Ansatzen und entsprechendehtajiven Studien
aus dem Ausland (z.B.I9€EHBEIN, TIROSH & HESS 1979; BAMIR, 1999
oder MORENO& WALDEGG, 1999). Es stellt sich fur einen zukinftigen Ma-
thematikunterricht die Frage, inwieweit er sich ahggser Situation zufrie-
den gibt oder anstrebt, den mathematisch zenttadteandlichkeitsbegriff
Cantors starker (bzw. Uberhaupt) im Unterricht lzentatisieren. Im Rah-
men einer Dissertation werden von der Autorin hiekonzeptionsvor-
schlage zu jahrgangstbergreifenden langfristig lagten Lehrgangen zum
Unendlichkeitsbegriff entwickelt.
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