Stefan GOTZ, Wien
Was kann Stoffdidaktik heutzutage (noch) leisten?

Einleitung

In der modernen mathematikdidaktischen Literatur sind ,,reine* stoffdidak-
tische Beitrdge immer seltener zu finden. Die Zeitschrift ,,Didaktik der Ma-
thematik®, in der vor allem stoffdidaktische Artikel veroffentlicht wurden,
gibt es beispielsweise schon lange nicht mehr. Bereits 1985 wurde bei der
Lektiire von ,,Mensch und Mathematik* klar, dass ,,didaktisches Denken
und Handeln* immer auch die Reflexion des Verhiltnisses zur Mathematik
mit einschlief3t.

Zehn Jahre spiter fragte dann Hans-Christian Reichel auf der 29. Tagung
fiir Didaktik der Mathematik in Kassel: ,,Hat die Stoffdidaktik Zukunft?*

Fast zwanzig Jahre danach sollen aktuelle Indikationen — Vernetzungen (im
Mathematikunterricht), die Schnittstellenproblematik und der Kompe-
tenzauftbau beim Begriinden im Mathematikunterricht — fiir stoffdidaktische
Uberlegungen aufgezeigt werden. Dabei sind ,didaktisch orientierte
Sachanalysen* (Heinz Griesel) gefragt, um eine Beschreibung und Bewer-
tung der Unterrichtstauglichkeit a priori zu ermoglichen. Erich C. Witt-
mann erweitert den Ansatz der traditionellen Stoffdidaktik zur ,,strukturge-
netischen didaktischen Analyse®, die ausdriicklich auch Prozesse mit ein-
bezieht (Wittmann 2014). Das Konzept der ,,mathematischen Miniatur®
bildet mathematisches Tun moglichst unverzerrt ab (,,vereinfachen, ohne zu
verfilschen®) und ist ein Grundsatz fiir die Darstellung der folgenden The-
men aus Stochastik, Analysis und Geometrie.

Vernetzungen am Beispiel Stochastik — Analysis

Das Paradoxon des Schenkens (vgl. Székely 1990, S. 30 ff.): Eine Gesell-
schaft bestehe aus n Personen, von denen jede ein Geschenk mitbringt.
Diese n Geschenke werden eingesammelt und zufillig wieder verteilt, so
dass jede Person genau ein Geschenk bekommt. Wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit p,,, dass niemand sein Geschenk zuriickerhilt?

Mit Hilfe der Ein-Ausschaltformel erhilt man p,, = 14t o7 fiir

21 31— n!
N 1 . ..
n > 2. Aus der Analysis ist lim,_,. p, = - bekannt. ,,Diese faszinierende

Verbindung von Stochastik und Analysis* (Kratz 2005, S. 15) kann auf fiir
die Mathematik typische Weise verallgemeinert werden.

In J. Roth & J. Ames (Hrsg.), Beitrige zum Mathematikunterricht 2014 (S. 29-36).
Miinster: WTM-Verlag
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Jetzt ist die Wahrscheinlichkeit p¥ gefragt, dass genau k Personen ihr Ge-
schenk zuriickbekommen. Durch Zuriickfithren auf das vorige Problem

: : . : o 1
(auch eine typische mathematische Herangehensweise) ergibt sich pf = -

k!

1 1 (-1 k
[2! 3! Tt (n—k)!
1.1
k! e
entweder bekommt niemand sein Geschenk zuriick, oder eine Person, oder
zwel, oder ..., oder alle n Personen. Da diese Beziehung fiir alle n gilt, ist

©o .k _wyo 1, -1 _
auch YiZoPeo = Xksoy; € =

]. Nun lehrt die Analysis, dass pk :=lim,_,. pX =

gilt. Der inhaltliche stochastische Kontext fiihrt zu Y r_,p¥ = 1, denn

. 1
1 einzusehen, oder Y.z, =€ >1").

Ein verinderter Verteilungsvorgang sieht vor, dass jedes der n Geschenke
unter denn n Personen fair verlost wird. Es kann also passieren, dass eine
Person mehrere Geschenke erhilt, eine andere dafiir gar keines. Wie grof}

ist die Wahrscheinlichkeit g,,, dass eine bestimmte Person kein Geschenk

_a\n n
bekommt? Nun ergibt sich ¢, = (1) (1 —%) . Bekanntlich ist

nn

lim,, 0 qn = i Schulrelevante Begriindungen dieser beiden ,,populidren®

Darstellungen von i fuBen einerseits auf der Eigenschaft (e*)’ = e* (damit

gelingt eine Abschitzung von e* mittels Summen der Gestalt ).1 % durch
Bildung von Ober- und Untersummen) und lim,,_, J;—' =0 Vx € R, ande-

n
rerseits auf e = lim,,_, 4 (1 + %) . In einer Analysis-Vorlesung (vgl. Stein-
bauer 2012, S. 98) wurde aber die Exponentialfunktion als exp(x)

= Z;-x’:()f—' definiert mit e := exp(1). Hier ist also ein ,,Jokales Ordnen‘ der

Begriindungsstruktur (Argumentationsbasis) der Lehrenden gefragt, was
schon eine Andeutung auf die Schnittstellenproblematik darstellt.

In Gotz 1993 finden sich weitere Verallgemeinerungen wie z. B. eine Ver-

dnderung der Ausgangssituation: n Personen bringen m Geschenke mit und
m

limn_,oo; = A > 0. Dann fiihrt die eben gestellte Frage auf die Poisson-
Verteilung.

In der Reihe ,,Mathe vernetzt* findet sich im Band 1 auf S. 14 (Brinkmann,
Maal, Ossimitz & Siller 2011) in der Kategorie ,,Jnnermathematische Ver-
netzungen® die hierzu passende Beschreibung ,,Anbindung von Sitzen [...]
an Probleme [...], die mit ihrer Hilfe gelost werden konnen [...]*. Im
Problemlosen sieht auch KieBwetter (1993, S. 5) einen Wert des Vernet-

Zens:
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,Unverzichtbar sind Vernetzungen der Wissenselemente [...] in der Ma-
thematik, wenn man diese primér als produktiven Prozef3 versteht, bei dem
es ja u. a. um die Losung von Problemen geht.*

In Kratz 2005 finden SchiilerInnen der Jahr- Fall Ia):

gangsstufe 12 eine rekursive Darstellung der

Anzahl der Moglichkeiten A,,, n Briefe so in n Q 1
dazugehorende Kuverts zu stecken, dass kein N

Brief in einem richtigen Kuvert landet: 2 3 4 5

A, =(n—1)- (A1 +A4,_5)und A, =0 und Fall Ib):
A, = 1. Die Abbildung rechts zeigt eine mogli- O

che Begriindung dafiir. Kiesl (2013) zeigt, dass 1
dieses Problem auch bei der Berechnung der

Anzahl der moglichen Achtelfinalpaarungen in 2 3 4 5
der Champions-League eine Rolle spielt.

In Rasfeld (2001) wird bei der Behandlung dieses Rencontre-Problems der
Bogen von der Primarstufe bis zur Sekundarstufe 2 gespannt. Zu Beginn
wird unter einen Satz von sieben paarweise verschiedenen Kirtchen ein
zweiter identer (zufillig) gelegt und gezihlt, wie oft wenigstens eine Uber-
einstimmung passiert (enaktiver Zugang). In der Sekundarstufe 2 schlieB3-
lich wird die Verteilung pX (k = 0, ...,n) der Anzahl der Fixpunkte S, in
einer Permutation analysiert. Mit Hilfe der zweipunktverteilten Zufallsva-
riablen X; mit X; = 1, falls die Stelle i (i = 1,...,n) ein Fixpunkt ist und 0
sonst, konnen Erwartungswert und Varianz von S, ausgerechnet werden:
beide Male ergibt sich der Wert 1 unabhédngig von n (Engel 1973, S. 151
f.)! So ,,wird aus kleinen Béchen ein FluB* (Székely 1990, S. 31): es ist

zwar limy, e, P(X; = 1) = 0 Vi, aber lim,,_o, P(S,, 2 1) =1 -2 ~ 0,63.

Die Schnittstellenproblematik in der Analysis

Das im vorigen Abschnitt prisentierte Problemfeld erfordert die Formulie-
rung mehrerer analytischer Grenzwertsitze, wie z. B. dass lim,_,. a,’ =
a? fiir zwei konvergente Folgen a, und b, mit lim, ., a, =a und
lim,_, ., b, = b unter gehorigen Voraussetzungen gilt. Damit wird eine
Transferproblematik angesprochen: konnen analytische Konzepte von
Lehramtsstudierenden selbststindig angewendet werden? Eine eventuelle
positive Antwort ist aus empirischen Griinden in Zweifel zu ziehen. Lehr-
amtsstudierende reihen die Fachwissenschaft an vorletzte (vierte) Stelle in
einer Relevanzbewertung der Wissensbereiche ihrer Ausbildung (Etzlstor-
fer 2010, S. 105). Und ein aktuelles Zitat eines/r Lehramtsstudierenden:
,Besonders in Analysis konnte ich keine Parallelen zur Schule mehr se-
hen.* (Nikodim 2013).
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Fiir das Kapitel ,,Folgen und Reihen* treffen wir eine gezielte Auswahl an
(drei) ,,Grundkenntnissen®, die Schulrelevanz aufweisen: Konvergenz einer
monotonen, beschrinkten reellen Folge, lim,,_,, g = 0 fiir lgl < 1 und die
explizite Berechenbarkeit der geometrischen Reihe unter entsprechenden
Voraussetzungen (Go6tz 2013, S. 365 f.). Ebenda findet sich auch eine in-
nermathematische Anwendung fiir Grundkenntnis 1, die Approximation
des Kreisumfanges durch regelméfige Polygone nach Archimedes.

Das Auslosungsverfahren fiir den Palio, das traditionelle Pferderennen in
Siena, wihlt wegen der Enge der Rennbahn zehn aus den 17 startberechtig-
ten Contraden (Bezirke) aus. Die sieben am n-ten Rennen nicht startenden
Contraden sind beim nichsten Rennen sicher dabei, die restlichen drei wer-
den durch Los aus den verbleibenden zehn bestimmt (Fruttero & Lucentini
1995, S. 18 f.). Wenn wir fiir eine bestimmte Contrade eine Zufallsvariable
X; definieren, die den Wert 1 annimmt, wenn die Contrade am i-ten Rennen
teilnimmt, sonst 0 wird, dann sind die Anfangswahrscheinlichkeiten
p1 =P(X; =1) und q; =1 —p; = P(X; = 0) zwar unbekannt (der Palio
in Siena wird seit dem Mittelalter veranstaltet), sehr wohl aber sind die
Ubergangswahrscheinlichkeiten von einem Rennen auf das nichste klar:
Poo i=P(Xp41 =0[X;, =0) =0=1—-P(Xpyq = 1|X;, =0) =11 —py

und pyg :=PXpy1 = 0[X, =1) = % =1-PXpy =1Xp=1) =1~

p11- Mit p, :=P(X, =1) und p:= P11=% it Ppny1 = P11 Pn T Do1”
1-py)=1+((p—1)p, Das ist ecine lineare Differenzengleichung
erster Ordnung, die mit Hilfe der geometrischen Reihe (Grundkenntnis 3)
gelost werden kann (vgl. Gotz & Reichel 2013, S. 8 f.). Die explizite Dar-

1-(p-1)"? n-1 . ..
———+ (—1)"""p,. Grundkenntnis 2 fiihrt zu

stellung ist p,, = P

limy 00 P = ﬁ
bestimmte Contrade konvergiert mit der Anzahl der Rennen gegen jene
Teilnahmewahrscheinlichkeit, die bei Losentscheid bei jedem Rennen der
Fall wire. Auch der Erwartungswert des zufilligen Bruchteils an Teilnah-

= g. Das heifit die Teilnahmewahrscheinlichkeit fiir eine

1 : : 10
men —- Y, X; konvergiert gegen diesen Wert —. Das und andere Be-
n =01 17

schreibungsmoglichkeiten fiir dieses Auslosungsverfahren (u. a. als Mar-
koff-Kette) finden sich in G6tz & Grosser 1999.

Es wird also hier der zweite Teil der von Felix Klein beschriebenen doppel-
ten Diskontinuitdt angesprochen: ,, Tritt er aber nach Absolvierung des Stu-
diums ins Lehramt iiber, so muf} er eben diese herkommliche Elementarma-
thematik schulméBig unterrichten, und da er diese Aufgabe kaum selbstéin-
dig mit seiner Hochschulmathematik in Zusammenhang bringen kann,
[...]° (Klein 1908, S. 1 1 .).
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Der schon angedeutete Gap zwischen Differential- und Integralrechnung in
der Schule und Analysis an der Universitdt kann noch an vielen anderen
Beispielen beobachtet werden: die Definition der Sinusfunktion etwa, ei-
nerseits als Verhiltnis von Linge der Gegenkathete zu Linge der Hypote-
nuse im rechtwinkeligen Dreieck, andererseits als Imaginérteil der komple-
xen Exponentialreihe (z. B. Steinbauer 2012, S. 158). Die Uberwindung

dieser Kluft fordert neben universitirem Hintergrundwissen eine ,,didak-
tisch sensible Fachkompetenz* (Leufer & Prediger 2007, S. 272). Dazu
werden drei Bausteine vorgeschlagen:

— Grundvorstellung: analytische Eigenschaft ruft ,,passende* Bilder her-
vor,

— Grundkenntnis: Fakten, Zusammenhinge bezogen auf ein bestimmtes
(analytisches) Thema, die ,,hinreichend* weit tragen,

— Grundeinsicht: Abruf ,,passender* Methoden bei (analytischen) Titig-
keiten.

Als typische Unstetigkeitsstellen sollten neben den Sprungstellen auch Os-
zillationen wie sie z. B. bei der reellen Funktion f: f(x) = Sin% firx # 0

und f(0) = 0 vorkommen (Abbildung links), als Grundvorstellungen ab-

rufbar sein.
A %
70.3 -0.2 \j ) 02 O 0.4

Die reelle Funktion g: g(x) = x?2 - sin% fiir x # 0 und wieder g(0) =0

0.008

-0.008

dagegen ist iiberall stetig und sogar differenzierbar (Abbildung rechts). Um
das einzusehen, geniigt es nicht, die Ableitungsregeln auf den Funktions-
term anzuwenden. Die Differenzierbarkeit im Ursprung nachzuweisen be-
darf es des Riickgriffes auf den Differenzen- bzw. Differentialquotienten,
eine wichtige Grundeinsicht.

Diese drei Bausteine finden sich im Grundvorstellungskonzept vom Hofes
wieder (vom Hofe 1995, S. 97 f.):

,Die Grundvorstellungsidee beschreibt Beziehungen zwischen mathemati-
schen Inhalten und dem Phdnomen der individuellen Begriffsbildung. In
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thren unterschiedlichen Ausprigungen charakterisiert sie mit jeweils unter-
schiedlichen Schwerpunkten insbesondere drei Aspekte dieses Phdanomens:

— Sinnkonstituierung eines Begriffs durch Ankniipfung an bekannte
Sach- oder Handlungszusammenhinge bzw. Handlungsvorstellun-
gen, (Grundkenntnis)

— Aufbau entsprechender (visueller) Reprisentationen bzw. ,Verinner-
lichungen®, die operatives Handeln auf der Vorstellungsebene ermog-
lichen, (Grundvorstellung im engeren Sinne)

- Fihigkeit zur Anwendung eines Begriffs auf die Wirklichkeit durch
Erkennen der entsprechenden Struktur in Sachzusammenhédngen oder
durch Modellieren des Sachproblems mit Hilfe der mathematischen
Struktur. (Grundeinsicht)

Kompetenzaufbau beim Begriinden in der Geometrie

w

Steigung —

v—Z

/* E\H

Der Eckpunkt C eines Dreiecks bewegt sich parallel zur gegeniiberliegen-
den Dreiecksseite AB. Welche Spur verfolgt dabei der Hohenschnittpunkt
(vgl. Krauter 2005, S. 278)? Die Abbildung links zeigt die Spur, die an eine
Parabel erinnert. Die Bereitschaft sich auf mathematische Aufgabenstel-
lungen einzulassen, die eine (einfache) Begriindung einfordern, ist die erste
Stufe eines moglichen Kompetenzmodells (vgl. Biirger 1979 und Bruder &
Pinkernell 2011, S. 5). Wenn das Dreieck ABC in ein Koordinatensystem
gelegt wird (Abbildung rechts: A(ul0), B(vl0) und C(zlw)), dann kann die
geometrische Bewegung von C als numerische Verdnderung der x-
Koordinate z von C beschrieben werden: Stufe 3 des Kompetenzmodells
sieht vor, mathematische Begriindungen in Kommunikationssituationen
darlegen und argumentieren zu konnen. Der Schnitt der Hohen durch A

bzw. C ergibt yy = ~—2 - (x;; — u) als Zusammenhang der Koordinaten xy

B(010) x,

w

und yy des Hohenschnittpunktes H. Als Voriibung konnen fiir den Spezial-
fall z = 0 die Koordinaten des Hohenschnittpunkts H als einfache Aufgabe

(Schnitt zweier Geraden) ausgerechnet werden: H(0| — %) (Gotz & Hof-
bauer 2012, S. 36). Die damit angesprochene Stufe 2 verlangt, vorgegebene
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Begriindungen zu verstehen, nachvollziehen und erkldren zu kdnnen. Das
Erkennen der Argumentationsbasis ist dabei wesentlich. Als letzte Stufe (4)
ist das eigenstindige Finden einer Begriindung einer mathematischen Aus-
sage definiert, inklusive Wahl der Argumentationsbasis. In Biirger 1979, S.
121, findet sich dazu: ,,Das selbstindige Fiihren von Beweisen wird im all-
gemeinen aber nur dann moglich sein, wenn dem Schiiler zumindest ein
Beweis bekannt ist, der eine starke Ahnlichkeit mit dem zu fithrenden Be-
weis hat [...]“. In Krauter 2005, S. 75 findet man: Spiegelt man den Ho-
henschnittpunkt an den drei Seiten des Dreiecks, dann liegen die gespiegel-
ten Punkte auf dem Umkreis des Dreiecks.

Analoge Berechnungen am Dreieck im

Koordinatensystem zeigen, dass der Um-

kreismittelpunkt von C genausoweit ent-
fernt ist wie vom an AB gespiegelten Ho-

henschnittpunkt H; (0| %). Das geniigt,
denn jede Seite des Dreiecks kann zu jener

werden, die auf der x-Achse liegt (Gotz &
Hofbauer 2012, S. 36). ’
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