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Mathe-Spiirnasen — Grundschulklassen experimentieren an
der Universitat

1. Konzeptionelle Uberlegungen

Im Projekt ,Mathe-Spiirnasen’” werden Lernumgebungen entwickelt, die im
Rahmen von Experimentiervormittagen an der Universitdt Duisburg-Essen
fiir Schulklassen der Jahrgangsstufe 4 angeboten werden. Bzgl. der inhaltli-
chen Auswahl geht es um zentrale mathematische Inhalte, im Sinne von
Kernideen, die als substanzielle Lernumgebungen aufbereitet werden und
von den Schiilerinnen und Schiilern unter vielfaltigen Perspektiven bearbei-
tet werden. Dabei geht es um unterschiedliche mathematische Perspekti-
ven, aber auch um den Einbezug anderer Disziplinen unter facheriibergrei-
fenden Aspekten.

Die Lernumgebungen sollen den Schiilerinnen und Schiilern ein hohes Mal3
an Eigenaktivitdten bieten und sie zum Probieren und Experimentieren an-
regen. Dariiber hinaus sollen sie auch eine natiirliche Differenzierung er-
moglichen. Ein wesentliches Ziel ist dabei der Aufbau vernetzten Wissens
durch eine aktive Wissenskonstruktion (vgl. z. B. Wittmann 1995). Auch in
den Bildungsstandards wird als zentrales Anliegen ein vernetztes, kumula-
tives, anschlussfiahiges und auf Verstehen ausgerichtetes Lernen formuliert,
bei dem den allgemeinen mathematischen Kompetenzen im kognitiven und
affektiven Bereich eine zentrale Rolle zukommt (vgl. Walther et al. 2008,
22). Betont wird einerseits das Vernetzen inhaltlicher und allgemeiner
Kompetenzen, aber auch die Vernetzung der verschiedenen inhaltlichen
Leitideen oder die Vernetzung zu auBermathematischen Bereichen (All-
tagserfahrungen, historische Genese; vgl. Winter 1995). Fiir die erfolgrei-
che Vernetzung der verschiedenen Kompetenzen wird u. a. die Konstrukti-
on von gehaltvollen Lernumgebungen (in Abgrenzung zu isolierten Aufga-
ben) gesehen (vgl. z. B. Wollring & Rinkens 2008, 131 ff.).

Im Projekt wurden bislang fiir vier Themenbereiche Lernumgebungen ent-
worfen und erprobt: Platonische Korper, Fibonacci-Folge, Pascal’sches
Dreieck sowie Wiirfel. Letztere wird im Folgenden genauer diskutiert.

2. Lernumgebung ,Wiirfel’

Der Wiirfel stellt im Mathematikunterricht der Grundschule das wichtigste
Beispiel fiir einen geometrischen Korper dar: ,,Es gibt kaum einen geomet-
rischen Korper, der so zahlreiche und unterschiedliche Moglichkeiten fiir
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geometrische Entdeckungen bietet™ (Schipper 2009, 262). Daher wird der
Wiirfel in den Bildungsstandards sowohl im Zusammenhang mit den in-
haltsbezogenen Kompetenzen ,Raum und Form’ als auch ,Daten, Héiufig-
keiten und Wahrscheinlichkeiten’ erwdhnt und entsprechende Aufgaben-
beispiele angegeben. Hier zeigt sich bereits die Vielfalt an Aktivitdten, die
der Wiirfel fiir den Unterricht auf unterschiedlichen Leistungsniveaus bie-
tet. Unter anderem kann der Wiirfel dazu dienen, die geometrischen Eigen-
schaften von Korpern zu thematisieren und diese Eigenschaften mit ande-
ren geometrischen Korpern oder Objekten der Alltagswelt zu vergleichen
bzw. bestimmte Phinomene (z. B. in der Stochastik) mit diesen zu erklaren.

In der Lernumgebung zum Wiirfel werden in einer Einfiihrungseinheit zu-
nichst die geometrischen Eigenschaften des Wiirfels erarbeitet bzw. ent-
sprechendes Vorwissen aktiviert. In drei Vertiefungen forschen die Schiile-
rinnen und Schiiler arbeitsteilig in Kleingruppen zu Wiirfeltricks (vgl.
Scherer & Wellensiek 2011), Wiirfelmehrlingen und deren Augensummen
(vgl. Winter 2010) sowie zum Wiirfel als Zufallsgenerator. Die Einfiihrung
und die letztgenannte Vertiefung werden im Folgenden nédher vorgestellt.

2.1. Einfiihrung ,Der Wiirfel und seine geometrischen Eigenschaften’

Die Einfiihrungsphase dient der Aktivierung des Vorwissens bzgl. des
Wiirfels als geometrisches Objekt bzw. der Thematisierung der geometri-
schen Eigenschaften des Wiirfels. Dabei wird ausgehend von wiirfelformi-
gen Objekten der Alltagswelt ein mathematisches Modell des Wiirfels ent-
worfen und vertieft. AnschlieBend werden Objekte der Alltagserfahrung
mit diesem Modell in Beziehung gesetzt, und die Schiilerinnen und Schiiler
erkennen die Eigenschaften an unterschiedlichen Repréasentationen.

Zunichst werden den Lernenden verschiedene Wiirfel bzw. Bilder von
Wiirfeln, auch Wiirfelabwicklungen (bzw. -netze) und Schrigbilder ge-
zeigt, wodurch der Begriff ,Wiirfel’ geschirft wird. Die einzelnen Objekte
bzw. Bilder werden genauer auf die Eigenschaften hin untersucht. Die Ler-
nenden erkennen, dass viele im Alltag als Wiirfel bezeichnete Objekte le-
diglich wiirfelférmig oder wiirfeldhnlich aussehen und nicht in allen Eigen-
schaften dem idealen mathematischen Modell entsprechen.

Bei den Erprobungen hat sich gezeigt, dass die Begriffe ,Fliache’, ,Ecke’,
,Kante’ vielen Schiilerinnen und Schiilern nicht prasent waren und es daher
sinnvoll ist, diese zu wiederholen. Im Anschluss untersuchen die Schiile-
rinnen und Schiiler die Lage und die Repriasentation von Ecken, Kanten
und Flachen im Vergleich von Abwicklungen und dreidimensionalem Ob-
jekt (vgl. Schipper 2009). Dariiber hinaus werden an verschiedenen
Schrigbildern die geometrischen Eigenschaften zugeordnet, und das Wech-
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selspiel zwischen zweidimensionaler Darstellung und dreidimensionaler
Wahrnehmung wird thematisiert.

AbschlieBend wird am Beispiel des Spielwiirfels das Spannungsfeld zwi-
schen ndherungsweisem und exaktem mathematischen Modell in den Blick
genommen: Der Spielwiirfel stellt ein im Alltag verbreitetes als ,Wiirfel’
bezeichnetes Objekt dar (bzw. ldsst sich der geometrische Begriff ,Wiirfel’
von dem alltagssprachlich gebrduchlichen Namen vom Spielwiirfel ablei-
ten). Auch wenn die Ecken des Wiirfels in der Regel abgerundet sind, be-
sitzt er dennoch viele geometrische Eigenschaften des Hexaeders, die ihn
auch als Zufallsgenerator besonders geeignet erscheinen lassen.

2.2. Vertiefung ,Mit Schweinen wiirfeln’

Der Spielwiirfel ist ein beliebtes Instrument fiir Erkundungen in der ele-
mentaren Stochastik. Im Rahmen dieser Vertiefung erkunden die Schiile-
rinnen und Schiiler die stochastische Relevanz der geometrischen Eigen-
schaften des Wiirfels. Dazu betrachten sie die historische Entwicklung von
Wiirfeln mit Knochen zum sechsseitigen Spielwiirfel. AnschlieBend expe-
rimentieren sie mit dem Wiirfel und einem alternativen Zufallsgerdt und
vergleichen diese.

In der Antike setzte sich das regelmédfige Hexaeder langsam als Spielwiir-
fel durch und loste damit den Astragal (Sprunggelenksknochen von Schaf,
Ziege oder Rind) als im Spielkontext genutztes Zufallsgerit ab. Im Gegen-
satz zum Hexaeder besitzen die einzelnen Ausgénge beim Astragal auf-
grund einer unregelméfBigen geometrischen Form unterschiedliche Wahr-
scheinlichkeit.

Anstelle von Astragali, bei denen nur vier Ausginge unterschieden werden
konnen, vergleichen die Schiilerinnen und Schiiler im Rahmen der Vertie-
fung ,Wiirfelschweine’ aus dem Spiel ,Schweinerei’ (engl. ,Pass the
Pigs®”) von Moffat mit sechsseitigen Spielwiirfeln. Wie das regelmiBige
Hexaeder besitzen auch die Wiirfelschweine sechs Ausgidnge, die jedoch
wie beim Astragal nicht mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten (vgl.
Gormann 2012). Die Schiilerinnen und Schiiler wiirfeln sowohl mit den
Schweinen als auch mit Spielwiirfeln, dokumentieren tabellarisch ihre Er-
gebnisse und vergleichen diese unter besonderer Beachtung der Spannwei-
ten der absoluten Haufigkeiten. Dabei zeigt sich, dass die Spannweite bei
den Wiirfelschweinen grofer als bei den Spielwiirfeln ist. Die Schiilerinnen
und Schiiler versuchen, dieses Phdnomen unter Riickbezug auf die unter-
schiedlichen geometrischen Eigenschaften von Wiirfelschweinen und He-
xaeder zu erkldaren. Annika beispielsweise vergleicht die Ausginge ,Faule
Sau 1’ und ,Haxe’ beim Schweinewiirfeln und vermutet, dass Haxe un-
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wahrscheinlicher ist: ,,,Haxe ist schwieriger zu wiirfeln, denn das Schwein
kann da leicht umkippen.“ Auf die Frage, ob eine dhnliche Beobachtung
auch bei den Ausgingen des sechsseitigen Spielwiirfels zu machen sei,
antwortet Lisa: ,,Nein, die sind alle gleich wahrscheinlich.*

Im Zusammenhang mit dem Begriff der Gleichwahrscheinlichkeit wird den
Schiilerinnen und Schiilern der franzosische Mathematiker Pierre-Simon
Laplace (1749-1827) vorgestellt und der sechsseitige Spielwiirfel als La-
place’sches Zufallsgerit charakterisiert. Die geometrische Eigenschaft des
Wiirfels bedingt somit seine stochastische Eigenschaft. AbschlieBend ver-
gleichen die Lernenden Plexiglasmodelle von Oktaeder und Kuboktaeder
und stellen Hypothesen bzgl. der Wahrscheinlichkeiten auf. Im Gegensatz
zum Oktaeder handelt es sich beim Kuboktaeder nicht um ein La-
place’sches Zufallsgerdt mit gleichwahrscheinlichen Ausgédngen, da die
Seitenflachen zwar regelmiBig, aber nicht gleich sind.
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