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Eine didaktische Landkarte quadratischer Gleichungen als
Konzeptualisierung fur flexibles algebraisches Handeln

Flexibles algebraisches Handeln
beim Ldsen quadratischer Gleichun-
gen ist gekennzeichnet durch die
Wahl eines geeigneten Losungsver-
fahrens, das in Abhéngigkeit von Bedeutungs-
den spezifischen Merkmalen der zuweisung

Losungsverfahren

Gleichung ausgewihlt wird (Block
2012, 2013). Bei quadratischen Strukturen Zahlen
Gleichungen sind die Strukturen der Term | Gleichung

GlelChung und der Terme sowie die Abb. 1: Einflussfaktoren beim Losen quadrati-
auftretenden Zahlen relevant (Abb. 1). scher Gleichungen

In einer explorativen Studie mit 57 Schiilerinnen und Schiilern (Jahrgang 9
und 10, Gymnasium) wird den Fragen nachgegangen, welche Merkmale
quadratischer Gleichungen Schiiler wahrnehmen und welche Bedeutungen
sie diesen zuweisen. Als Bezugsrahmen fiir die Analyse und Interpretation
der Befunde dient eine didaktische Landkarte: eine (grafische dargestellte)
Beschreibung eines Sachverhalts, die die fiir eine didaktische Betrachtung
unter bestimmten Fragestellungen wesentlichen Informationen enthilt.
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Abb. 2: Didaktische Landkarte quadratischer Gleichungen

Die Typen quadratischer Gleichungen lassen sich auf der didaktischen
Landkarte (Abb. 2) zunichst in zwei Klassen einteilen, die sich dadurch
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unterscheiden, dass sie mit quasi-arithmetischen oder algebraischen Ver-
fahren 16sbar sind. Bereits Studien von Filloy & Rojano (1984) differenzie-
ren zwischen Klassen linearer Gleichungen in dieser Art und konstatieren
einen ,,didactical cut* zwischen diesen Klassen, der u. a. von Herscovics &
Linchevski (1994) kritisch diskutiert wurde. Zur Beschreibung des qualita-
tiven Unterschieds dieser beiden Klassen eignet sich der Begriff ,,kognitive
Stufe, da die unterschiedlichen Typen quadratischer Gleichungen ver-
schiedene Anforderungen hinsichtlich algebraischer bzw. arithmetischer
Fahigkeiten beim Losen stellen. Die quasi-algebraisch ldsbaren Typen
konnen, dhnlich wie entsprechende lineare Gleichungen, ohne ein Operie-
ren mit der Variablen gelost werden, indem geeignete Umkehroperationen
angewandt werden. Bei den algebraisch 16sbaren Typen ist es nicht mog-
lich, die auftretenden Terme in einem Operatordiagramm darzustellen. Die-
se Gleichungen sind nicht durch Umkehroperationen 16sbar, sondern es ist
ein Operieren mit der Variablen nétig. Der faktorisierte Term der Glei-
chung a(x+u)(x+v)=0 ist zwar nicht als Operatordiagramm darstellbar,
dennoch konnen die Losungen ohne algebraische Operationen durch Be-
ricksichtigung der Nullteilerfreiheit des Kopers der reellen Zahlen be-
stimmt werden. Dieser Sonderfall wird durch die senkrechte, gestrichelte
Trennlinie angezeigt. Die Pfeile weisen auf Transformationsmoglichkeiten
der verschiedenen Gleichungstypen hin und die gestrichelten Pfeile zeigen
an, dass es sich um Spezialfille handelt. So ist z. B. zu erkennen, dass der
Gleichungstyp ax’+e = E sowohl als Spezialfall einer Gleichung in der so-
genannten Scheitelpunktform als auch einer Gleichung in allgemeiner
Form interpretiert werden kann.

Die in den Gleichungen auftretenden Terme unterscheiden sich hinsichtlich
thres Typs im Erscheinungsbild, nach Dreyfus & Hoch (2004) also hin-
sichtlich ihrer ,,actual structures®. In der Landkarte zeigen die Formen der
Umrandungen den Typ des Terms an. Hier ist zu unterscheiden in Produkt
(Ellipse), Summe (Sechseck) und den Spezialfall Scheitelpunktform
(Rechteck), bei der die Variable linear in einem Produkt auftritt, der Term
aber eine Summe ist. Die Linienart der Umrandungen differenziert die Ty-
pen von Gleichungen weiter nach addquaten Losungsverfahren. Hier kann
unterschieden werden zwischen p-g-Formel (gestrichelt), Radizieren
(Punkt-Strich) und Faktorisieren/Nullteilerfreiheit (Punkt-Punkt-Strich).

Es ist erkennbar, dass die Klassifizierungen nach Typen der Terme, quasi-
arithmetisch bzw. algebraisch losbaren Gleichungen und addquaten Lo-
sungsverfahren in komplexer Weise miteinander korrespondieren. Zur
Auswahl eines addquaten Losungsverfahrens miissen also neben dem auf-
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tretenden Term weitere Merkmale betrachtet werden, wie z. B. die auftre-
tenden Zahlen und der Aufbau der Gleichung.

Die Fragestellungen der Studie werden u. a. anhand einer Sortieraufgabe
untersucht, bei der die Schiiler 20 quadratische Gleichungen nach selbst zu
formulierenden Kriterien sortieren miissen (Block 2012). Dabei lassen sich
sechs zentrale Kategorien von Sortierkriterien beobachten, die in Abb. 3
unter Nennung ausgewéhlter Beispiele von Sortierkriterien dargestellt sind.
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Abb. 3: Sortierkategorien mit ausgewahlten Beispielen flir Sortierkriterien der Schiler

Die Kategorien Term, Gleichung und Losungsverfahren sind unmittelbar
relevant fur flexibles algebraisches Handeln mit quadratischen Gleichun-
gen. Fiir alle Kategorien wird in einer Analyse der Sortierungen und Be-
griindungen untersucht, inwieweit forderliche Faktoren fiir flexibles algeb-
raisches Handeln oder Hiirden bzw. Hindernisse zu erkennen sind.

Exemplarisch werden im Folgenden Untersuchungsergebnisse beziiglich
des Sortierkriteriums ,,Null auf einer Seite der Gleichung* dargestellt. Ein
Schiilerpaar formuliert, dass dieses Kriterium eine notwendige Vorausset-
zung fiir die Anwendbarkeit der p-q-Formel oder die Bestimmung der L6-
sung mithilfe der Nullteilerfreiheit darstellt. Damit werden die relevanten
Merkmale der Gleichung richtig in Beziehung zueinander gesetzt. Zahlrei-
che Probanden formulieren, dass es sich um die notwendige Voraussetzung
fir die Anwendbarkeit der p-q-Formel handelt. Diese Begriindung er-
scheint in dieser Form korrekt. Betrachtet man aber die zugehorigen Sortie-
rungen, so ist zu erkennen, dass diese Begriindung bei vielen Schiilern
nicht nur auf quadratische Gleichungen bezogen wird, die in Normalform
oder allgemeiner Form vorliegen, fiir die also die Anwendung der p-g-
Formel ein addquates Losungsverfahren darstellt, sondern auch fiir Glei-
chungen, deren Terme Produkte sind (Bsp. (x—3)(x+5) =0), deren Terme in
cinfacher Weise faktorisiert werden konnen (Bsp. x*+2x=0) oder die
durch Radizieren 16sbar sind (Bsp. 4x*-10=0). Diese Schiiler fokussieren
in ithrer Wahrnehmung nur auf die an einer bestimmten Stelle der Glei-
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chung auftretende Zahl Null, evtl. wahrgenommene Strukturen der Terme
werden nicht weiter beriicksichtigt. Eine solche isolierte Merkmalsbetrach-
tung steht einem flexiblen algebraischen Handeln als Hindernis im Wege.

Wahrnehmungen, denen Bedeutungen zugeschrieben werden, die in kei-
nem Zusammenhang zum Losen der Gleichung stehen, liberdecken mogli-
cherweise relevante Bedeutungen und wirken so als Hiirden fiir die Flexibi-
litdt beim Losen von Gleichungen. Eine solche Begriindung ist z. B. das
,Beachten besonderer Rechenregeln mit der Null“. Die auch beim Ldsen
von Gleichungen zu beachtenden Besonderheiten beim Umgang mit der
Zahl Null sind unabhingig vom wahrgenommenen Merkmal ,,Null auf ei-
ner Seite der Gleichung®. Offensichtlich wird aber durch das Auftreten der
Null an exponierter Stelle der Gleichung vorhandenes Wissen zu dieser
Zahl aktiviert. Eine andere Begriindung des Merkmals ,,Null auf einer Seite
der Gleichung* bezieht sich auf die Einschitzung des Schwierigkeitsgrads,
wenn formuliert wird, dass eine ,,Vereinfachung von Rechenvorgingen*
durch diese Gestalt bedingt ist. Im Kontext flexiblen algebraischen Han-
delns ist diese Einschitzung jedoch nicht relevant.

Die bisherigen Auswertungen der Studie zeigen sehr wenig positive Befun-
de beziiglich der zu erwartenden Kompetenzen im flexiblen Umgang mit
quadratischen Gleichungen. Dieses Ergebnis deckt sich tendenziell mit Be-
funden von Nogueira de Lima & Tall (2006) in einer Studie zum Verstdand-
nis von Gleichungen. Die qualitativen Analysen ermdglichen aber das Er-
kennen der Zusammenhinge fiir Hindernisse und Hiirden fiir flexibles al-
gebraisches Handeln und bieten somit die Moglichkeit zur Entwicklung
von Hinweisen flir die Gestaltung von Lernprozessen, die ein flexibles al-
gebraisches Handeln fordern kénnen.
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