Christoph HAMMER, Miinchen

Immer Arger mit den Flicheninhalten!

Ein Thema, das von der Grundschule bis zur Sekundarstufe II immer wie-
der auftaucht, zahlreiche Anwendungen im Alltag hat und anschaulichen
Unterricht ermdglicht — das sind doch beste Voraussetzungen fiir erfolgrei-
ches Lernen!

Allerdings zeigen Erfahrungen aus der Unterrichtspraxis erhebliche Pro-
bleme, die sich auch in verschiedenen Studien widerspiegeln. So konnten
im nationalen Test PISA 2003 nur etwa 60% der beteiligten Schiiler den
Flacheninhalt eines L-formigen Fliachenstiicks berechnen (Ulfig, 2013). Fiir
diese offensichtlichen Schwierigkeiten gibt es vielfdltige Ursachen. Hier
soll diesbeziiglich jedoch nicht ins Detail gegangen werden. Vielmehr wer-
den auf der Basis grundlegender Betrachtungen Vorschldge fiir einen Un-
terricht gemacht, der nach Moglichkeit die genannten Probleme verringert.

1. Grundlegende Betrachtungen

Man muss es ja zugeben: einige Aspekte des Themas sind nicht ganz ein-
fach. Es geht schon mit dem Begriff "Flacheninhalt" los. Angesichts der
"Liniendominanz ebener Figuren" (Franke, 2007) fillt es schwer, tragfahi-
ge Vorstellungen von diesem Begriff zu entwickeln (Weigand, 2009). Es
versteht sich von selbst, dass der axiomatische Ansatz hier nicht weiterhilft.

Im Folgenden wird gezeigt, wie das Grundprinzip des Messens zur Be-
griffsbildung beitragen kann. Dies ist schon deshalb bedeutsam, weil Fla-
cheninhalte im Alltag selten gemessen, sondern nahezu ausschlieBlich aus
Liangenmallen berechnet werden. Fiir die Abgrenzung zwischen Umfang
und Flacheninhalt stellt dies eine zusétzliche Schwierigkeit dar.

Eine zweite Ursache fiir Schiilerprobleme liegt darin begriindet, dass die
Flacheninhaltsformeln zu verschiedenen Figuren in unterschiedlichen
Schuljahren behandelt werden und dadurch der Blick auf ihre Struktur-
gleichheit verstellt wird. Auch hier kann das Grundprinzip des Messens
vernetzend als "roter Faden" helfen.

SchlieBlich dominiert — auch bei uns (?) — das lineare Denken. Nur ein
Drittel der befragten Erwachsenen konnte bei der Studie "Biirgerkompetenz
Rechnen" (Stiftung Rechnen, 2013) die Frage richtig beantworten, was mit
dem Volumen passiert, wenn die Kantenlinge eines Wiirfels verdoppelt
wird. Diese Aufgabe gehorte zu den am schlechtesten bearbeiteten des ge-
samten Tests. Zum Beispiel ist es ist ja auch schwer vorstellbar, dass das
Volumen der Erde eine Million Mal in das der Sonne mit ihrem "nur" hun-

In J. Roth & J. Ames (Hrsg.), Beitrdge zum Mathematikunterricht 2014 (S. 479-482).
Miinster: WTM-Verlag

479



dertfachen Radius passt (die Erdkugel passt nicht so oft in die Sonne!). Die
ebenen Beispiele zu diesem Problem handeln hiufig von Pizzen mit unter-
schiedlichen Radien. In diesem Zusammenhang spielt bei den folgenden
Vorschldgen die zentrische Streckung eine entscheidende Rolle, die auch
ohne systematische Behandlung anschaulich genutzt werden kann.

2. Das Grundprinzip des Messens

Dieses Prinzip steht im Mittelpunkt der folgenden Vorschliage. Daher wer-
den seine wesentlichen Aspekte hier kurz dargestellt:

- Zur Messung einer Grofle wird ein Reprdsentant aus dem entspre-
chenden GroBenbereich (Zeit, Masse, Lange, Flicheninhalt, Volumen,
...) als Einheit gewéhlt.

-~ Beim eigentlichen Messvorgang bestimmt man die Anzahl ("MaB-
zahl") der genau in die zu messende Grofle passenden Einheiten.

— Das Ergebnis ist die Mallzahl zusammen mit der gewéhlten Einheit.

- Es gibt zu zwei GroBen des selben Grofenbereichs nicht immer eine
geeignete Einheit (z. B. haben die Seiten eines DIN-Blatts ein irratio-
nales Verhéltnis und sind deswegen "inkommensurabel".).

Es diirfte kein Schulbuch geben, das dieses Prinzip bei der Herleitung der
Flacheninhaltsformel beim Rechteck nicht verwendet. Daher wird darauf
nicht genauer eingegangen. Zwei Gedanken seien dennoch hervorgehoben:

Bei der Messung geht es um die Bestimmung einer Anzahl. Wir bestimmen
also die Anzahl der Einheitsflachenstiicke, die in einen Streifen passen und
die Anzahl der Streifen, die das Rechteck vollstandig ausfiillen. Das Pro-
dukt aus diesen beiden Anzahlen ergibt die Anzahl der Einheitsflichen-
stiicke im Rechteck. Voreiliges Messen von Liangen und Rechnen mit der
Formel verstellen den Blick auf den wesentlichen Gedanken (hier unter-
scheiden sich die Lehrbiicher!) (vgl. Weigand, 2009).

Zweitens sollte nicht nur und nicht zu frith mit normierten Einheiten
gearbeitet werden. Dies betrifft sowohl die Form als auch (vor allem) die
Grofe. Im Sinn des operativen Prinzips sind Auftrige der Art "was wire,
wenn die Seiten des Einheitsflichenstiicks halbiert werden?" sehr lehrreich
und spielen im Folgenden beim Kreis eine Rolle (vgl. Reiss & Hammer,
2012, S. 74 ff). So kann schon friihzeitig der quadratische Zusammenhang
deutlich werden, der spdtestens beim Umrechnen von Einheiten wichtig
wird. Einen interessanten Vorschlag zur konkreten Umsetzung des Messens
mit selbst gewéhlten Einheiten liefert Schmidt (Schmidt, 2014).
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3. Flacheninhalt des Parallelogramms

Verbreitete Herleitungen der Flicheninhaltsformel fiir das Parallelogramm
verwenden die Verschiebung eines Teildreiecks oder das Prinzip der Er-
gianzungsgleichheit. Grundidee ist die Riickfiithrung auf ein Rechteck.

Hier wird dagegen vorgeschlagen, das Prinzip des Messens zu nutzen und
vorzugehen wie beim Rechteck:

Abb. 1: Messung beim Parallelogramm

Beim Messen wird der Begriff "Flicheninhalt" durch die durchgefiihrte
oder vorgestellte Handlung vertieft. Mir scheint wichtig, dass nicht eine
spezielle Hohe verwendet wird, sondern dass "Hohe" gleichbedeutend mit
"Abstand zweier Gegenseiten" ist. So wird die Gefahr der Uber-
generalisierung von "Seite mal Seite" verringert. Das Problem der
aufBerhalb des Parallelogramms liegenden Hohe kommt hier nicht vor.

Scherung des mit Quadraten ausgelegten Parallelogramms macht deutlich,
dass alle Parallelogramme, die in Grundseite und Abstand der zugehorigen
Gegenseiten iibereinstimmen, gleichen Inhalt haben — auch das Rechteck.

4. Flacheninhalt des Kreises

Nun machen wir einen Sprung in eine hohere Jahrgangsstufe. Beim Fla-
cheninhalt des Kreises sollten zwei Probleme beachtet werden, die mit vie-
len Lehrbuchdarstellungen einhergehen:

- Wenn die Fliacheninhaltsformel aus der fiir den Umfang hergeleitet
wird, muss klargestellt werden, dass so ein Zusammenhang im Allge-
meinen nicht besteht. Andernfalls wird ein Fehlkonzept bestiarkt. Im
folgenden Vorschlag wird deshalb ein anderer Weg beschritten.

— Zu frithe und zu einseitige Fixierung auf den Inhalt eines speziellen
Kreises und damit auf die Bestimmung eines Ndherungswerts fiir «
behindert das Verstidndnis fiir den entscheidenden Sachverhalt A ~ 12,
um den es im Folgenden gehen wird.
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Wir messen ndherungsweise den Flicheninhalt eines Viertelkreises:

Abb. 2: Kreismessung

Dabei ist es nicht wesentlich, wie genau diese Messung ist. Verdoppelt man
nun sowohl den Radius des Viertelkreises als auch die Seitenlidnge der
Quadrate, so bleibt deren Anzahl erhalten. In jedes der groen Quadrate
passen aber vier kleine. Dieses generische Beispiel 146t sich verallgemei-
nern zu beliebigen Faktoren, die dem Kreisradius entsprechen, wenn man
vom Einheitskreis ausgeht. Der Flicheninhalt eines Kreises ist also r°-mal
so grol3 wie der des Einheitskreises.

AbschlieBend gilt es natiirlich, einen Ndherungswert fiir den Flacheninhalt
des Einheitskreises zu bestimmen. Im Grunde geniigt dafiir die einfache
Abschitzung mit ein- und umbeschriebenen Quadraten.

Wohlgemerkt: Diese Uberlegungen kann man verstehen, ohne genau iiber
die zentrische Streckung Bescheid zu wissen. Sie zeigen einen Weg zu
allgemeinen Beziehungen zwischen den Flacheninhalten dhnlicher Figuren
bzw. den Rauminhalten dhnlicher Korper auf, der bis in die Hochschul-
mathematik reicht.
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