Johanna HEITZER, Aachen

Lochkarten zur Primfaktorzerlegung — Pladoyer flr die enak-
tive Rettung einer kaum zu tberschatzenden Zahldarstellung

Im Zentrum dieses Beitrags steht ein auf der Primfaktorzerlegung beruhen-
der Lochkartensatz, dessen Eigenschaften aufs Engste mit denen der natiir-
lichen Zahlen zusammenhdngen. Dieses nicht elektronische, preiswerte
Medium hat eine Reihe didaktischer Vorteile: Schon in der Existenz ,mate-
rialisiert’ sich der Hauptsatz der Arithmetik, die Anfertigung wirft mathe-
matisch hoch interessante Fragen auf, die Nutzung — gekront von der ggT-
Bestimmung auf einen Blick — motiviert Entdeckungen iiber die multi-
plikativen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen und schldgt Briicken zu
deren auf rein formaler Ebene meist liberfordernder Begriindung, denn:

,,Die Strukturen der Intelligenz konnen nur durch konkrete Aktivitét
gebildet werden [..] unter Einbeziehung aller Sinne und groftmogli-
cher Bewegungsfreiheit.* Jean Piaget, 1968

1. Blick in den Lehrplan

Die Silbe ,,prim*“ kommt in den KMK-Bildungsstandards und in den meis-
ten Landerlehrplidnen nicht vor. Allerdings werden (z.B. im Kernlehrplan
G8 von NRW) das Bestimmen von Teilern und Vielfachen, das Anwenden
einfacher Teilbarkeitsregeln und vorteilhaftes Rechnen mit ganzen und ra-
tionalen Zahlen gefordert. Das ist ohne Kenntnis von Primzahlen schwie-
rig. Tatsachlich fallen Primzahlen implizit schon in der Primarstufe als die-
jenigen auf, die von keiner der nichttrivialen Einmaleinsreihen getroffen
werden, und kommen in den géngigen Unterstufenbiichern vor.

2. Mathematischer Kern

Grundlage des hier zentralen Stiicks Mathematik und des Mediums Loch-
karten ist der Hauptsatz der Arithmetik: Jede natiirliche Zahl grofer 1 kann
in ein Produkt von Primzahlen zerlegt werden. Diese Zerlegung ist bis auf
die Reihenfolge eindeutig. Bewiesen werden Existenz und Eindeutigkeit
mittels Jagd nach dem kleinsten nicht-primen Verbrecher. Fiir die Existenz
bendtigt man die Zerlegbarkeit jeder Nicht-Primzahl in zwei kleinere Fak-
toren, fiir die Eindeutigkeit das Lemma von Euklid, nach dem jeder Prim-
teiler eines Produkts zweier Zahlen bereits einen der Faktoren teilt. Was-
serdicht wurde das gut zwei Jahrtausende alte Ergebnis im 18. Jahrhundert
mittels des Lemmas von Bézout bewiesen: Im Ring der ganzen Zahlen
kann aus jedem Paar teilerfremder Zahlen die 1 linearkombiniert werden;
letztlich durch Umkehren des Euklidischen Algorithmus.
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3. Behandlung in der Schule mit dem Medium Lochkarten

Im Unterricht wird man sich der Hauptsatzaussage eher konstruktiv und
unausgesprochen nihern. Beim spielerischen Uben der Teilbarkeitsregeln
etwa gewinne zu jeder vorgegebenen Zahl das Produkt mit den meisten
Faktoren (die 1 natiirlich ausgenommen): Zu 1176 ist dann 2-4-147 besser
als 8-147, 2-4-3-49 noch besser und 2:2-2-3-7-7 nicht zu schlagen. Syste-
matisieren und Durcharbeiten fiir geniigend Zahlen befordern die Uberzeu-
gung von genau einer geordneten Primfaktorzerlegung pro natiirlicher
Zahl: 1176 =2-588=2-2-294=2-2-2-147=2-2-2-3-49=2-2-2-3-7-7

Dann kann mit dem Lochkartensatz konfrontiert oder dieser 2 [0 © o
unter Verweis auf die Programmierung der ersten Computer | ©
durch Lochkarten entwickelt werden: Die Zeilen gehdren der 7 |o o

Reihe nach zu den aufsteigenden Primzahlen und werden |
links beginnend so oft gestanzt, wie letztere in der Zerlegung
vorkommen. Rechts sieht man die Karte der 1176.' 19

Ubersetzungstibungen von der Zahl zur Karte und umgekehrt liefern
Denkanstof3e und Argumentationsanlidsse in natiirlicher Weise: Welches ist
die kleinste Zahl, die auf keine Karte mehr passt? Welches die groBite, die
noch darauf passt? Eine Karte hat nur in einer Zeile Locher. Was kannst du
tiber die Zahl sagen? Woran erkennt man die Karten von Quadratzahlen?
Und was ist eigentlich mit der Kein-Loch-Karte? AnschlieBend mag tiber
interessante Kartenpaare nachgedacht werden: Karte A hat alle Locher von
Karte B und noch einige mehr. Zwei Karten haben nicht ein einziges Loch
gemeinsam. Zwei Karten haben das gleiche Lochmuster nur in der Hohe
gegeneinander verschoben. Was gilt jeweils fiir die zugehorigen Zahlen?

Es liegt nah, mit den Zahlenkarten auch einfache Rechnungen zu versu-
chen. Dabei zeigen sich markante Unterschiede: Fiir Strichrechenarten ist
die Kartendarstellung duBerst sperrig. Es geht praktisch nur mittels Hin-
und Riickiibersetzung. Punktrechenarten dagegen sind mit den Karten ein-
fach: Es handelt sich um das Addieren oder Subtrahieren von Lochern. Bei
allen bisher bekannten Zahldarstellungen war das genau umgekehrt!

00
5 5 s |o 3 300 300
5 5 5|0

7 7 7 7 7
n _|_ 1 — 4 1 . 11 = n

13 13 13 13 13 13
17 17 17 |0 17 17 17
19 19 19 19 19 19

16 + 3% = 51 20 . 18 = 360

! Bastelanleitungen fiir den Demonstrationskartensatz und fiir Schiilerkartensitze finden
Sie ebenso wie Losungen und weitere Aufgaben in [Heitzer, 2013].
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Wie ungiinstig die Kar-
tendarstellung fir alles

Additive ist, zeigt auch l 5
einfaches Ziahlen wie in ’
der Abbildung rechts.
Schlicht und regelméBig * J o 3
stellen sich dagegen ge- 61 62 63 64 65 66 67
ometrische Folgen dar:

Stets kommt nur in der Zeile des konstanten Quotienten ein Loch hinzu.

Ihr ganzes Potential als argumentative Briicke zwischen Kardinalbedeutung
und abstrakter Zahldarstellung entfalten die Lochkarten im Bereich der
Teilbarkeitslehre. Mit elementarer Kombinatorik kann die Teilerzahl be-
stimmt werden: Gilt fiir zwei natiirliche Zahlen a|b, so hat die Karte zu a
eine sinnvolle Teilmenge der Locher der Karte zu b. (Sinnvoll heil3t dabei,
dass nie eine ungestanzte Stelle links von einem Loch liegt.) Ein Teiler der
vorn abgebildeten 1176 kann also in Kartendarstellung 0, 1, 2 oder 3 Lo6-
cher in der ersten, 0 oder 1 Loch in der zweiten und 0, 1 oder 2 Locher in
der vierten Zeile haben. Das sind 4-2-3 = 24 Moglichkeiten, ergo 24 Teiler
der 1176. Das allgemeine Ergebnis (Produkt der Nachfolger der Primfak-
torexponenten) liegt in greifbarer Nihe.

Warum gerade Locher als Markierungen gewéhlt wurden, zeigt sich bei der
ggT-Bestimmung: Legt man zwei Zahlenkarten passend iibereinander, so
gehort das frei bleibende Lochmuster zu deren ggT. Fiir das kgV briuchte
man transparente Lochkarten. Oder man benutzt eine Auswertungstabelle,
in die nacheinander die Lochmuster beider Karten iibertragen werden.

2[00 2000 2[00 2 (00O 2 o 2 o
o oo 3 |o 3
(s}

5 (O

ggT kgV ’

60 72 12 60 72 360

Noch interessanter sind die nicht eindeutig 16sbaren Umkehraufgaben zu
ggT und kgV. Hier kann man wahlweise ,iibersetzen‘ oder ausschlielich
innerhalb der Kartendarstellung argumentieren:

2 (00 oo

o 3 3 s |00
(] 5 5 |0 5 |0
o

= kgV | ; : =7

Beim ggT sind die ,Ergebnislocher’ fiir beide Karten Pflicht, die sonstigen
Lochmengen miissen disjunkt sein. Beim kgV muss jedes ,Ergebnisloch*
auf mindestens einer der Karten, andere Locher diirfen nicht vorkommen.

z [0
aloo
5|0

ggT
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4. Zu den Urspringen der Idee

Ich habe die Lochkarten erstmals 1995 im Referendariat eingesetzt, ohne
recht zu wissen, woher mir die Idee kam. Inzwischen darf ich annehmen,
dass Heinrich Winter sie in einem seiner Seminare an der RWTH Aachen
erwahnt hatte: Ich habe dhnliche Lochkarten auf seinen Hinweis in [Win-
ter/Ziegler, 1969] entdeckt — dort noch motiviert von per Lochkarten pro-
grammierten Rechnern; im ersten Anlauf allerdings mit einer etwas kruden
Nutzung der hochpopuldren Mengendarstellung. Graphiken suggerieren,
man konne zwei Mengen unterscheiden (und zum Schnitt bringen), von
denen die eine vier Zweien und eine Drei, die andere je zwei Zweien und
Dreien enthilt. Nichtsdestotrotz: Die geniale Idee stammt von dort!

5. Zweiter Blick in den Lehrplan und Fazit

Bei genauerem Hinsehen bewegt man sich mit den Lochkarten in der Néhe
wichtiger Lehrplaninhalte. Da ist zundchst die Strategie des Faktorisierens
(von Zahlen, Termen, Funktionen). Dann stecken hinter der Eignung der
Lochkarten fiir die Punktrechenarten die Potenzgesetze, und der Euklidi-
sche Algorithmus ist einer der wenigen exemplarisch zu behandelnden. Vor
allem lassen sich an der Primfaktorzerlegung hervorragend eine Reihe der
geforderten prozessbezogenen Kompetenzen fordern: ,,Die SchiilerInnen
entwickeln Vermutungen und suchen Begriindungen, iibertragen eine Dar-
stellung in eine andere und vergleichen. Sie argumentieren mathematisch,
wihlen Darstellungsformen sachgerecht aus, stellen Uberlegungen unter
Nutzung geeigneter Medien verstdndlich dar. Sie entwickeln Beweise, ge-
hen verstindig mit Darstellungsformen um und entwickeln problemadiquat
eigene.” (KMK primar, S.7-8, Sekl, S.8-9, und SeklI, S.17-18)

Wer Bruners Theorie der verstindnisférdernden Nutzung von Reprisenta-
tionsformen fiir sinnvoll hélt, sollte sich fiir die Lochkarten begeistern kon-
nen: Sie werden enaktiv genutzt, sind auf den ersten Blick ikonisch, auf
den zweiten aber als ,,Zeichen mit Kontexten, die ihnen (Spiel-)Regeln auf-
erlegen* (Lambert 2012, S.18) tief symbolisch.
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