Ladislav KVASZ, Derek PILOUS, Prag
Schilerfehler in der Mathematik

Das Problem der Fehler beim Losen von mathematischen Aufgaben ist in
der Didaktik der Mathematik ein wichtiges Thema. Trotzdem kann man in
der Literatur nicht viele der Analyse von Fehlern gewidmete Arbeiten vor-
finden. In unserem Beitrag mochten wir uns mit einer Klasse von Fehlern
beschiftigen, die ziemlich haufig bei unseren Studenten vorkommen. Es
sind Fehler, die eine grofe Resistenz aufweisen. Es ist fraglich ob man die-
se Fehler als Miskonzepte auffassen kann, da in anderen Kontexten machen
denselben Studenten diese Fehler nicht, und wenn befragt, geben sie meis-
tens eine korrekte Antwort. Es geht um das Anwenden von vereinfachten
Regeln, welche in einem komplexen Ausdrucke einfach mit den Kompo-
nenten arbeiten, ohne auf das Ganze Bezug zu nehmen.

1. Beispiele

Der Fehler, den wir verstehen wollen, kommt in mehreren, auf den ersten
Blick unverwandten Kontexten vor. Wir werden drei von diesen Kontexten
anfiihren, aber es existieren sicher weitere dhnliche Situationen, wo die
Studenten analog vorgehen.

Der erste Kontext, den wir besprechen mochten ist der Kontext des Poten-
zierens und damit verwandten Wurzelziehens. In unserem ersten Beispiel
kommt der Fehler klar hervor, aber dieselbe Denkweise kann man auch in
vielen anderen Beispielen erkennen.
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Das Problem ist nicht, wie auf den ersten Blick erscheinen konnte, mit der
zweiten Potenz eines Binoms. Die Studenten kennen die korrekte Regel
und derselbe Student, der diesen Fehler gemacht hat, verwenden die Regel
fiir die Zweite Potenz eines Binoms ohne Fehler. Aber im Kontext der ma-
thematischen Analysis, wo die Aufmerksamkeit anderswo gerichtet ist,
machen sie solche Fehler.

Unsere Hypothese ist es, dass in solchen Féllen der Student das Problem
nicht als eine Umformung des zusammengesetzten algebraischen Ausdru-
ckes sieht, sondern das er ein Schema des zweckgerichtetes Loswerden
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von Quadratwurzeln einsetzt. Was uns auf diesem Phidnomen interessant
vorkommt ist, dass es sich nicht auf das Potenzieren beschriankt. Auch in
der anderen Richtung verfahren die Studenten @hnlich.
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Das Ziel ist es der Quadratwurzel loszuwerden, egal ob durch das Potenzie-
ren, oder wie hier, durch das verteilen des Wurzelziehens auf die einzelne
Terme. Was da merkwiirdig ist, ist dass die Anzeichen mit den Quadrat-
wurzeln sich irgendwie sich distributiv verhalten. Das Minus vor der Quad-
ratwurzel wirkt an die innere Terme. Und weiter, die Wurzeln addieren sich
irgendwie, aber nur beziiglich der Variablen. Die Koeffizienten kommen
‘unbeschadet’ heraus.

2. Versuch einer Deutung

Wir mochten diese Verfahrensweise bei den Studenten nicht einfach als
einen Fehler deuten. Es scheint uns, dass sie eine innere Logik oder kogni-
tive Koharenz haben. Es ist schwierig die Studenten von dieser Verfah-
rensweise zu befreien. Wenn sie auf das Problem aufmerksam gemacht
werden, sehen sie den Fehler klar, aber trotzdem machen sie ihm wieder.
Deswegen mochten wir eine allgemeinere Deutung versuchen.

Eine Mdglichkeit ist die kognitive Psychologie, im besonderem die Theorie
von Jean Piaget. In dem Buch Psychogenesis and the history of science (Pi-
aget und Garcia 1983) haben die Autoren fiir verschiedene Theorien (Geo-
metrie, Algebra, Mechanik) ein dreistufiges Entwicklungsmodel vorge-
schlagen. Nach diesem Model kann man in der Entwicklung einer Theorie
die INTRA-, die INTER- und die TRANS- Phase unterscheiden. Die Auto-
ren haben Beispiele in der Entwicklung des Zeichens bei Kindern gegeben.
Ein typisches Phidnomen, welches die INTRA-Phase kennzeichnet ist, dass
das Kind den Dach und den Schornstein eines Hauses korrekt zeichnen
kann, aber es zeichnet den Schornstein orthogonal zum Dach. Das heif3t,
das Kind ist fahig die einzelne Elemente zeichnen, aber es ist noch unféhig
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die Beziehungen zwischen ihnen korrekt darzustellen. Dies scheint analog
zu dem oben angefiihrten Phdnomen zu sein. Der Student ist fahig die Po-
tenz oder die Quadratwurzel vom einzelnen Term zu bilden, aber er ist
nicht in der Lage die Potenzen oder die Quadratwurzeln der verschiedenen
Terme miteinander zu koordinieren, die Beziehungen zwischen ihnen kor-
rekt darzustellen. Der Vorteil dieser Deutung liegt darin, dass sie das unter-
suchte Phdnomen in den Kontext der kognitiven Entwicklung des Studen-
ten einbettet. Was aber dieser Deutung widerspricht ist das die Studenten
fahig sind die Regeln (zum Beispiel fiir die zweite Potenz eines Binoms)
korrekt anzuwenden, und der Fehler kommt nur im Kontext von komplexe-
ren Aufgaben vor. So scheint es nicht ganz plausibel das Denken der Stu-
denten als die INTRA-Phase der Entwicklung des symbolischen Denkens
zu deuten.

Der bekannte Deutsche Physiker und Physikdidaktiker hat in einem be-
rihmt gewordenen Test mehrere hunderte Abiturienten die Frage gestellt,
welche Kraft wirkt auf ein, von links oben nach rechts unten auf einer Pa-
rabelbahn fliegenden, Ball. Die meisten glaubten, dass auller der Gravitati-
onskraft noch eine weitere *Schwungkraft’ wirkt. Dieses Ergebnis hat mit
unseren Beispielen mehrere gemeinsame Ziige. Vor allem, die Abiturienten
beherrschten die Mechanik in geniigender Masse um das Abitur erfolgreich
abzulegen (so wie unsere Studenten die Regel fiir die zweite Potenz eines
Binoms beherrschen). Nur in dem Falle des fliegendes Balles haben sie
aber spontan reagiert, das heifit, Nachtigall ist es gelungen ihr angeeignetes
Fachwissen abzuschalten und eine viel tiefer gelagerte Schicht des physika-
lischen Denkens zu beriihren. Es ist ja nicht schwer in der Antwort der Stu-
denten die Stimme der aristotelischen Physik zu erkennen. So konnten wir
die uns interessierenden Fehler auch als ein Auftauchen einer archaischen
Form des Denkens interpretieren. Aber auch diese Interpretation scheint
nicht plausibel. Im Unterschied zur aristotelischen Physik kann man in dem
zweckgerichtetem Loswerden von Quadratwurzeln einfach keine logische
Konsistenz vorfinden. Die aristotelische Physik ist kohdrent und konzeptu-
ell konsistent, nur falsch. Das Denken das auf das Loswerden von Quad-
ratwurzeln gerichtet ist hat keine Kohdrenz und konzeptuelle Konsistenz.
Es ist nicht plausibel vorauszusetzen, dass irgendwann Mathematik auf die-
se Weise gemacht werden konnte. Es konnte keine archaische Form des
symbolischen Denkens existieren, die so operieren wiirde, wie unsere Stu-
denten, weil es einfach mit der Wirklichkeit nicht im Einklang wire. Die
Erfahrung die wir mit der Geschichte der Algebra haben (sehe z. B. Kvasz
2008) macht eine Interpretation der angefiihrten Phédnomene als ein Auf-
tauchen einer archaischen Denkweise unwahrscheinlich.
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Viel natiirlicher als eine psychologische oder eine historische Deutung soll-
te eine semiotische Deutung des oben angefiihrten Phdnomens sein. Es
geht doch um Arbeit mit Zeichen, und so sollte es moglich sein die Semio-
tik zur Hilfe zu nehmen. In der Literatur zur Semiotik in der Mathematik-
didaktik, wie (Hoffman Hrsg. 2006, oder Kadunz Hrsg. 2010) konnten wir
keine Antwort auf unsere Fragen finden, und so formulieren wir das Prob-
lem die oben angefiihrte Beispiele des Umgehens mit Zeichen zu deuten als
ein offenes Problem.
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