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Anderung und Anderungsraten im Mathematikunterricht der
Sekundarstufe |

Die Analysis in der Schule bringt viele vermeintlich neue Begriffe und
Kalkiile mit sich, oftmals ohne im engen Zusammenhang mit dem bisher
Gelernten zu erscheinen. Vorgestellt werden Ansétze fiir ein Konzept, das
Leitgedanken wie Anderung und Anderungsraten spiralcurricular aufgreift
und bis zur Behandlung des Grenzwertbegriffes fiihrt bzw. diese vorberei-
tet.

Forschungsanlass und Forschungsfragen

Vielerorts kommt es, u.a. auch durch die Verkiirzung der Schulzeit bis zum
Abitur, zu einer starken Komprimierung der Inhalte propddeutischer Ana-
lysis am Ende der Klassenstufe 10. Den Schiilern werden in Folge der in-
haltlichen Reduktion in ihrer Schulzeit weniger Lernchancen auf diesem
Gebiet geboten. Da grundlegende Inhalte zur Vorbereitung der Infinitesi-
malrechnung nicht mehr obligatorisch bzw. stark verkiirzt sind, kann der in
diesem Bereich geforderte (und notwendige) Kompetenzerwerb vor dem
Hintergrund der ohnehin knappen Unterrichtszeit kaum geleistet werden.
Vorstellungen zu Aspekten funktionalen Denkens werden nicht in ausrei-
chendem Umfang entwickelt sein oder werden im Unterricht nicht wieder
aufgegriffen. Dies widerspricht der Idee des langfristigen Aufbaus von
Grundvorstellungen (u.a. vom Hofe 1995) beim Lernenden und entwickelt
sich so zu einem langfristigen Problem in der verstdndnisorientierten Aus-
einandersetzung mit der Infinitesimalrechnung.

Vollrath (1989) und Malle (2000) beschreiben im Kern drei Aspekte funk-
tionalen Denkens: den Zuordnungsaspekt, den Anderungsaspekt und den
Objektaspekt. Fiir einen reichhaltigen Unterricht ist es wichtig, dass alle
diese Aspekte beriicksichtig werden. Malle (2003) konstatiert dariiber hin-
aus auch die Unverzichtbarkeit eines tieferen inhaltlichen Verstindnisses
der Differenzialrechnung und fordert eine intensive Auseinandersetzung
mit den von ihm herausgearbeiteten drei Grundvorstellungen zum Diffe-
renzenquotienten. Diese Forderung ldsst sich auf die Forderung nach der
Schaffung von Lernanléssen fiir die generelle Entwicklung von Vorstellun-
gen zum funktionalen Denken erweitern.

Die beschriebene Problematik soll aufgegriffen werden und es sollen sys-
tematisch Lernanlisse zu Aspekten funktionalen Denkens, Anderung und
Anderungsraten iiber die Sekundarstufe I hinweg aufgezeigt und ausgefiihrt
werden. Ziel ist es, dass die Lernenden bereits ab Klassenstufe 7 nach und
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nach Vorstellungen entwickeln, an die spiter bei der Einfiihrung der Infini-
tesimalrechnung angekniipft werden kann. Um die vollen Curricula nicht
zusatzlich zu belasten, soll dabei an die ohnehin in der Sekundarstufe I zu
unterrichtenden Inhalte direkt angekniipft und es sollen diese lediglich mit
einem neuen Fokus versehen werden, ohne dass dadurch der zeitliche Auf-

wand wesentlich erhoht wird. Die Forschungsfragen lauten dementspre-
chend:

Welche Ankniipfungspunkte bietet der Kanon der Sekundarstufe I fiir den
Aufbau addquater Vorstellungen zur Propiddeutik der Analysis?

Wie konnen die Ankniipfungspunkte in ein stufeniibergreifendes Konzept
als fachliches Ganzes gebracht werden?

Welche exemplarischen Experimente und Unterrichtsvorschlage sind zur
Umsetzung eines solchen Konzeptes geeignet?

Anknipfungspunkte im Kanon der Sekundarstufe |

Welche Begriffe bringt die Analysis in der Schule mit sich, iiber welche
Begriffe oder Konzepte sollen die Schiilerinnen und Schiiler also bereits
Vorstellungen entwickelt haben? Einige dieser Begriffe sind ,,Tangente an
einen Graphen®, ,,Sekantensteigung®, , Tangentensteigung®, ,lokale An-
derungsrate, ,Bestand“, ,, Anderung“, , Grenzwert®, , Ableitung®, ,be-
stimmtes Integral“. Alle diese Begriffe haben auf die eine oder andere
Weise mit Fragen von Bestand, Anderung und Anderungsraten zu tun.
Abbildung 1 zeigt, wie ein mdglicher Fokus auf den Begriff ,,Anderung*
aussehen konnte.

Anknupfungspunkte:

Steigung am Berg, entspricht Steigung des Graphen
Durchschnitts-

geschwindigkeit

mittlere Anderung Differenzenquotient
momentane Anderung Differentialquotient
Abbildung 1

Es wird deutlich, dass der Aufbau reichhaltiger Vorstellungen zum Diffe-
renzenquotienten und zur mittleren Anderung unabdingbar ist, um an-
schlieBend Konzepte von momentaner Anderung und Differenzialquotient
entwickeln zu konnen. Hierfiir sollen Lerngelegenheiten geschaffen wer-
den. Der Kanon der Sekundarstufe 1 bietet zu diesen Themen vielfdltige
Ankniipfungspunkte, einige davon werden im Folgenden vorgestellt.
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Beispiele fiir Lernanlisse zum Thema ,,Anderung*

In Klassenstufe 7 lassen sich zwei Lernanldsse 1dentifizieren, die hier kurz
vorgestellt werden. Der erste ist die Proportionalitdt. Proportionale Zu-
sammenhinge lassen sich an Hand von Fiillgraphen betrachten. Abbildung
2 zeigt ein GeoGebra-Applet, in welchem mit Hilfe eines Schiebereglers
die vergangene Zeit t verdndert werden kann. Im mittleren Fenster ist ein
Wiirfel zu sehen, dessen ,,Fiillstand* mit sich verdnderndem t variiert. Als
Grundannahme wird eine konstante Fiillgeschwindigkeit vorausgesetzt. Die
vergangene Zeit ist dann proportional zur Fiillhdhe, wie man auch dem Di-
agramm im rechten Fenster entnehmen kann, bei dem jeweils die Fiillhohe
zum Zeitpunkt t mit Hilfe der Spur eines Punktes P(t,h(t)) abgetragen wird.
Im Gegensatz zum realen Experiment, ist der Vorgang im Applet bereits
idealisiert. Anders als im Experiment kann das Gefdll im Applet tatsdchlich
gleichméBig gefiillt werden. Vor dem Einsatz eines solchen Applets ist zu-
nichst einige Vorbereitung notwendig. So ist gerade fiir Schiiler dieser
Jahrgangsstufe die Interpretation von Funktionsgraphen ein génzlich neuer
Prozess, der ebenfalls einige Ubung verlangt. Die Schiiler bendtigen hier
zunichst ein punktweises Zuordnen, bevor zur Interpretation des Graphen
libergegangen werden kann.

’-'ﬂ \-@-
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Abbildung 2 Abbildung 3

Der zweite Bereich sind die antiproportionalen Zuordnungen. Analog zu
Abbildung 2 zeigt Abbildung 3 erneut den zu fiillenden Wiirfel. Hier wird
jedoch nicht die vergangene Zeit mit Hilfe des Schiebereglers manipuliert,
sondern die Fiillgeschwindigkeit v. Im rechten Diagramm wird die Spur
des Punktes P(v,tnax (V)) gezeichnet, wobel t,,.x die Zeit ist, die es dauert,
den Wiirfel vollstandig zu fiillen. Um nicht direkt den Graphen zu interpre-
tieren, wére es hier z.B. moglich fixe Werte fiir die Fiillgeschwindigkeit zu
wéhlen und die Zuordnung zunichst nur punktweise abzutragen.

Beide Applets bieten die Moglichkeit, sich Fiillvorgidnge dynamisch anzu-
sehen und so auch eine dynamischere Sicht auf funktionale Zusammenhéan-
ge zu entwickeln und konnen in hoheren Klassenstufen wieder aufgegriffen
werden.

In Klassenstufe 8 kommen Lineare Funktionen und Steigungsdreiecke als
neue Unterrichtsinhalte hinzu. Bezogen auf Fiillgraphen ermdglicht dies die
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Betrachtung zusammengesetzter Korper, die stiickweise lineare Fiillgra-
phen ergeben. Diese komplexeren Graphen ermdglichen eine reichhaltigere
Auseinandersetzung mit Fragen der Anderung — sowohl auf qualitativem
Niveau (schneller, langsamer), als auch auf quantitativem Niveau, indem
man Steigungsdreiecke zeichnet und tatsidchlich die Steigung berechnet,
womit die Schiilerinnen und Schiiler letztlich erstmals mit dem Diffe-
renzenquotienten in Kontakt kommen.

Klassenstufe 9 ermdglicht die Betrachtung noch komplexerer zusammen-
gesetzter Gefille, deren Fiillgraphen nicht mehr nur stiickweise linear sind.
Das Steigungsdreieck als Werkzeug zur Bestimmung einer mittleren Ande-
rungsrate ldsst sich jetzt auch an quadratischen Funktionen einsetzen.

In Klassenstufe 10 kann dann die Anbindung an die Sekundarstufe II erfol-
gen. An Hand der neuen Klasse der trigonometrischen Funktionen konnen
ebenfalls mittlere Anderungsraten thematisiert werden. Bezogen auf Fiill-
graphen konnen jetzt Fragen beantwortet werden wie ,,Wann hat der Fiill-
graph einen ,Knick® und was bedeutet das?* oder ,,Was passiert am Beginn
des Fiillvorgangs?*, die zu Grenzwertbetrachtungen und zum Ubergang zu
lokalen Anderungsraten fiihren.

Fazit und Ausblick

Die vorgestellten Ansétze sind nur ein kleiner Ausschnitt der fiir den ge-
wiinschten Aufbau von Vorstellungen notwendigen Lernanldsse. Zu unter-
suchen ist u.a., inwieweit Fiillgraphen und die vorgestellten Applets tat-
sachlich dazu geeignet sind, den Schiilern zu ermoglichen, addquate Vor-
stellungen zu entwickeln. Wie nah sind solche Fiillvorginge an der Le-
benswelt der Schiiler? Gibt es die Moglichkeit, Fiillvorgiange zunéchst tat-
sachlich experimentell durchzufiihren, bevor man Applets einsetzt, die eine
deutliche Idealisierung darstellen. Weitere Lernanldsse miissen gefunden
und analysiert werden. Hier scheint neben der Mathematik vor allem die
Physik weitere Anlésse bieten zu konnen.
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