Dagmar MELZIG, Essen

Vom Konkreten zum Abstrakten. Der Variablenbegriff im
Mathematikunterricht

In diesem Beitrag gebe ich anhand eines Fallbeispiels einen Einblick in
Teilergebnisse meiner Dissertation (Melzig 2013). Hierbei nehme ich den
Nutzen von konkretem Anschauungsmaterial bei der Einfiithrung des Vari-
ablenbegriffs in den Fokus.

Die Aufgabe ,,Knack die Box*

Die folgende Aufgabe nutzt konkretes Material zur Darstellung einer Glei-
chung mit zwei Unbekannten. Schwarze und weille Boxen sind im gegebe-
nen Kontext Stellvertreter fiir ihre gesuchten, unbekannten Befiillungen mit
Bohnen — also die Symbole fiir die Unbekannten in der materiell reprisen-
tierten Gleichung. Getrocknete weille Bohnen werden als Zahlobjekte ver-
wendet. Die Idee zu dieser Aufgabe stammt aus dem mathbu.ch 7 (Affolter,
W. u. a. 2003, S. 32 f). Dort liegt sie in dhnlicher Form vor.

Legt mit Bohnen und leeren Boxen die beiden folgenden Anordnungen:

Anordnung A Anordnung B
EE----- (e »

Nehmt Bohnen aus dem Bohnenvorrat und fiillt die Boxen so, dass folgende
Bedingungen erfiillt werden:

— In beiden Anordnungen sind gleich viele Bohnen vorhanden (insge-
samt, d. h. die einzelnen Bohnen und die Bohnen in den Boxen zu-
sammengezdhlt).

— In Boxen gleicher Farbe liegen jeweils gleich viele Bohnen.

Wie viele Bohnen konnen in den schwarzen bzw. in den weif3en Boxen lie-
gen?

Erfindet selbst solche Paare von Anordnungen! Versucht die Boxen so zu
fiillen, dass die beiden Bedingungen von oben erfiillt sind. Gibt es immer
(mehrere) Moglichkeiten die Boxen entsprechend zu fiillen?

Vielleicht helfen Euch Tabellen der folgenden Art beim iibersichtlichen
Aufschreiben Eurer Ergebnisse!

Anz. der Bohnen in. einer schiarsen Jox I | | | | l
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Ein Fallbeispiel

Im Folgenden sollen Transkriptausschnitte der Arbeitsphase einer Jungen-
gruppe einer siebten Klasse eines Gymnasiums ndher betrachtet werden, in
der sich die Schiiler mit einer selbsterdachten Boxensituation beschéftigen.
Die Schiiler haben ihre Boxensituation mit konkreten Boxen (Streichholz-
schachteln) und Bohnen auf ihrem Tisch aufgebaut, wobei sie die beiden
Anordnungen in zwei Zeilen gelegt haben:

OOOOe.-
EEEEEENR-

Die Schiiler verwenden ein systematisches Verfahren zur Ermittlung der
Losungen, welches durch folgende Schritte gekennzeichnet ist:

— Anzahl der Bohnen in einer schwarzen Box festlegen;

— Gesamtzahl der Bohnen in der Anordnung mit den schwarzen Boxen
bestimmen;

— die vier einzelnen Bohnen aus der Anordnung mit den weillen Boxen
von dieser Gesamtzahl abziehen;

— uberpriifen, ob sich die verbliebene Anzahl Bohnen glatt auf die vier
weillen Boxen aufteilen ldsst und ggf. das Ergebnis der Aufteilung
ermitteln.

Die Schiiler nutzen hier zwar keine symbolische Darstellung, wenden aber
ein sehr elaboriertes Verfahren zur Losung des Problems an. Wenn sie eine
Festlegung fiir die Befiillung der schwarzen Boxen treffen, arbeiten sie
hypothetisch, da sie noch nicht wissen kdnnen, ob diese Befiillung tatsdch-
lich zu einer Losung fithren wird. Anhand ihrer Wortwahl lédsst sich bele-
gen, dass ihnen dabei bewusst ist, dass ihre Festlegung zunéchst hypothe-
tisch 1st und sich noch bewidhren muss, auch wenn man zunichst einfach
mit ihr arbeitet (vgl. Melzig 2013, S. 115 £.).

Anhand von zwei Transkriptausschnitten soll im Folgenden der Umgang
der Schiiler mit dem Material nidher betrachtet werden. Wir beginnen mit
der AuBerung von Nils, in welcher er eine erste Losung findet. Wihrend
dieser AuBerung liegen auf jeder schwarzen Box zwei Bohnen. Zunichst
wird nur der verbale Anteil der AuBerung wiedergegeben:

Nils: ,,0k, wieviel sind das, zwei, 14, 16 minus vier 12, dann muss hier
drei. Zweil, dre1.”

Auf der sprachlichen Ebene gibt es hier keine expliziten Verweise auf das
Material — es wird nicht von Boxen und / oder Bohnen gesprochen. Ledig-
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lich indirekte Verweise durch ein Demonstrativ-Pronomen (,,das*) und ein
ortsbestimmendes Adverb (,,hier) sind zu finden. Dass diese tatsdchlich
auf das Material verweisen, lasst sich auch nur aus unserem Vorwissen
schlieBen — aus der AuBerung allein kann man nicht auf die Existenz von
irgendwelchem Material schlieen. Um das Gesagte fiir Mit-Lernende und
Beobachterin also {iberhaupt erst interpretierbar zu machen, miissen die auf
das Material bezogenen Gesten und Handlungen mitbetrachtet werden. Al-
so noch einmal die diesbeziiglich vervollstindigte AuBerung:

Nils: ,,0k, wieviel sind das (macht neben der Anordnung mit den schwar-
zen Boxen eine kreisende Handbewegung), zwei (zeigt auf die einzelnen
Bohnen neben den schwarzen Boxen), 14 (zeigt entlang der schwarzen Bo-
xen, legt eine Bohne, die offenbar auf die Nachbarbox gekullert ist, wieder
zuriick, so dass auf allen schwarzen Boxen je zwei Bohnen liegen), 16
(zeigt auf die Anordnung mit den schwarzen Boxen) minus vier (zeigt auf
die einzelnen Bohnen neben den weiffen Boxen) 12, dann muss hier drei
(zeigt auf eine weife Box). Zwei, drei.*

Es lisst sich feststellen, dass das Material stark in die AuBerung miteinbe-
zogen wird. Die Situation mit zwei Bohnen auf jeder schwarzen Box wurde
im Vorfeld handelnd hergestellt und wird nun durch Alltagssprache und
Zeigegesten miteinbezogen. So ldsst sich nun die verbale AuBerung nach-
vollziehen, lassen sich die Beziige der indirekten sprachlichen Hinweise
erkennen.

In der anschlieBenden Szene mochte Nils ausprobieren, ob dre1 Bohnen pro
schwarzer Box eine Losung liefern, und beginnt je eine dritte Bohne auf
jede schwarze Box zu legen. Er bricht seine Aktion jedoch ab (bei # im fol-
genden Beitrag von Nathan), nachdem er auf vier schwarze Boxen Bohnen
gelegt hat, da Nathan in der Zwischenzeit begonnen hat, gedachte Bohnen
zu zéhlen:

Nathan: ,,Mit dre. Ok, dre, drei, sechs, neun, zwolf, 15 #, 18, 21 (zeigt
nacheinander auf die schwarzen Boxen) minus zwel (zeigt auf die einzel-
nen Bohnen neben den schwarzen Boxen) sind*!

Auch hier lassen sich Zeigegesten beobachten. Allerdings haben diese ei-
nen anderen Charakter als jene im ersten Beitrag. Dort zeigte Nils auf die
Bohnen und bezog sich auch auf die Bohnen. Hier jedoch zeigt Nathan auf
die Boxen, ermittelt aber die Gesamtzahl der Bohnen. Seine Geste ist also
in einem {Ubertragenen bzw. abstrakten Sinne zu verstehen. Daher spreche

! Nathan macht am Ende einen Fehler, der fiir die hier vorgenommene Erorterung aber
nicht relevant ist.
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ich in diesem Zusammenhang von am Material verankerten abstrakten
Zeigegesten (abgeleitet von abstrakten Zeigegesten nach McNeill (2005,
S. 40) und unter Einbeziehung der Idee des material anchor (Hutchins
2005); vgl. Melzig 2013, S. 120 f.).

Sowohl im ersten Beitrag als auch hier wird deutlich, dass die Moglichkeit
zu gestikulieren, den Schiilern die Kommunikation im Losungsprozess we-
sentlich erleichtert, da sie keine sprachlichen Ausdrucksmittel finden miis-
sen. Diese Verringerung des kognitiven und sprachlichen Aufwands durch
Gestik wird in der Gestik-Forschung betont. Gesten werden aus diesem
Grund von Goldin-Meadow (2005, S. 57) als Eingangstor zu neuen Lern-
gebieten bezeichnet.

Die Schiiler nutzen das konkrete Material zum einen also in groBem Um-
fang als Hilfsmittel zur Losung der Aufgabe, ithnen wird zum anderen aber
auch schnell klar, dass es letztlich nicht um die konkreten Boxen und Boh-
nen geht, sondern um die durch sie dargestellte Struktur. Sie betrachten die
Boxensituation metaphorisch (i. S. der Metapher als Denkfigur nach Lakoff
& Nuiiez (2000, S. 39)), 16sen sich vom Auslegen der Bohnen und arbeiten
mit gedachten Bohnen bzw. auf der Zahlenebene weiter. Vor diesem Hin-
tergrund werden die Boxen zu Metaphern fiir eine sich entwickelnde Vor-
stellung von Variablen als gesuchte Unbekannte und Platzhalter (vgl. Mel-
zig 2013, S. 119). Die Gestik ermdglicht die metaphorische Verwendung
der Boxen und verankert den sich entwickelnden Variablenbegriff am Ma-
terial, wodurch wiederum die Box als Metapher gestarkt wird. Auf diese
Weise kann die Verwendung der Boxen zu einer Fundierung des Vari-
ablenbegriffs beitragen.
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