Guido PINKERNELL, Heidelberg

Studierende erkliren Zusammenhinge zwischen
dynamisch verbundenen Reprisentationen von Funktionen

Mit dem computerbasierten Erkunden multipler Repréisentationen von
Funktionen ist die Erwartung verbunden, dass ein aspektreicher Begriff von
Funktionen entsteht. Aber hat das Gelernte auch immer mathematische
Substanz? Analysen von Interviews mit Studierenden zeigen, auf welche
Weise sich Lernende die beobachteten Zusammenhénge erkldren konnen.
Die theoretische Basis dieser Analysen bilden fachspezifische Theorien, die
das Lernen als ein Abstrahieren von Oberflachenmerkmalen beschreiben.

Ein Fallbeispiel

Die Untersuchung von Zusammenhingen zwischen den verschiedenen
Standardrepridsentationen von Funktionen ist ein gédngiges Einsatzgebiet
mathematischer Software. Wenn zusitzlich eine dynamische Verlinkung
der multiplen externen Repridsentationen moglich ist (AMER, vgl. Ains-
worth 1999), dann steuert z. B. ein mittels Schieberegler variierbarer Para-
meter die drei Reprédsentationen einer von diesem Parameter abhingigen
Funktion gleichzeitig. Abb. 1 zeigt eine typische Aufgabe:
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Abb. 1: Eine typische Aufgabe fiir den Einsatz von dMER: ,,Untersuche, wie sich Anderungen des
Parameterwertes a in f(x) = x>+ a auf Gestalt und Position des Graphen von f auswirken.*

Man sollte erwarten, dass Lernende schnell zu einer korrekten Beschrei-
bung der Zusammenhidnge kommen, denn die visuelle Information scheint
eindeutig: Wird a groBer bzw. kleiner, dann wird der Graph parallel zur y-
Achse nach oben bzw. nach unten verschoben. Informelle Interviews mit
Studierenden des Lehramtes Mathematik an der Pddagogischen Hochschule
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Heidelberg haben dagegen gezeigt, dass eine durchaus korrekte Beschrei-

bung des Beobachteten ein Verstehen der Zusammenhénge nicht impliziert:

S: [bewegt den Regler nach rechts] also die Parabel wird iiber die y-Ach-
se nach oben verschoben ... die dhm wie heifst des die Breite [bewegt
beide Handfldichen wiederholt aufeinander zu wie beim Klatschen]

I: Jaja, klar

S: verdndert sich ... auf jeden Fall wenn man es nach rechts her zieht ...
in in die Plusrichtung [bewegt dabei den Regler soweit nach rechts,
dass die Parabel fast aus dem Fenster verschwindet] ... und wenn man
es nach unten zieht in die Minusrichtung [bewegt den Regler nach
links, dass der Scheitelpunkt der Parabel fast den unteren Fensterrand
erreicht] und da wird die Parabel breiter bleibt aber immer noch nach
oben gedffnet.

I: Konnen Sie sich erkldren, warum die Parabel sich nach oben bzw. nach
unten verschiebt, wenn man den Schieberegler verdndert [weist mit
dem Kugelschreiber auf den Schieberegler]

S: [betrachtet den Schieberegler, spricht leise, fast unverstindlich] hm
was bedeutet a ... was ... bedeutet a [lehnt sich zuriick, spricht laut] a
ist ja ... a war ja auch irgendwas ... a is ja ... die y-Richtung.

Dass sich die ,,Breite” des Graphen verdndert ist
mit Blick auf den Term eine falsche Deutung der
Wirkung von a. Er beschreibt in geometrischer
Interpretation eine Translation. Trotzdem kann _
die Verdanderung des Graphen als eine Art Stre- K

ckung oder Stauchung erscheinen, wenn man die b T
kurzesteP Abstinde zwischen dem Original und 4., 5. Nur verschoben
dem verdnderten Graphen betrachtet (Abb. 2). oder auch gestaucht?

Beide Deutungen — Verschiebung und Stauchung — sind begriindbar, wenn
man nur dem Anschein folgt. Der Term allerdings ldsst die Deutung der
Wirkung von a als Stauchung nicht zu. Auch wenn der Student nur die Ver-
schiebung erwdhnt hitte, wére doch unklar geblieben, ob er nur dem visuel-
len Eindruck gefolgt ist. Korrektes Antwortverhalten muss also nicht hei-
Ben, dass der Sachverhalt verstanden ist. Man lauft Gefahr, eine durchaus
korrekte Beschreibung von bloflen Oberflichenmerkmalen mit dem Verste-
hen des Sachverhalts zu verwechseln, Schiiler wie Lehrer.
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Zusammenhéange nicht nur erkunden, sondern auch verstehen

Dabei birgt der Einsatz von dMER grof3e Chancen fiir einen verstindigen
Zugang zu Funktionalen Zusammenhingen. Man muss nur klar benennen,
was Verstehen hier bedeutet. Ein Lernender muss beim Vergleich zwischen
den verdnderbaren Reprisentationen strukturelle Analogien zwischen den
Reprisentationsformen aufzeigen: In allen drei Repréasentationen der Funk-
tion f beschreibt der Parameterwert a eine Differenz zwischen dem ur-
spriinglichen und dem neuen Funktionswert. Weil der Graph sich als geo-
metrischer Reprédsentant von f aus Punkten mit den Koordinaten (x;f(x))
zusammensetzt, dndert sich mit a nur die zweite Koordinate jedes Punktes,
wie deutlich an der Wertetabelle ersichtlich ist. Diese zweite Koordinate
bestimmt die Hohe des Kurvenpunktes iiber der horizontalen Achse. Weil
sie fiir alle Graphenpunkte gleichermallen um a verdndert wird, ist die Wir-
kung von a als Translation des gesamten Graphen zu deuten.
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Abb. 3: Die Wirkung des Parameter a auf die drei Repriisentationsformen von f als Invariante

Diese Wirkung von a auf die drei Reprisentationen von f ist selbst nicht vi-
sualisiert. Sie wird deutlich, wenn man sie als strukturell analoge Eigen-
schaft innerhalb und zwischen den Représentationsformen erkennt. Die
,,Anderung um a‘“ erscheint so als eine Invariante in der IMER mit einer je
spezifischen Ausdrucksform in jeder Représentationsform. Die Wirkung
von a auf Term, Tabelle und Graph von f verstehen heif3t also, von jedem
Repriasentationskontext zu abstrahieren und dabei die Prioritit der algebrai-
schen Représentation als deutungsleitend zu erkennen (Pinkernell 2014).

Wie Studierende ihre Beobachtungen begriinden

Zusammen mit dem eingangs analysierten Interview wurden vermittels der
Qualitativen Inhaltsanalyse (Mayring 2010) weitere Interviews mit dem
Ziel analysiert, Begriindungstypen von besonderem theoretischen Interesse
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zu 1dentifizieren, wobei drei Lehramtsstudierende als Kodierer zum Einsatz
kamen. Neben den vorgegebenen Kategorien ,,Begriindung mit Regelbe-
zug“ und ,,Begriindung mit Strukturbezug® kam im Laufe der drei Kodier-
vorginge die Kategorie ,,Begriindung mit Beispielbezug® hinzu. Zudem
wurde das bekannte Toulminsche Argumentationsschema dem Kategorien-
modell zugrunde gelegt, um deutlicher zwischen der Beschreibung der Wir-
kung von a und einer Begriindung mit Regelbezug unterscheiden zu kon-
nen. Abb. 4 zeigt das Modell. Die Beobachtung und jede der drei Kategori-
en ist durch Aussagen aus den Interviews illustriert worden, die von allen
vier Beteiligten gleichermallen kategorisiert wurden. Zur Verwendung als
,a posteriori” Ankerbeispiel im Kategorienmodell wurden sie sprachlich
geglattet.

die Parabel wird nach oben verschoben, andert ihre Form aber nicht
- warte ... irgendwie wird sie aber doch groRer
der Scheitelpunkt wird verschoben
wenn ich den Regler ins Positive ziehe,
Verénderung des dann verschiebt sich die Parabel nach oben [und umgekeh»rt] in den Représentationen von fi

Schiebereglers beschriebene Wirkungen

wenn ich mir die Gleichung anschaue, dann weiB ich natrlich,

Begr[]ndungen dass [es] um das a geht, also um das Verschieben

die den Charakter einer Begrindung mit
allgemeingiltigen Regel Regelbezug
haben

dann misste ja eigentlich vor dem x2 noch was stehen
[...] weil ich das so gelernt habe,

dass das ja die Breite oder Enge einer Parabel angibt
(374 Kodiereriibereinstimmung)

ich sehe ja den y-Achsendurchgang der Parabel

ngr[]ndungen, Begriind it und kann dann den Wert von a bei x =0 ablesen
d]e auf egrun_ ung mi aist 1,6 [...] X2 nimmt an der Stelle 2 den Wert 4 an,
einzelne Werte Beispielbezug und bei x2 + a ist es 1,6 mehr,
verwelsen man koénnte ein Lineal nehmen und

mit dem parallel zu y-Achse riiber wandern,
BegrUndungen, ) . dann ware der Abstand immer 2|
die auf Invarianten in Begrundung mit zu jedemy, das ich jedem x zuordne,
den Reprisentationen Strukturbezu addiere ich immer denselben Wert dazu,
verweispen & dadurch bleibt die Parabelform erhalten

und alles verschiebt sich nach oben
Abb. 4: Ein theoriebasiertes Kategoriensystem fiir Begriindungen beim Lernen mit AIMER

Das Modell kann eine aus fachlicher Perspektive notwendige Reflexions-
tiefe verdeutlichen, auBerdem kann es mogliche Fehldeutungen im Umgang
mit dMER deutlich werden lassen, und zwar als Oberflachenbeziige, die als
(unverstandene) Regelbeziige im Widerspruch zu Strukturbeziigen stehen.
Die Entwicklung eines standardisierten Diagnoseinterviews auf Basis die-
ses Modells erfolgt in kommender Zeit.
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