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Maftheorie mit mathematisch begabten Schiilerinnen und
Schiilern - Chancen und Grenzen

Die Wahl des Weges kann entscheidenden Einfluss auf das Risiko haben,
welchem sich Personen aussetzen. Risikowahrnehmung und qualitatives
raumliches Verstindnis von Risiken kann mit Integralrechnung verbunden
werden. Durch die Auswertung der Risikofunktion entlang eines Weges
entstehen Wegintegrale, die im Themenkanon der Sek.-analysis im Kontext
der Integration behandelt werden kdnnen. Empirische Forschung mit SuS
mit besonderen naturwissenschaftlichen Begabungen wird durchgefiihrt.

1. Einleitung

Abb. 1: Entwicklung epidemiologischer Risiken (Platz, 2014, S. 91)

Risiko kann mit einer Risikokarte visualisiert werden. Eine Risikokarte
ordnet einem geographischen Ort ein Risiko zu. Auf der linken Seite in
Abb. 1 1st eine vereinfachte Risikokarte, welche das Risiko fiir die Infekti-
on mit einer Krankheit zeigt, dargestellt. In der Mitte ist die erwartete Ent-
wicklung des Risikos visualisiert, wenn sich die Krankheit konzentrisch
weiter ausbreitet. Die Wahrnehmung von Risiken (,,weit entfernt vom Risi-
kogebiet bin ich sicher*) widerspricht aber oft der tatsdchlichen rdumlichen
Entwicklung der Ausbreitung ansteckender Krankheiten: Obwohl der Eu-
klid. Abstand zwischen den Punkten 4 und B kleiner ist als zwischen B und
C, ist das Risiko an Punkt C hoher als an Punkt 4. Im Fall von ,,Flughafen-
malaria®, reisen infizierte Moskitos oder infizierte Personen mit dem Flug-
zeug ein. Ubertragen auf unser Beispiel wiren dann Flughifen an den
Punkten B und C positioniert. Das Netz von Flugverbindung veridndert epi-
demiologische Distanzen, die nicht notwendigerweise deckungsgleich mit
den Euklid. Entfernungen im Raum sind. Diese epidemiologischen Abstan-
de erfiilllen mathematisch u. U. auch nicht mehr die Eigenschaften einer
Metrik, da u. a. die Symmetrie-Eigenschaft nicht erfiillt ist, falls z. B. mehr
Reisende von B nach C als von C nach B fliegen wiirden. Folglich miissen
topologische Raume verwendet werden, da epidemiologische Abstinde im
Gesundheitsbereich existieren, die nicht notwendigerweise mehr Euklidisch
sein miissen. Das Risiko, dem eine Person ausgesetzt ist, ist von deren
rdaumlichen Aktivititen im Risikogebiet abhingig. Wegintegrale ermogli-
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chen die Berechnung des Risikos fiir einen bestimmten Weg und konnen
durch einen enaktiven Zugang (vgl. Rapp et al. 2014) auf die Integralrech-
nung in der Sek. II zuriickgefiihrt werden. Mathematisch begabte SuS kon-
nen bereits wihrend der Schulzeit an der Universitit Koblenz-Landau ein
Frithstudium aufnehmen (,,Schiileruni®). Sie nehmen an reguldren Lehrver-
anstaltungen teil und konnen Leistungsnachweise erwerben. (www.uni-
koblenz-landau.de/landau/landau/fb7/mathematik/projekte/schueleruni).
Die Veranstaltung zur Schiileruni im WS 2013/2014 fand im mathemati-
schen Umweltlabor (UWL) statt. Im UWL arbeiten SuS mit besonderen na-
turwissenschaftlichen Begabungen an Fragestellungen aus den Umweltwis-
senschaften, die gleichzeitig mathematische Modellbildung fiir die Pro-
blemlosung bendtigen. Inhaltlich kann der Themenbereich auf die raumlich
explizite Risikobewertung in den Umweltwissenschaften eingegrenzt wer-
den. Risikokarten konnen als 3-dimensionale Graphen dargestellt werden.
Das Risiko, welchem eine Person, die ein Risikogebiet durchquert, ausge-
setzt ist, kann durch Integration gemessen werden. Die Veranstaltung
,Messen in Rdumen* (MiR) fiihrte von der Integration der Schulmathema-
tik tiber Wegintegrale zur Maftheorie.

2. Umsetzung im Rahmen einer Veranstaltung der Schiileruni

6 SuS (9.-12.Klasse), 1 Mas-
terstudentin und 2 Promotions-
studentlnnen besuchten die 2-
SWS-Veranstaltung MiR. Die
Themen Norm, Metrik, Diffe-
rentialrechnung, Integralrech-
nung, mehrdimensionale Inte-
gration und Funktionenrdume
wurden behandelt. Es folgte 4bb. 2: Komplexe Risikokarte iiber dem Wegenetz auf
ein Exkurs in die Funktionen- dem Universitdtscampus

theorie, um die Berechnung von Wegintegralen zu ermoglichen. Die Ler-
nenden arbeiteten am PC an vorgefertigten Lernstationen zur Losung von
Wegeproblemen (Platz et al., 2012) und zur Erstellung von 2- und 3-dimen-
sionalen Risikokarten mit Hilfe von Geogebra- und Maxima-Applets. Da-
bei wurden die Handlungen der Lernenden am Bildschirm mit der Screen-
castsoftware Vokoscreen aufgezeichnet. Danach wurde eine komplexe Risi-
kokarte erzeugt (siche Abb. 2). Durch die Festlegung eines Weges wird das
Risiko an jedem Ort des Weges ausgewertet. Dadurch entsteht ein Ri-
siko-Zeit-Diagramm, das jedem Zeitpunkt das Risiko zuordnet, dem eine
Person an diesem Ort ausgesetzt ist. In Abhdngigkeit der Zeit entsteht so
aus dem 3-dimensionalen Graphen der Risikokarte eine Integration einer
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Funktion mit einem 2-dimensionalen Graphen. Die Berechnung wurde zu-
nichst per Hand ausgefiihrt und anschlieBend von den Lernenden in einem
Maxima-Applet umgesetzt. AnschlieBend wurde die Malltheorie auf Topo-
logischen Raumen behandelt.

3. Zusammenfassung und Ausblick

Da SuS ab der 9. Klassenstufen an der Veranstaltung MiR teilnahmen,
mussten haufig Inhalte der Sek., der Oberstufe und des Grundstudiums be-
darfsorientiert in der Veranstaltung behandelt werden. Auch wenn die Ver-
anstaltung nicht alle geplanten Aspekte der Lernveranstaltung inhaltlich
umsetzen konnte, ist die Geschwindigkeit, mit der die SuS die Lerninhalte
ausgreifen und in die Problemldsung integrieren beeindruckend. Ein grof3er
Teil der fachwissenschaftlichen Inhalte war den SuS nicht bekannt. Aus
Zeitgriinden konnte die Aufarbeitung von Lernvoraussetzungen nicht voll-
standig in der Lehrveranstaltung durchgefiihrt werden. Am Ende der Ver-
anstaltung fand eine 25-miniitige mdl. Priifung statt. Dabei wurden folgen-
de Probleme deutlich: Wihrend qualitative logische Zusammenhénge fiir
die rdumliche Problemldsung in der Regel korrekt abgeleitet werden konn-
ten, konnten bei der exakten formalen Schreibweise Probleme bei der Lese-
und Schreibkompetenz der Formelsprache festgestellt werden. Auch wenn
im Laufe der Lehrveranstaltung eine Verbesserung im Umgang mit der
Formelsprache festzustellen war, bleibt die Semantik von Quantoren, Ele-
ment- und Teilmengenbeziehung, etc. insbesondere bei Mengensystemen
schwierig. Zum anderen wurde die Bedeutung von abstrakten Definitionen
fiir die Problemlosung unterschétzt. Logische Grundkomponenten des Ar-
gumentierens (Voraussetzungen, Schlussfolgerung, Begriindungen, etc.)
bediirfen einer grundlegenden Unterstlitzung. Diese Aspekte beziehen sich
aber lediglich auf die symbolische Darstellung in der Formelsprache selbst,
in der Priifungssituation konnten die SuS mit kleinen Hilfestellungen Defi-
nitionen und Voraussetzungen selbst herleiten. Aufféllig war, dass Inhalte
mit einem starken Anwendungsbezug bei den SuS stirker im Gedéchtnis
blieben und die Herleitung von abstrakteren Beschreibungen vorbereiten
konnten. Z. B. 16ste der jiingste Schiiler (9. Klasse) ein mehrdimensionales
Integral in der Priifung. Ebenso wurden Transferaufgaben mit Anwen-
dungsbezug in der Priifung gut geldst. Beweise in allgemeinen topologi-
schen Rdumen konnten jedoch in der Priifung nicht behandelt werden. Um
die Formelschreibweise der SuS zu verbessern, konnten maflgeschneiderte
Hilfestellungen zur jeweiligen Veranstaltung zur Verfiigung gestellt wer-
den, die den Anwendungsfall strukturgleich in eine formale Schreibweise
tiberfiihren und umgekehrt formale Schreibweisen im Kontext eines An-
wendungsfalles interpretieren. Von diesem Wechsel der Repridsentations-
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formen im Kontext der nicht-normativen mathematischen Modellbildung
konnten auch die Lehramtsstudierenden profitierten. Fiir die Optimierung
der Veranstaltung MiR miisste der zeitliche Rahmen auf 4 SWS ausgedehnt
werden. Mischung aus Vorlesung und Ubung erscheint notwendig, um
schnell auf fehlende Lernvoraussetzungen reagieren zu konnen. Identifi-
zierte Lernvoraussetzungen konnte in folgenden Veranstaltungen zusitzli-
che Online-Ubungen ergiinzt werden. Dabei kdnnten Beweisaufgaben im
Sinne von elektronisch unterstiitzten Beweisen als Online-Ubungsaufgaben
in IMathAS zur Verfiigung gestellt werden (vgl. Niehaus, 2014). Videokon-
ferenzen mit OpenMeetings konnten fiir die Unterstiitzung von Ubungen
abgehalten werden, damit eine zusédtzliche Anreise der SuS nicht notwen-
dig wird. Die Online-Ubungsaufgaben hitten diagnostische Funktion, da
die Losungen den einzelnen SuS zugeordnet werden konnen und den SuS
somit maBgeschneiderte Hilfestellungen angeboten werden konnen (vgl.
Hennecke et al., 2005). Durch die hidufige Gruppenarbeit in der Veranstal-
tung kann individuelle Hilfestellung nur selten bereitgestellt werden. Da
ausschlieflich OpenSource Software und OpenContent verwendet wird,
konnen die Materialien und Ubungsaufgaben auch mathematisch begabten
SuS zur Verfiigung gestellt werden, die nicht an der Veranstaltung teilneh-
men koénnen (open-source.gbdirect.co.uk/migration/benefit.html). Aller-
dings sollte die Veranstaltung nicht komplett online stattfinden, da so das
Prinzip des gemeinsamen Problemldsens mit Studierenden an der Universi-
tdt nicht mehr gegeben wire und den SuS der personliche Kontakt mit an-
deren SuS und Studierenden sehr wichtig ist. Ein langjdhriger Teilnehmer
der Schiileruni duflerte: ,,In der Schule gibt es viele Leute, die Mathe nicht
mogen, aber hier interessieren sich alle fiir Mathe und verstehen wirklich,
warum man das Fach mag. Deswegen ist die Atmosphire hier viel besser.*
(www.uni-koblenz-landau.de/blog/fruehstudium-landau/).
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