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Exponentielles Wachstum verstehen — Unterschiedliche
Deutungsmoglichkeiten des Wachstumsfaktors

Der Begriff des exponentiellen Wachstums bildet einen zentralen Aspekt
fiir das Mathematiklernen in der Sekundarstufe 1. Ein tragfahiger Vorstel-
lungsaufbau ist fiir die Weiterentwicklung des funktionalen Verstindnisses
exponentieller Funktionen in der Sekundarstufe II von grofler Bedeutung.
Erste Ergebnisse im Rahmen von Design-Experimenten zeigen, dass die
Schiiler die Zinseszinsformel K,=Ko(1+p/100)" in Aufgaben mit gegebenen
Startkapital und Zinssatz nennen und damit rechnen kénnen, aber ihre ein-
zelnen Elemente nicht erkldren und sie nicht auf Situationen mit ganzzahli-
gen Wachstumsfaktoren libertragen konnen.

Der vorliegende Beitrag konzentriert sich darauf, die Hiirden im Lernpro-
zess bei der Verbindung vom Konzept des nicht ganzzahligen Wachstums-
faktors mit dem Konzept des ganzzahligen Wachstumsfaktors zu beschrei-
ben.

1. Spezifiziertes Forschungsinteresse und methodologischer Zugang

Unterschiedliche Studien zeigen, dass Lernende dazu neigen, exponentielle
Wachstumsprozesse falsch zu deuten, wenn sie vorher lineare Prozesse be-
trachtet haben (vgl. Ebersbach, Van Dooren 2008). Als mdégliche Ursache
wird ein gut entwickeltes lineares Konzept genannt, das auf nicht lineare
Zusammenhinge {iibergeneralisiert wird (vgl. Ebersbach, Van Dooren
2008). Confrey & Smith (1995) zeigen in einer Studie, dass Lernende das
Konzept der exponentiellen Anderungsrate verwenden, auch wenn sie den
Begriff noch nicht kennen gelernt haben. Die Lernenden sollten am Bei-
spiel von Zellen, die sich pro Stunde verneunfachen, die Verdnderung der
Funktionswerte in einer Tabelle beschreiben und zeigten drei intuitive Vor-
stellungen von exponentiellen Anderungsraten: (a) multiplikativ, d.h. die
Lernenden erkannten, dass pro Schritt mit dem selben Faktor multipliziert
wird, (b) additiv, sie berechneten die Differenz zweier aufeinanderfolgen-
den Funktionswerte und (c) proportional new to old, zu dem vorherigen
Wert wird ein proportionaler Anteil davon, in dem Beispiel der Verneunfa-
chung das 8-fache des vorherigen Werts, hinzuaddiert. Thre Studie zeigt
auBerdem, dass die Verbindung der Vorstellungen vom ,splitting’ mit dem
Kovariationsaspekt einen tragfihigen Ansatz zur Vorstellungsentwicklung
bei exponentiellen Funktionen herstellen kann. Unter ,splitting” wird eine
multiplikative Operation verstanden, indem z.B. gleichzeitig multiple Ver-
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sionen eines Originals erzeugt werden. Ein Bespiel hierfiir ist das Wachs-
tum von Bakterienkulturen, bei dem sich ein Bakterium in eine feste An-
zahl an Bakterien teilt. Weitere differenziertere Ergebnisse liber Entwick-
lungen in Lernprozessen in diesem Themenfeld gibt es bislang wenig. Des-
halb setzt sich diese Studie im Rahmen fachdidaktischer Entwicklungsfor-
schung (vgl. HuBmann et al. 2013) u.a. mit der Erforschung von Lernpro-
zessen zur Begriffsbildung von exponentiellen Funktionen auseinander, um
zu analysieren, welche Gelingensbedingungen beim Vorstellungsaufbau
unterstiitzen und welche Hiirden sich zeigen.

2. Methodische Umsetzung

Die Erhebung der Daten fand in drei Zyklen von Designexperimenten (vgl.
HuBmann et al. 2013) statt, groBtenteils in Form von klinischen Interviews.
Zur Analyse der Begriffsbildungsprozesse werden im Transkript die Fest-
legungen und Fokussierungen, die die Lernenden eingehen, analysiert.
Festlegungen sind explizite Aussagen mit propositionalen Gehalt, die ein
Individuum fiir wahr hélt. Fokussierungen sind Kategorien in Form von
individuellen Ideen bzw. Konzepten, mit denen Situationen individuell
strukturiert werden. Unter einer Situation wird eine nach spezifischen be-
grifflichen Teilcharakteristika strukturierte Aufgabe verstanden. Auf nor-
mativer Ebene werden strukturgleiche Situationen identifiziert und bezogen
auf den Wachstumsfaktor zu verschiedenen Situationsklassen zusammen-
gefasst (vgl. HuBmann 2013). In den Design-Experimenten werden vor al-
lem die Situationsklassen der ganzzahligen Wachstumsfaktoren (verdop-
peln, verdreifachen, ...) und der nicht ganzzahligen (prozentual steigenden)
Wachstumsfaktoren gegeniibergestellt.

Zyklus Forschungsfokus Entwicklungsfokus Designexperiment; Stichprobe
1 Ausschirfung des For- Entwicklung der 2 Partnerinterviews; Gym., Jgst. 9, n=4
schungsinteresses; Erkennt- Kernidee und des Fragebogen; Ge., Jgst. 9, n=93; Gym.,
nisse iiber die Lernenden- sinnstiftenden Kon- Jgst. 7, n=31
perspektive textes
2 Beforschung von Lernpro- Strukturierung des | Klassenerprobung; Gym., Jgst. 9, n=93
zessen und individuellen Lehr- Lernarran- 2 x Serie von 6 Partnerinterviews; Ge.,
Vorstellungen zu spezifi- gements; Optimie- Jgst. 9, n=4
schen Aspekten des expo- rung von Aufga- 2x7 Einzel- und Partnerinterviews;
nentiellen Wachstums benformulierungen | Gym., Jgst. 11, n=2; Ge., Jgst. 11, n=6
3 Wie kann man die Entwick- | Entwicklung einer 2 x Serie von 4 Einzelinterviews;
lung eines ,,Wachstumsfak- Fordereinheit Gym., Jgst. 10, n=2
tordualismus® verhindern?

Auf der Entwicklungsebene wurde im Rahmen des Projektes KOSIMA

HuBmann, Leuders,

(vgl.

Prediger

& Barzel

2011) ein Lehr-

Lernarrangement mit dem sinnstiftenden Kontext ,Sparstrategien — Wie
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kann ich mein Geld gewinnbringend anlegen?’ entwickelt. Im ersten Teil
soll das Kapital bei gegebenem Zinssatz und Startkapital nach mehreren
Jahren in einem Schritt bestimmt werden, im zweiten Teil erkunden die
Lernenden u.a., welche Strategien vom proportionalen Denken auf expo-
nentielles Wachstum {iibertragen werden konnen.

3. Wachstumsfaktordualismus

Im zweiten Design-Zyklus wurde beobachtet, dass das entwickelte Lehr-
Lernarrangement die Lernenden u.a. bei der Generierung eines Terms und
beim Einschidtzen und Beschreiben des exponentiellen Wachstums unter-
stiitzt hat. Die bereits vorhandenen proportionalen Strategien wurden ent-
sprechend modifiziert und eine Ubergeneralisierung proportionaler auf ex-
ponentielle Strategien war nicht mehr vorhanden. Allerdings war bei eini-
gen Lernenden, unabhingig davon, ob sie mit der Lernumgebung gearbeitet
haben oder im Unterricht ein anderes Lehrwerk verwendet wurde, am Ende
des Lernprozesses ein Wachstumsfaktordualismus zu beobachten, der an
dem folgenden Ausschnitt eines Interviews verdeutlicht werden soll.

Veronika hat zu einem Sparangebot, bei dem mit 1 Cent gestartet wird und
dieser Cent sich jeden Monat verdoppelt, eine richtige Wertetabelle erstellt
und einen Graphen inklusive Steigungsdreiecke gezeichnet. Als sie gefragt
wird, wie der Term lautet, mit dem man das Kapital nach mehren Monaten
berechnet, notiert sie den Term 12*. Als die nach dem Wachstumsfaktor
gefragt wird, nennt sie die Zahl 1,02. Dies soll Veronika nun erkléren:

A% Also, ehm, das ist halt so, dass, ehm, Eins sind halt die 1 Cent und Zwei — also es wird ja verdop-
pelt. Mal Zwei und das hoch wire dann je nach dem, wie viele Monate, also das ist immer — weil,
ehm, lang aufgeschrieben wire das ein mal Zwei mal Zwei mal Zwei mal Zwei, aber stattdessen
kann man das dann auch hoch der Monatszahl nehmen.

Hier fokussiert Veronika auf die Verdopplung und geht die inhaltlich rich-
tige Festlegung ein: Der Verdopplungsterm ist 12%, x steht fiir die Monate.

A% Und der Wachstumsfaktor dazu ist als dieses 1,02, also 0,02 ist halt, was dazukommt und die eins,
diese 1% sind halt das Ganze, was dann dazu direkt gerechnet wird. Weil mit 0,02 wiirde man halt
nur ausrechnen, was dazukommt, aber nicht, was da raus kommt.

Im zweiten Teil ihrer Aussage gerit diese Fokussierung in den Hintergrund
und Veronika fokussiert nun auf die Bildungsweise und Funktion des (in
thren Augen prozentualen) Wachstumsfaktors und geht zum einen die Fest-
legung ein, 1,02 sei der Wachstumsfaktor der Verdopplung und ,mit dem
Wachstumstaktor (1,02) multiplizieren heiflt, dass man zu dem Ganzen (sie
bezieht sich hier auf das Startkapital) das addiert, was hinzukommt (die
Zinsen).
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Sowohl bei Veronika als auch bei den Lernenden, die einen
,Wachstumsfaktordualismus’ ausgebildet haben, ist in der Situationsklasse
des ganzzahligen Wachstumsfaktors die Vorstellung der proportional new
to old-Anderungsrate nicht hinreichend vorhanden. Es fehlt die Vorstel-
lung, dass bei einer Ver-n-fachung zu dem vorherigen Wert das (n-1)-fache
des vorherigen Werts addiert wird und somit fehlt auch die vorstellungori-
entierte Verbindung zur Zinseszinsformel. Andersherum ist in der Situati-
onsklasse des prozentualen Wachstumsfaktors die Vorstellung der multi-
plikativen Anderungsrate nicht hinreichend vorhanden. Die Fokussierung
auf die Zinseszinsformel bewirkt, dass ein prozentualer Zuwachs nicht als
Ver-n-fachung identifiziert wird. Es findet also keine entsprechende Ver-
netzung des Konzeptes des nicht ganzzahligen Wachstumsfaktors mit dem
Konzept des ganzzahligen Wachstumsfaktors statt. Beide Situationsklassen
werden von den Lernenden eher nebeneinanderstehend betrachtet.

4. Konsequenzen fiir das Design

Im dritten Design-Zyklus wird deshalb untersucht, ob und wie die oben ge-
nannte Vernetzung vom Konzept des nicht ganzzahligen Wachstumsfaktors
mit dem Konzept des ganzzahligen Wachstumsfaktors mit Hilfe eines ge-
eigneten Anschauungsmittels vorstellungsorientiert hergestellt werden
kann.
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