Moritz ADELMEYER, Ziirich

Eulers ,,Vollstandige Anleitung zur Algebra‘ — ein noch heute
lesenswertes Lehrbuch

Einleitung

Der Basler Leonhard Euler (1707 — 1783) gilt als einer der wissenschaft-
lich produktivsten und bedeutendsten Mathematiker des 18. Jh. Weniger
bekannt sind seine Verdienste um die Lehre der Mathematik. Er hat ein
Dutzend Lehrbiicher verfasst, darunter die zweiteilige, rund 600-seitige
Vollstindige Anleitung zur Algebra [1]. Der deutsche Erstdruck erschien
1770 in St. Petersburg.

Das Historische Museum Basel schreibt zu Eulers ,,Algebra® [2]: Um Klar-
heit und Einfachheit bemiiht, stellt dieses Buch in handlichem Format eines
der ersten Lehrbiicher im modernen Sinn dar und prdgt die Didaktik des
Mathematikunterrichtes bis heute.

Teil I der ,,Algebra* beginnt mit den Grundrechenarten, handelt dann von
Potenzen, Wurzeln und Logarithmen und endet mit Folgen und Reihen.
Teil II behandelt lineare, quadratische, kubische und biquadratische Glei-
chungen und wendet sich dann der Zahlentheorie zu.

Dieser Beitrag hat folgende Ziele: Einen Tribut an Euler und Basel zollen,
Aufmerksamkeit fiir Eulers Lehrtétigkeit wecken, einen Einblick in Eulers
,»Algebra® geben, eine didaktische Einschiatzung der ,,Algebra* vornehmen,
den Einsatz der ,,Algebra* im Mathematikunterricht und in der Mathema-
tiklehrerausbildung anregen.

Zu diesem Beitrag gibt es eine Broschiire [3]. Was hier zusammenfasend
beschrieben wird, ist darin ausfiihrlich dargestellt. Die im Folgenden disku-
tierte Passage aus Eulers ,,Algebra* ist in voller Lange abgedruckt. Zu Ver-
gleichszwecken ist zudem eine entsprechende Passage aus einem in der
Schweiz im 19. Jh. verwendeten Algebralehrmittel wiedergegeben.

Eulers Einfithrung in Gleichungen in der ,,Algebra“

Die beiden Teile der ,,Algebra“ sind in ldngere Abschnitte unterteilt, diese
wiederum in kiirzere Kapitel und letztere schliesslich in einzelne Paragra-
phen. Abschnitt 1 von Teil II handelt Von den algebraischen Gleichungen
und derselben Auflosung. Im Folgenden wird ein Blick auf dessen Kapi-
tel 1 geworfen. Es ist sechs Seiten lang und in zehn Paragraphen gegliedert.

In den Paragraphen 1 — 4 beschreibt Euler in allgemeinen Worten das We-
sen von Gleichungen. Paragraph 1 lautet wie folgt [4]:
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T Die Hauptabfiche der Algebra fo wie aller
z,;;,‘ Theile der Mathematif ift dabin ge-
= ; rvichtet, Daf man den Werth folder

@)roﬁen, die bisher unbefannt gemes:
fen beftimmen moge, weldes aus genauer Crwegung
ber BVebingungen, mwelche dabey vorgefchrieben und
durdh befannte Grofen ausgedriicfe werden, gefcheben
muf.  Daber die Algebra aud) alfo befchrieben wird,
bafi darinnen gegeigt werde, wie man aus Befannten

Gréfien unbeFannte ausfindig madyen fonne.

In Paragraph 5 gibt Euler ein erstes Beispiel: 20 Personen, Mdinner und
Weiber, zehren in einem Wirthshause: ein Mann verzehrt 8 Gr. ein Weib
aber 7 Gr. und die ganze Zeche belduft sich auf 6 Rthlr. Nun ist die Frage,
wie viele Mdnner und Weiber daselbst gewesen? Gr. bzw. Rthlr. stehen fiir
Groschen bzw. Reichsthaler, wobei 1 Rthlr. gleich 24 Gr. entspricht.

Euler 16st die Aufgabe in folgenden Schritten: Anzahl Mdnner = x, Anzahl
Weiber = 20 — x, Verzehr der Mdnner = 8 x Gr., Verzehr der Weiber =
140 — 7 x Gr., Verzehr insgesamt = 140 + x Gr., Gleichung 140 + x = 144,

Losung x = 4. Jeder Schritt wird von Euler erldutert.

In Paragraph 6 folgt ein zweites Beispiel: 20 Personen, Mdinner und Wei-
ber, sind in einem Wirthshause. Die Mdnner verzehren 24 Fl. die Weiber
verzehren auch 24 Fl. und es findet sich, dass ein Mann einen Gulden mehr
als ein Weib hat zahlen miissen, wie viele waren es Mdnner und Weiber?

Die Losungsschritte lauten: Anzahl Mdnner = x, Anzahl Weiber = 20 — x,
Verzehr eines Manns = 24 / x Fl., Verzehr eines Weibs = 24 / (20 — x) FI,
Gleichung 24 /x — 1 = 24 /(20 — x). Weiter schreibt Euler dann: Dieses ist
also die Gleichung woraus der Werth von x gesucht werden muss, welcher
nicht so leicht heraus gebracht werden kann wie bei der vorigen Frage.
Aus dem folgenden aber wird man sehen, dass x = 8 sey, welches auch der
gefundenen Gleichung ein Geniige leistet 24 /8 — 1 =24 /12 das ist 2 = 2.

Im Paragraph 7 fasst Euler die Vorgehensweise zusammen: Bey allen Fra-
gen kommt es nun darauf an, dass man die unbekannten oder gesuchten
Zahlen durch Buchstaben angedeutet, die Umstinde der Frage genau in
Erwegung gezogen, und daraus Gleichungen hergeleitet werden. Hernach
besteht die ganze Kunst darinn wie solche Gleichungen aufgeloset, und da-
raus der Werth der unbekannten Zahlen gefunden werden soll...
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Im Paragraph 8 reflektiert Euler das allgemeine Vorgehen beim Glei-
chungslosen: Eine Gleichung bestehet demnach aus zwey Sdtzen, deren ei-
ner dem anderen gleich gesetzt wird. Um nun daraus den Werth der unbe-
kannten Zahl heraus zu bringen, miissen oOfters sehr viele Verwandlungen
angestellet werden, welche sich aber alle darauf griinden, dass wann zwey
Gréssen einander gleich sind, dieselben auch einander gleich bleiben, ...

In den Paragraphen 9 und 10 gibt Euler einen Ausblick auf die weiteren
Kapitel. Dazu unterscheidet er zwischen Gleichungen mit einer bzw. meh-
reren Unbekannten und zwischen Gleichungen ersten bzw. hoheren Grades.

Charakteristika von Eulers Einfithrung in Gleichungen

Zum Aufbau: Euler gibt zundchst eine ausfiihrliche Hinfithrung zum The-
ma, dann zwei eingehend erlduterte Beispiele und zuletzt eine Vororientie-
rung iiber Auflosungsregeln und Gleichungstypen.

Zur Sprache: Euler verwendet iiberwiegend Umgangssprache, nur wenig
Fach- und Formelsprache. Die Grundvorstellungen und Losungsschritte
sind sorgfiltig und explizit ausformuliert.

Zur Zielsetzung: Euler richtet das Augenmerk auf das Wesen von Glei-
chungen, nicht auf deren Auflosung. Konzeptionelles Verstindnis steht im
Vordergrund, nicht die Rechentechnik.

Zu den Beispielen: Euler wihlt einfache und doch genug reichhaltige Text-
aufgaben. Variablen stehen bei Euler fiir konkrete Grossen und nicht fiir
abstrakte Symbole. Die zum Aufstellen der Gleichungen nétigen Fertigkei-
ten im Umgang mit Termen sind aus Teil I der Algebra bekannt. Es treten
noch keine Gleichungsauflosungsschritte auf. Das erste Beispiel ist so an-
gelegt, dass die Losung abgelesen werden kann. Im zweiten Beispiel wird
die Losung angegeben und iiberpriift. Das zweite Beispiel ist eine Variation
des ersten Beispiels. Das Aufstellen der Gleichung ist im zweiten Beispiel
fast so einfach wie im ersten, die Auflésung dagegen wére bedeutend
schwieriger. Es miisste eine quadratische Gleichung geldst werden.

Einschitzung von Eulers Einfithrung in Gleichungen

Eulers Einfithrung in Gleichungen enthilt viele didaktische Elemente, die
noch heute als wichtig erachtet werden: Sie ist abgestimmt auf die Vor-
kenntnisse, einfach und konkret gehalten, konzeptionell orientiert, exemp-
larisch illustriert und eingehend kommentiert.

Daneben weist Eulers Einfiihrung in Gleichungen aus heutiger didaktischer
Sicht auch Mingel auf: Sie ist eng vorstrukturiert, regt nicht zum eigen-
staindigen Handeln an und ermdglicht kein entdeckendes Lernen.
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Eulers ,,Algebra“ im Mathematikunterricht und in der Mathematik-
lehrerausbildung

In Eulers ,,Algebra® gibt es viele Passagen, die ergdnzt mit Aufgaben zur
aktiven Auseinandersetzung und Verarbeitung noch heute im Mathematik-
unterricht eingesetzt werden konnen. Dies bestédtigen Erfahrungen, welche
der Autor an Schweizer Gymnasien gemacht hat.

Fiir die Mathematiklehrerausbildung kann es interessant und anregend sein,
Eulers Herangehensweise didaktisch zu hinterfragen und mit Darstellungen
in heutigen Lehrmitteln zu vergleichen.

Fazit

Leonhard Euler war nicht nur ein ungemein produktiver und bedeutender
Wissenschaftler, sondern er war auch ein erfolgreicher Lehrbuchautor. Sei-
ne ,,Vollstindige Anleitung zur Algebra“ erlebte zahlreiche Auflagen und
wurde in viele Sprachen iibersetzt.

Wer Eulers ,,Algebra“ studiert, wird feststellen, dass dieses Lehrwerk in
fachlicher und didaktischer Hinsicht noch heute lesenswert ist und Origi-
nalpassagen ohne Weiteres im Unterricht eingesetzt werden konnen.

Euler hat zu fast allen damals bekannten mathematischen Gebieten Wichti-
ges beigetragen und zudem neue Gebiete geschaffen. Daher gilt fiir Fach-
mathematiker noch heute der Laplace zugeschriebene Ausspruch:

Lisez Euler, lisez Euler, c’est notre maitre a tous.

Dies lohnt sich auch fiir Lehrpersonen und ihre Schiiler/innen sowie Fach-
didaktiker/innen und ihre Studierenden.

Dank

Der Autor dankt seiner Partnerin Héléne Berther fiir die grosse Unterstiit-
zung bei der Vorbereitung dieses Beitrags.

Anmerkungen

[1] Unter eulerarchive.maa.org ist Eulers ,,Algebra“ in einer Reclam-Ausgabe von 1920
online verfiigbar. Teil I tragt die Katalognummer E387, Teil II die Nummer E388.
Die deutsche Erstausgabe von 1770 ist in Band 1 der ,,Leonardi Euleri Opera Omnia‘“
wiedergegeben (Teubner Verlag, 1911).

[2] www.hmb.ch/de/sammlung/malerei-und-grafik/103585-vollstaendige-anleitung-zur-
algebra.html (05.09.15).

[3] Die Broschiire kann als PDF-File beim Autor bezogen werden. Seine Mailadresse
lautet moritz.adelmeyer@kme.ch.

[4] Der folgende Scan und die folgenden Zitate stammen aus der deutschen Zweitaus-
gabe der ,,Algebra“ von 1771, von welcher der Autor ein Exemplar besitzt.
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