Maximilian GEIER, Koblenz-Landau, Campus Landau

Kartographie als Anwendung von Geometrie und Topologie

Die Geographie bietet der Mathematik einige Ankniipfungspunkte fiir fa-
cheriibergreifenden Unterricht. Die Kartographie wird aber kaum themati-
siert. Dabei stellt sie eine wunderbare Anwendung der Geometrie dar.
Dem Mathematikunterricht bietet das Thema die Chance mit vielféltigem,
buntem Materialeinsatz (Globus, verschiedene Weltkarten, sowohl in digi-
taler Form als auch auf Papier) anspruchsvolle Konzepte aus Raumgeomet-
rie, Trigonometrie und Topologie kennenzulernen oder zu iiben. Dariiber
hinaus konnen geographische Kenntnisse wie die Eigenschaften verschie-
dener Karten so nicht nur erlernt, sondern auch kritisch betrachtet werden.
Zuletzt wird bei der Betrachtung verschiedener Abbildung der Erdkugel in
die Ebene auch das Verstindnis fiir Funktionen und den Grenzwert gefor-
dert und gefordert.

Dem Thema entsprechend konzentrierte sich mein Vortrag auf der GDM-
Jahrestagung auf methodische Vielfalt und Anschaulichkeit. Die Folien
finden Sie auf meiner Seite der Homepage des Instituts fiir Mathematik am
Campus Landau. In diesem Text, der das nicht leisten kann, folge ich ein
paar im Vortrag vorgeschlagenen Unterrichtsinhalten, um zuletzt drei
Weltkarten auf ihre Eigenschaften zu untersuchen. Alle Schritte sind mit
geringen Vorkenntnissen nachvollziehbar. Um den schrittweisen Aufbau
der Erkenntnisse, der aus der Betrachtung von Sphire und Karten folgt, zu
betonen, verzichte ich bewusst auf den Bezug auf weitere Literatur.

Eine kurze und oberflachliche Betrachtung einer Weltkarte kann schnell zu
iiberraschenden Beobachtungen fiihren und so als Motivation fiir eine Be-
schiftigung mit diesem Thema dienen. Als erste Aufgabe konnen Schiiler
und Schiilerinnen z.B. kiirzeste Wege zwischen verschiedenen, auch
selbstgewdhlten Punkten in Weltkarten zeichnen. Diese sind nur in be-
stimmten Fillen gerade Linien, auf den iiblicherweise genutzten Karten ge-
nau dann, wenn beide Punkte auf dem Aquator oder beide Punkte auf
demselben Meridian liegen. In allen anderen Féllen erhdlt man einfach oder
sogar doppelt gekriimmte Linien. Als weiterfithrende Aufgabe konnen die-
se Fille unterschieden werden. Eine zuséitzliche Besonderheit fallt auf,
wenn der kiirzeste Weg den 180. Lingengrad schneidet, man also den rech-
ten und linken Rand seiner Karte miteinander identifizieren muss. Diese in
der Regel bei Schiilern und Schiilerinnen bekannte Eigenschaft von Welt-
karten fiihrt uns zur moglichen Anschauung der Welt als Zylinder. Dazu
kann die Lehrperson tatsidchlich die Rénder einer Karte miteinander identi-
fizieren, also einfach zusammenkleben. Die Webseite www.luftlinie.org
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bietet aulerdem eine Moglichkeit die korrekten kiirzesten Wege iiberzeu-
gend darzustellen.

Am Ende dieser ersten Einheit stehen nun zwei Einsichten: Erstens kann
die Karte als aufgeschnittener Zylinder gesehen werden. Darauf bauen wir
auf, wenn wir die Abbildung von der Sphire S? in die Ebene untersuchen
wollen (als vereinfachtes Modell der Welt dient im Folgenden immer die
Einheitssphire). Gesucht ist also im weiteren Verlauf eine Abbildung von
der Sphére auf den Zylinder. Zweitens haben wir erkannt, dass unsere
Weltkarten stark verzerrt sind. Hier schlie8t sich nun im nédchsten Schritt
die Aufgabe an, diese Verzerrungen genauer zu untersuchen.

Auf einem Globus und einer iiblichen rechtwinkligen Weltkarte sind je-
weils alle Langenkreise gleichlang. Die Breitkreise dagegen sind nur auf
der Karte alle gleichlang. Auf dem Globus werden diese immer kiirzer, je
ndher man sich einem Pol ndhert. Mit Hilfe des Grenzwertes ist diese Be-
obachtung sehr schén beschreibbar. Nehmen wir fiir alle weiteren Uberle-
gungen an, dass der Aquator auf Globus und Karte gleichlang ist. Dann
geht, wenn wir uns immer weiter Richtung Nordpol (bzw. Siidpol) bewe-
gen, der Abstand des Breitenkreises zum Pol gegen Null; und der Verzer-
rungsfaktor, der am Aquator gleich Null ist, geht gegen unendlich. Eine
anschlieBende Aufgabe, die Modellierungsfahigkeiten fordert und so echte
UmwelterschlieBung ermdoglicht, konnte wie folgt lauten: ,,Wie lange ist
eigentlich der Breitenkreis, auf dem Basel liegt?* Durch ein geeignetes
Modell wird aus der Raumgeometrieaufgabe eine einfache Aufgabe in der
Ebene. Wenn das Modell unserer Erde die Einheitssphire, der Radius des
Aquators also gleich eins ist, dann liefert uns cos(48°) den Radius des 48.
Breitengrades — wohin wir Basel in unserem Modell legen. Zusitzlich wer-
den geographische Kenntnisse oder Nachschlagewerke genutzt. Dann er-
hilt man mit einer Aquatorlinge von 40.075 km fiir den 48. Breitengrad ei-
ne Linge von etwa 26.866 km. Damit ist er auf dem Globus um etwa ein
Drittel kiirzer als er auf einer rechteckigen Karte wirkt. Wurde das Modell
einmal erstellt, konnen weitere Breitenkreise leicht berechnet und die un-
terschiedlichen Verzerrungen an verschiedenen Stellen der Karte verdeut-
licht werden.

Diese Untersuchung dieser Verzerrung, die bei allen Abbildung bekannten
rechteckigen Weltkarten notwendigerweise gleich ist, sei damit abge-
schlossen. Die niachste Untersuchung wird zeigen, dass es auf Karten wei-
tere, nicht notwendige, aber sinnvolle Verzerrungen gibt. Sie schlieB3t au-
Berdem den Kreis zur ersten Beobachtung, in der die Weltkarte als aufge-
schnittenen Zylindermantel angesehen wird. Dieser nichste Schritt wird
mit Hilfe bekannter Projektionen unternommen. Parallel- und Zentralpro-
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jektion decken eine Motivation fiir den Begriff der Bijektivitit auf, da sie
diese notige Eindeutigkeit nicht liefern konnen. So liefert die Parallelpro-
jektion zwar ein bekanntes Bild der Erde, allerdings nur einer Hilfte. Ahn-
lich verhélt es sich mit Zentralprojektionen, wenn ihr Zentrum irgendwo
auBerhalb der Sphéire liegt. Liegt das Zentrum dagegen im Inneren der
Sphare trifft jeder Projektionsstrahl die Sphire genau einmal. Als Projekti-
onsfliche kommt eine Ebene dann aber nicht in Frage, stattdessen erinnern
wir uns an den Zylindermantel.

Betrachten wir nun also die Abbildung der Weltkugel in die Ebene als
Zentralprojektion mit dem Mittelpunkt der Einheitssphére als Zentrum auf
einen Zylindermantel, der die Sphire entlang des Aquators beriihrt. Dann
sind folgende Beobachtungen zu machen: alle Punkte auler Nord- und
Stidpol werden eindeutig abgebildet. Denn genau die zwei Strahlen vom
Spharenmittelpunkt zu den beiden Polen, die gemeinsam die Tragergerade
der Erdachse bilden, haben keinen Punkt mit dem Zylindermantel gemein-
sam. Zweitens liefert eine solche Projektion nicht nur die bekannten Ver-
zerrungen der Breitenkreise, sondern auch gleiche Abstinde in Nord-Siid-
Richtung auf der Kugel werden auf dem Zylindermantel, je ndher sie an ei-
nem Pol untersucht werden, immer grofer. Konkret kann man dazu die Ab-
stdinde von Breitkreisen untersuchen .So ist das Bild des Abstands zwischen
Aquator und 5. Breitenkreis ,,klein“, der Abstand zwischen dem 45. und
dem 50. Breitenkreis ,,gro3*, und der Abstand zwischen dem 80. und 85. so
grof3, dass er kaum zu noch zu fassen ist. Um alle Punkte auller den Polen
abzubilden miissen also der Zylinder, und damit auch die durch Aufschnei-
den entstehende Karte, unendlich hoch sein. Aullerdem sind auf rechtecki-
gen Weltkarten die Pole tatsdchlich nicht abgebildet (oder man interpretiert
den gesamten oberen und den gesamten unteren Rand als Bild des Pols,
was aber der Vorstellung einer Projektion widerspricht).

Zuletzt sollen nun drei konkrete rechteckige Weltkarten untersucht werden.
Die Plattkarte, die Mercator-Projektion und die Peters-Projektion zéhlen in
der Kartographie mit weiteren zu den Zylinderprojektionen. In der Termi-
nologie der Mathematik ist das nicht korrekt, vielmehr liegen ihnen ma-
thematische Zylinderprojektionen nur zugrunde. Die drei Karten unter-
scheiden sich in der getroffenen Entscheidung, durch welche Art der Stau-
chung eine endlich hohe und sinnvolle Weltkarte entsteht. So hat jede der
drei Karten genau eine der Eigenschaften Lingen-, Flichen- und Winkel-
treue. Die drei Beispiele zeigen auch schon, dass sich die drei Eigenschaf-
ten gegenseitig ausschlieBen. Es sei hier auf die ,,Tissotsche Indikatrix*
hingewiesen, die diese und folgende Zusammenhinge sehr anschaulich
macht. Die Entscheidung, die fiir die Plattkarte getroffen wird, ist intuitiv
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und naheliegend: Wird hier z.B. jeder 15. Breitenkreis und jeder 15. Lan-
genkreis eingezeichnet, dann erhalten wir ein Netz, das aus 24*12 Quadra-
ten besteht. Der Abstand zwischen zwei benachbarten Breitenkreisen ist al-
so iiberall auf der Karte gleich, und auBerdem gleich dem Abstand zwi-
schen zwei Langenkreisen. Die Plattkarte wird deshalb ldngentreu genannt,
wobei dieser Begriff stark von der mathematischen Definition abweicht.
Zunéchst konnen wir mathematisch gar nicht von Lingentreue sprechen,
wenn die Karte nicht im Maf3stab 1:1 gezeichnet ist. Eine solche Karte ist
aber kaum vorstellbar. Stattdessen ist hier eine mathematische Strecken-
verhéltnistreue gemeint, die aber nur in einer Richtung gilt: Lediglich Ab-
stinde auf der Karte, die auf Meridianen gemessen werden, stehen im glei-
chen Verhiltnis zueinander wie auf der Sphire. Die bereits untersuchte
Verzerrung der Breitenkreise ist weiterhin notwendig. Wenn nun also eine
Verzerrung in der Waagrechten vorliegt, aber keine Verzerrung in der
Senkrechten, dann kann die Plattkarte keine der beiden anderen Eigen-
schaften erfiillen.

Die Mercator-Projektion ist eine der am hiufigsten genutzten Weltkarten.
Suchmaschinen wie Google, Bing und Yahoo nutzen sie, historisch liegt sie
schon lange fast allen Seekarten zugrunde, da sie winkeltreu ist. Dies wird
erreicht, indem die notwendige Streckung der Breitenkreise auch auf die
Meridiane angewandt wird. Damit werden die Abstinde zwischen zwei be-
nachbarten Breitenkreisen auf der Karte immer groBer, wenn man sich ei-
nem Pol ndhert. Da der Streckungsfaktor der Breitenkreise in Polndhe sogar
gegen unendlich geht, gilt das auch fiir die Abstdnde auf den Meridianen.
Fiir ein verniinftiges Kartenformat miissen daher auf dieser Karte Umge-
bungen der Pole abgeschnitten werden. Da die Abstinde bei Anndherung
an einen Pol immer weiter gestreckt werden, gilt das gleiche auch fiir Fla-
chen auf der Mercator-Karte. Damit wird sie oft als eurozentristisch einge-
stuft. Nicht nur, dass Europa in der Mitte der Karte steht, sondern vor allem
die Tatsache, dass es gegeniiber den Landflichen in Aquatornihe zu groB3
dargestellt ist, wird kritisiert. Die moderne Peters-Projektion kann so als
Antwort darauf gesehen werden, da diese flichentreu ist. Dazu wird nun
die notwendige Streckung der Breitenkreise durch eine Stauchung der Me-
ridiane ausgeglichen. Damit werden die Abstinde zwischen zwei benach-
barten Breitenkreisen auf der Karte immer kleiner, und gehen gegen Null,
wenn man sich einem Pol nihert.
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