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Forschendes Lernen mit Hilfe von Optimierungsaufgaben am
Beispiel eines klassischen Lokalisierungsproblems

,»Wo ist der beste Standort fiir einen Spielplatz?* (Roth-Sonnen (2005):
Was ist ein Mittelpunkt?). Diese Aufgabe hat keine geschlossene algebrai-
sche Losung — und bietet damit einen Einstieg in realitdtsbezogene Situati-
onen des Forschenden Lernens.

Am Beispiel des historischen Fermat-Weber-Problems soll das fiir den Un-
terricht auf der Sekundarstufe 2 aufzeigt werden. Neben numerischen Ver-
fahren werden Losungen mit GeoGebra vorgestellt.

1. Gutachteraufgaben im Kontext des Forschenden Lernens

Roth hat sich mit Forschendem Lernen im Mathematikunterricht auf viel-
faltige Weise auseinander gesetzt, und unter anderem die Frage gestellt:
,Kann man forschen lernen?** (Roth 2014). Er beschreibt anhand konkreter
Beispielen aus den Gebieten der ,,Kombinatorischen Optimierung* oder
den Naturwissenschaften, wie Schiilerinnen und Schiiler auf der gymnasia-
len Stufe subjektiv neue Bereiche erforschen. Oldenburg und Ludwig ver-
muten, dass Experimente Lernprozesse auslosen und Lernwege steuern
konnen (Ludwig 2007), dabei werden nach ihrer Auffassung die Kompe-
tenzen Argumentieren und Modellieren gefordert. AuBBerdem konnen Ler-
nende in die Rolle von Forscherinnen und Forscher schliipfen wihrend des
Arbeitens an den Fragestellungen. Sie konnen interaktive Werkzeuge nut-
zen (Gassner 2012, Guggisberg 2014), um ihre erstellten Thesen zu {iber-
priifen.

Kaenders zeigt mit Hilfe des Mathematikwerkzeugs GeoGebra an zahlrei-
chen Beispielen, wie forschend-entdeckender Unterricht auf konstruktivis-
tische Art und Weise gelingen kann (Kaenders 2011). Roth-Sonnen be-
schreibt, wie anhand einer Fragestellung mit Alltagsbezug eine allgemeine-
re, abstraktere oder generalisierte Fragestellung entstehen kann. Die kon-
krete Frage, wo der beste Ort fiir einen Kinderspielplatz liegt, kann in eine
allgemeinere Fragestellung nach der Definition eines Mittelpunkts (Roth-
Sonnen 2005) iiberfiihrt werden.

Diese Art von Fragestellungen eignen sich im Besonderen fiir den didakti-
schen Einsatz der Gutachtermethode (Barzel 2014). Schiilerinnen und
Schiiler setzen dabei ihr mathematisches Handwerkszeug als Expertenwis-
sen ein, um vorgegebene konkrete Fragestellungen zu bearbeiten und be-
griindete Losungsvorschldge zu unterbreiten. Im Folgenden werden wir,
ausgehend von der Fragestellung nach einem optimalen Ort (Lokalisie-
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rungsproblem), eine mogliche Unterrichtssituation beschreiben, in welcher
die Schiilerinnen und Schiiler mit Hilfe von GeoGebra verschiedene Lo-
sungsvorschlige erforschen konnen.

2. Was ist der beste Ort fiir einen Spielplatz

Die hier vorgeschlagene Variante nutzt die dynamische Geometriesoftware
GeoGebra. In Zweier- oder Dreiergruppen sollen die SuS verschiedene
mogliche Standpunkte fiir einen Spielplatz bei einer vorgegebenen Situati-
on erproben und Argumente fiir [hre gefundene Wahl des Standortes sam-
meln.

In einer Gruppendiskussion erkennen manche Schiilerinnen und Schiiler,
dass ein idealer Standpunkt von verschiedenen weiteren Rahmenbedingun-
gen abhédngen kann, wie z.B.

* mdglichst sicherer und direkter Zugang,

* moglichst in der Néhe vieler Kinder (Abhingigkeit der Bewoh-
nerstruktur),

* moglichst wenig Larmemission zu ndchsten Nachbarn.

Beim Ausarbeiten verschiedener Gutachten kann auch die Frage auftreten
mit welchem Mal, respektive welcher Norm, sollen Distanzen zwischen
dem Spielplatz und den einzelnen Hauser gemessen werden. Das erste Bei-
spiel verwendet einfach die Distanzmessung von Geogebra.

dist = 16.19

D

Abbildung 1 GeoGebraApplet zum interaktiven Suchen nach dem optimalen Ort fiir einen Spielplatz. Als
Distanz von einem Haus zum Spielplatz wird die Luftinen (euklidische Norm) verwendet
(http://tube.geogebra.org/material/show/id/320855 )

Die Gutachten nutzen GeoGebra um einen moglichst optimalen Ort durch
manuelles Experimentieren zu eruieren. Daraus erdffnet sich die Frage, ob
es nicht auch eine geometrische oder algebraische Losung fiir diese Art von
Problemen gibt.
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3. Von einem historischen Problem zu aktuellen Forschungsgebieten

,,Wo befindet sich ein Punkt P in einem Dreieck, wenn die Summe aller

Abstinde von diesem Punkt P zu allen Ecken minimal sein soll?* (Fermat,
nach Dérrie 2013)

Im Band 8 des Schweizer Mathbuch, Lernumgebung 18, (Affolter 2003)
wird neben den klassisch ausgezeichneten Punkten im Dreieck auch nach
dem Fermat-Punkt gesucht. Fiir den Fall n=3 (Dreieck) existieren geomet-
risch und algebraische Losungen zur Auffindung dieses Punktes. Zahlrei-
che modern gefasste und fiir Schiilerinnen und Schiiler lesbare Beweise
finden sich in der Publikation von Hans Engelhaupt (Engelhaupt 2004).

Eine Generalisierung des Fermat-Problem lésst sich auf natiirliche Weise
realisieren, z. B. mit der Fragestellung: , Existiert ein optimaler Ort, von
dem die Summe aller Abstdnde zu n > 3 Punkten minimal ist ?*

4. Numerische Methode zur Bestimmung eines optimalen Orts

Ein approximatives Losungsverfahren hat Andrew Vazsonyi bereits 1932
im Alter von 16 Jahren gefunden und dieses 1937 in einer japanischen
Zeitschrift in franzosicher Sprache unter seinem jlidischen Namen Endre
Weiszfeld verdffentlicht. Der Artikel trug den Titel ,,Sur le point pour
lequel les sommes des distances de n points donnés et minimum®
(Weiszfeld 1937). Der Kern des Weiszfeld-Algorithmus basiert auf einer
iterativen Gewichtung von Verbesserungen.
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Abbildung 2 GeoGebraApplet, mit Hilfe des Weiszfeld-Algorithmus wird der Fermat-Punkt (tiirkis) ap-
proximiert (¢ < 0.01), die einzelnen Iterationsschritte werden als Punkte visualisiert und als Koordinaten
in der Tabellenansicht ausgegeben. (http://tube.geogebra.org/material/show/id/53072 )

Die Programmierschnittstelle von GeoGebra ermdglicht eine Implementie-
rung des Weiszfeld-Algorithmus. Bei jeder Anderung der Ausganslange
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lasst sich der Schwerpunkt (rot), der Fermat-Punkt (tlirkis), sowie die Itera-
tionsschritte neu berechnen und visualisieren. Weiterfilhrende Fragestel-
lungen wie z.B. ,, Welche Positionen kann der Fermat-Punkt annehmen,
wenn nur eine Position eines Ausgangspunktes verdndert wird?*“ kdnnen
mit Hilfe von interaktiven GepGebraApplets untersucht werden (Geo-
GebraBook http://tube.geogebra.org/book/title/id/740553 ).

5. Reflexion und Ausblick, Subjektives Entdecken mit Hilfe von Geo-
Gebra

Dieser Beitrag soll zeigen, dass eine pragnant formulierte Fragestellung mit
Alltagsbezug, wie z.B. das Fermat-Problem, das Potenzial fiir eine ge-
schichtliche Entdeckungsreise wie auch tiefere mathematische Reflexion
ermdglicht. Werkzeuge wie GeoGebra erlauben es uns Probleme zu gene-
ralisieren und komplexere Konfiguration, wie z.B. ein optimaler Ort inner-
halb Europas mit Hilfe von Simulationen zu erkunden.
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