Martin Erik HORN, Berlin

Strukturierte Beschreibung von Reflexionen

In Lehrbiichern erfolgt die mathematische Darstellung von Reflexionen oft
wenig strukturiert, konzeptuell ungeordnet und in vielen Fillen nicht leicht
nachvollziehbar. Insbesondere die unterschiedlichen Darstellungen von
Operatoren und Operanden (beispielsweise von Operatoren als Reflexi-
onsmatrizen, die auf Vektoren als Operanden einwirken), steht einem tiefe-
ren Verstindnis von Reflexionen im Wege.

Deshalb soll hier eine Moglichkeit aufgezeigt werden, bei der Operatoren
und Operanden durch gleichartige mathematische Objekte dargestellt wer-
den. So sollte es keinen Unterschied machen, ob ein Vektor als Operand
fungiert und reflektiert wird, oder ob der gleiche Vektor als Repridsentant
einer Achse und damit als Operator fungiert, der die Reflexion an dieser
Achse vermittelt. In einer konsistenten Beschreibung werden gleiche Gro-
Ben gleichartig ausgedriickt werden. Die mathematische Sprache, die dies
gestattet, wird Geometrische Algebra genannt (Doran & Lasenby 2003).

1. Uberblick iiber die Reflexionsformeln

Reflexionen von Punkten (Skalare), Vektoren (orientierte Streckenstiicke),
Bivektoren (orientierte Flachenelemente), Trivektoren (orientierte dreidi-
mensionale Volumenelemente), Quadrovektoren (orientierte vierdimensio-
nale Hyper-Volumenelemente), Pentavektoren (orientierte fiindfimensiona-
le Hyper-Volumenelemente) an Punkten, Achsen, Ebenen, dreidimensiona-
len Rdumen oder beliebig hoherdimensionalen Hyperraumen werden dann
durch das Sandwich-Produkt beschrieben:

reflektiertes reflektierendes) /urspriingliches reflektieren?fs -
Objekt == Objekt Objekt Objekt (1)

Hier werden Reflexionen als links- und rechtsseitige Multiplikation von
GroBen der Geometrischen Algebra (Clifford Algebra) ausgedriickt. Zum
Verstindnis dieser Beziehung ist eine Kenntnis der Matrizenmultiplikation
nicht notwendig. Reflexionen konnen somit als einfache Produkte unter
Beriicksichtigung der Vertauschungsregeln berechnet werden (Doran &
Lasenby 2003), (Horn 2010). Dies ist mit Sicherheit einfacher als ein Um-
gang mit Matrizen, die nicht immer problemlos zu konstruieren sind.

Im Folgenden werden diese Formeln explizit ausgefiihrt. Gleichungen (9) —
(11) und (15) — (17) sind bekannt (Vince 2010, S. 258). Die anderen For-
meln wie auch ihre hoherdimensionalen Verallgemeinerungen (Horn 2015)
folgen zwanglos und gelten auch in raumzeitlichen Geometrien.
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Reflexion an einem Punkt, der durch den Skalar { reprisentiert wird:

Punkt (Skalar) k kg = 0k )
Vektor r g =—0r ¢! 3)
orientiertes Flachenstiick A A= LAL! (4)
orientiertes Volumenelement V Ve =— LV ! ®))
vierdimensionales Hyper-Volumenelement H He= CHO! (6)
fiinfdimensionales Hyper-Volumenelement B B =— (B! (7)

Reflexion an einer Achse, die durch den Vektor n repriasentiert wird:

Punkt (Skalar) k Kieg = nkn' (8)
Vektor r e = Drn 9)
orientiertes Flachenstiick A Ao =nAn"' (10)
orientiertes Volumenelement V Ver=nVn' (11)
vierdimensionales Hyper-Volumenelement H Heo=nHn' (12)
fiinfdimensionales Hyper-Volumenelement B B =nBn' (13)

Reflexion an einer Ebene, die durch den Bivektor N reprisentiert wird:

Punkt (Skalar) k ket = NKN' (14)
Vektor r r. =—NrN' (15
orientiertes Flachenstiick A A= NAN'! (16)
orientiertes Volumenelement V V.s=—NVN' (17)
vierdimensionales Hyper-Volumenelement H H.,= NHN' (18)

fiinfdimensionales Hyper-Volumenelement B B.. =—NBN"' (19)

Reflexion an einem dreidimensionalen Raum, der durch den Trivektor
T repriasentiert wird:

Punkt (Skalar) k ket = TKT' (20)
Vektor r ree = TrT' (21)
orientiertes Flachenstiick A A= TAT! (22)
orientiertes Volumenelement V Ver= TVT! (23)
vierdimensionales Hyper-Volumenelement H Hos=THT ' (24

fiinfdimensionales Hyper-Volumenelement B B.=TBT ' (25
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Reflexion an einem vierdimensionalen Hyperraum, der durch den
Quadrovektor Q reprisentiert wird:

Punkt (Skalar) k ket = QkQ™' (26)
Vektor r ree =—QrQ~" (27)
orientiertes Flachenstiick A A= QA Q_1 (28)
orientiertes Volumenelement V Vit =—QV Q_1 (29)

vierdimensionales Hyper-Volumenelement H Hos= QHQ ' (30
fiinfdimensionales Hyper-Volumenelement B B.=—QBQ ' (31)

Reflexion an einem fiinfdimensionalen Hyperraum, der durch den
Pentavektor P reprisentiert wird:

Punkt (Skalar) k ket = PKP' (32)
Vektor r r = PrP'  (33)
orientiertes Flachenstiick A A =PAP! (34)
orientiertes Volumenelement V Ve = PVP! (35)
vierdimensionales Hyper-Volumenelement H Ho,=PHP' (36)

fiinfdimensionales Hyper-Volumenelement B B..=PBP' (37)

Nein, es stellt keine Zeit- oder Platzverschwendung dar, die Formeln in
dieser Vollstindigkeit ausfiihrlich niederzuschreiben. Nur so wird die Vor-
zeichenstruktur, die andere Autoren abweichend setzen, anschaulich klar.
Um beispielsweise ein negatives Vorzeichen in Gl. (9) zu generieren, wird
in (Doran & Lasenby 2003, Abs. 2.6), einem Standardwerk zur Geometri-
schen Algebra, die Reflexion an einem Vektor durch die Reflexion an ei-
nem Bivektor ersetzt und konzeptuell verwischt. Manche Autoren
schlussfolgern deshalb, dass ,,a line reflection is actually not a reflection,
but a rotation® (Dorst et al. 2007, S. 169). Wie die folgenden Abschnitte
zeigen, gibt es didaktische Griinde, die Wirkungsrichtung dieser Aussage
umzukehren. Eine Rotation ist nicht nur eine Rotation, sondern im forma-
len Sinne von GI. (1) auch eine Reflexion.

2. Rotationen als Reflexionen an Parallelogrammen

In der Geometrischen Algebra (Clifford Algebra) konnen orientierte Paral-
lelogramme nyn, als Linearkombination eines Skalars £ und eines Bivek-
tors N aufgefasst werden. Eine Rotation stellt deshalb analog zu GIl. (1)
immer ein Sandwich-Produkt eines mathematischen Objektes mit einem
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orientierten Parallelogramm nyn, = £ + N dar. So fiihrt die Zweifach-Refle-
xion eines Vektors r an Achsen in Richtung der Vektoren n; und n, auf die

Rotation eines Vektors: I'rot = (N1N2) ¥ (N1n2)-1= (£ + N) r (£ + N)-1 (38)

Dies entspricht der Reflexion an einem orientierten Parallelogramm.

3. Hyperbolische Rotationen als Reflexionen

Rotationen als Reflexionen an Parallelogrammen stellen Transformationen
dar, bei der Vektoren in transformierte Vektoren iliberfiihrt werden. Min-
destens ebenso interessant ist jedoch der Fall, dass Vektoren bei der Refle-
xion ihre geometrische Qualitdt dndern und in Bivektoren iiberfiihrt wer-
den. Dies gelingt mit der Reflexion an einer Linearkombination W = { + n
aus einem Skalar und einem Vektor.

Hyperbolische Rotation: Lo =WrW ' '=@+n)r@+n)"’ 39)

Streckenelemente werden dabei mathematisch in Flachenstiicke iiberfiihrt,
wie auch das Beispiel mit W = cosh a + sinh a ok (siche Abb. 1) zeigt.

xy-Epene Abb. 1: Der Vektor oy wird in
W oy W = cosh (2a) oy + sinh (2a) oxoy
tiberfiihrt, wahrend der Bivektor oxoy in
Wo,oyW =sinh (2a) oy + cosh (2a) oxoy
OxOy tiberfiihrt wird.
Oy y-Achse

Diese Reflexion an £ + n entspricht somit einer hyperbolischen Rotation.

4. Ausblick: Konforme Geometrische Algebra (CGA)

Die hier diskutierte Betrachtung von Reflexionen bezieht sich einzig auf
Richtungsinformationen geometrischer Grof3en. Mit Hilfe der CGA koénnen
in dhnlicher Weise auch Ortsinformationen reflektiert werden.
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