Rainer KAENDERS, Bonn

Flichenbestimmung mit Ahnlichkeit als Alternative zur so
genannten 'h-Methode'

,Es irrt der Mensch, solange er strebt.” (Johann Wolfgang Goethe). Zahlen
allerdings konnen — anders als Menschen — weder gegen etwas laufen, sich
anndhern noch streben. Eigenschaften von Zahlen, unter anderem ihr Wert,
dandern sich, wenn man eine Zahl durch eine andere ersetzt.

Eine begrifflich tragfihige Entwicklung der Infinitesimalrechnung in der
Schule ist durch den Wegfall jeglicher Definition eines Grenzwertes zu ei-
ner Herausforderung geworden. In Schulbiichern wird Sprache eingefiihrt,
wie: ,,x+0,5 — 0,5+0,5 = 1 fiir x — 0,5; gelesen: x+0,5 strebt gegen 1 fiir x
gegen 0,5.“ Doch Zahlen streben nicht und konzeptionelle Herangehens-
weisen fehlen. Bei der so genannten 'h-Methode' werden diese begrifflichen
Defizite offenbar. Wir schlagen einen Einstieg in die Infinitesimalrechnung
vor, der iiber Ahnlichkeits- und Symmetriebetrachtungen von Flichen zu
den wichtigsten Funktionen der Schulmathematik fiihrt.

Christoph Kirfel (2014) hat einen vergleichbaren Zugang zur Integral-
rechnung mit der Idee des flamischen Jesuiten Gregorius van St.-Vincent
zum Logarithmus gefunden. Er studiert das Transformationsverhalten von
Rechtecken in Ober- und Untersummen bei speziellen Funktionen. Unser
Ansatz dagegen bendtigt keinen technischen Integralbegriff, sondern nutzt
lediglich die Ahnlichkeiten und Symmetrien der gesamten Graphen dieser
Funktionen, um die Fldchen unter den Graphen direkt zu bestimmen.

1. Die so genannte h-Methode

Bei dieser ,Methode‘ wird ein algebraischer Ausdruck eines Differenzen-
quotienten (f(x + h) — f(h))/h so umgeformt, dass h = 0 eingesetzt
werden kann. Da h = 0 allerdings zunéchst explizit ausgeschlossen war,
wird dieser Versto3 gegen die Logik mit einer eigenen Formulierung ver-
sehen: ,,h strebt gegen Null“. Zugleich werden in Beispielen und mittels
mathematischer Software verschiedene kleine Zahlen fiir h eingesetzt.
Doch die h-Methode wird dem infinitesimalen Charakter des Grenziiber-
gangs genauso wenig gerecht, wie es etwa der Unendlichkeit der Primzah-
len gerecht wird, wenn man mit einem Rechner immer wieder neue grofle
Primzahlen entdeckt.

In der Regel wird die h-Methode bei f(x) = x™ praktiziert. Hier wird hau-
fig auch noch der ungeschickte Zugang iiber den binomischen Lehrsatz
gewdhlt. Dabei erlaubt die geometrische Reihe einen einfachen direkten
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Zugang. Mit  x' —x¥ = (x; — x0) (P + ] 2xg + o+ xxd T+
x?~Dwerden der Differenzenquotienten und auch die Monotonie der Funk-
tion gut verstehbar.

Wie gehen wir mit dem Wegfall des Grenzwertbegriffs um? Die Definition
des modernen Grenzwertbegriffs mit drei Quantoren ist schwer. Doch gibt
es einfachere infinitesimale Betrachtungen. Beispielsweise konnen wir

leicht fiir eine Zahl C folgern: [V k > 1: %-4711 <C<k-4711]=>C =
4711.

Koénnen wir den Grenziibergang bei der Differentiation in speziellen Fillen
durch Betrachtungen mit einem Quantor ersetzen? Eine derartige Argu-
mentation kennen wir auch von der Ableitung des Sinus. Ein einfacher
Vergleich von Flidcheninhalten (vgl. Priestley, 1979) liefert:

1 sin(h
cos(h) = h( :

< cos(h), woraus wir folgern lim,_,, Sinh(h) = 0.

VY h>O0:

2. Flichenberechnung bei Potenzfunktionen durch Ahnlichkeit

In (Kaenders, 2014) haben wir eine Herangehensweise an die Quadratur
der Parabel vorgestellt, wie sie unseres Wissens in der Literatur nicht zu
finden ist und die auf der Feststellung (kognitiver Konflikt) beruht, dass je
zwei Parabeln zueinander dhnlich sind. Auch die Graphen zweier Funktio-

nen aus der Familie von Funktionen f(x) = ax™ fiir a > 0 sind einander
dhnlich.

Fiir festes x werden wir die Fldche A(x) = A zwischen dem Graphen einer
Funktion f(x) = ax™ und der x-Achse von 0 bis x quadrieren.

Dazu betrachten wir eine zentrische Streckung mit Faktor A > 1 vom Ur-
sprung des Koordinatensystems O aus und wéhlen eine Parallelstreckung
parallel zur y-Achse von der x-Achse aus mit Faktor p > 0 dergestalt, dass
die Bilder des Graphen der Funktion f(x) = ax™ unter beiden Abbildun-
gen iibereinstimmen. Zentrische und parallele Streckung bilden wie folgt
ab:

(o fG)) = Qx,Af(x) und (¥, f(x)) = (&', uf (x").

Bei beiden hat der Graph von f(x) = ax™ dasselbe Bild, falls Abszisse
und Ordinate iibereinstimmen: x’ = Ax und Af (x) = uf (x'). Zusammen-
gefasst erhalten wir die Bedingung: Af (x) = uf (Ax) oder kurz uA"~1 = 1.

Die Bilder der Flidche A unter beiden Abbildungen stimmen nicht genau
iiberein, auch wenn sie beide vom Graphen von pfnach oben begrenzt
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werden. Thre FlichenmaBe A?4 und pA unterscheiden sich durch einen
schmalen Streifen der Breite Ax — x. Also, mit der Monotonie:

uf (x) (Ax —x) < 224 — uA < uf (Ax) (Ax — x).

Ausklammern von x und Division durch (4 — 1) ergibt:

A —u
X)x <——A < f(Ax) x.
4 p—1) /
Doch mit A" = 1 gilt: = =221 4 L A4 22 + o + A" Also
H giit: u(1-1) -1 )
a xn+1 a An xn+1
VA > 1: <A

Tt A+ d - STaar

was sich mit k = A™ abschétzen ldsst zu:
a
n+1 n+1

Hieraus schlieen wir, dhnlich wie in der Einleitung, dass A = X

Vk > 1: l(

” xn+1)SASK-(

xn+1)’
n+1

Mutatis mutandis funktioniert diese Methode fiir jeden reellen Exponenten
w# —1inf(x) = ax".Im Fallw = —1 ist A> = g und folglich kénnen
wir hier nicht durch den Faktor vor A dividieren.

Wollen wir umgekehrt eine Funktion der Form F(x) = bx™*! ableiten, so

erkennen wir hierin zunichst eine Fldchenfunktion unter dem Graphen von
f(x) =ax™ mit a = (n+ 1)b. Dann ist F(x + h) — F(x) der Flichen-
inhalt eines Streifens der Breite h, dessen Hohe sich zwischen f(x) und

f(x + h) bewegt. Das heifdit: f(x) < w < f(x+h)bzw.F' = f.

3. Quadratur der Hyperbel

Fiir die Funktion f(x) = %bezeichne L(a, b) den Flacheninhalt unter dem

Graphen von f zwischen x = a und x = b. Aus obigen Betrachtungen
folgt, dass uL(Aa,Ab) = A%L(a,b) ist. Mit u = A% gilt: L(Aa,Ab) =
A2L(a,b). Zusammen mit der Additivitit der Flicheninhalte ergibt sich
auch auf unsere Weise die wichtigste Eigenschaft des Logarithmus:
L(1,x)+L(1,y) =L(1,x) + L(x,xy) = L(1,xy).

Der flimische Jesuit Gregorius van St-Vincent (1584-1667) hatte dieses
Gesetz iiber die Exhaustion mit Rechtecken erkannt (vgl. Edwards, 1979).
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4. Quadratur der Exponentialfunktion

Der Graph der Exponentialfunktion besitzt eine andere Symmetrie. Be-
trachte eine Translation in x-Richtung um 7 > 0 und wéhle eine Parallel-
streckung mit Faktor p > 0 von der x-Achse aus so, dass die Bilder des
Graphen der Funktion f(x) = a* tibereinstimmen.

(x,f()) = (x +7,f (%) uml(Xf@ﬂ)H(xuﬂﬁD

Bei beiden hat der Graph von f(x) = a* J
dasselbe Bild, falls Abszisse und Ordinate
iibereinstimmen: x'=x+7 und f(x) =
uf (x"), dh. u = a *. Die Bilder der Fliche
A unter beiden Abbildungen stimmen aller-
dings nicht iiberein; beide werden von dem ] T

Bild des Graphen von fnach oben begrenzt A=Al = Tkt f 6%, |
werden. '

Die Flichen stimmen auf zwei Streifen (linker Streifen I, rechter Streifen
1) Die Differenz der beiden Streifen ist A — pA. Dies schitzen wir ab:

(na* — ua® )t < A — pA < (ua*** — pa®)t

1 L.
A< a*® —a®, womit wir die

.. . a1
Konvergenz des schwierig zu behandelnden Grenzwertes llmr_,oTer-

e . a®-—
Division durch ut ergibt:a* —a® < -

halten, den wir In(a) nennen. Die gesuchte Flidche ist dann A(x) =

m( a* —1).

5. Resumé

Die Existenz und einfache Eigenschaften der Flichenmalle, die sich beim
Riemann-Integral direkt aus der Konstruktion ergeben, setzen wir voraus.
Der Fundamentalsatz kommt auf natiirliche Weise ins Spiel und alle Stan-
dardfunktionen der Schule sind so behandelbar. Die zu Unrecht aus dem
Schulstoff verdringten Ungleichungen werden rehabilitiert.
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