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Graphikwerkzeuge als Modellierungsanlass

Die Entdeckung von Mathematik, die sich hinter bekannten (Computer-)
Programmen, wie Zeichenprogrammen, verbirgt, nutzen wir hier zum An-
lass, eben diese Mathematik, mit Hilfe eines mathematischen Modellie-
rungsprojekts, ,,freizulegen®. Ol
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Die Figur auf dem Bild ist mit :
der  Freeware  SumoPaint L o
(www.sumopaint.com) erstellt. .
/ ' 4 l

In SumoPaint gibt es wie in fast

jedem Programm die Option ei-

ne gezeichnete Strecke ,,zu Abbildung 1: Darstellung eines bel. Objekts in SumoPaint
krimmen*. Auf diese Weise

lassen sich beliebige Kurven erstellen.

Wie ein Computer diese Kurven generiert, dariiber ldsst sich in SumoPaint
nichts erfahren. Diesen Umstand machen wir uns zu Nutze: Schiilerinnen
und Schiiler betétigen sich im Rahmen einer Unterrichtseinheit als Desig-
ner und entdecken gemeinsam die zugrundeliegenden mathematischen Hin-
tergriinde.

Als Ausgangspunkt dienten Kurven, die an Parabeln erinnerten. Es wurden
anfanglich mehrere aneinander gekoppelte Parabelstiicke durch vom Be-
nutzer vorgegebene Punkte gelegt. Durch je zwei aufeinanderfolgende
Punkte wurden Parabeln (y = ax? + bx + ¢) erstellt, zusitzlich sollte die
Tangentensteigung im Startpunkt vorgegeben werden. Die Beschreibung
der genauen (unterrichtlichen) Umsetzung kann in Kirfel (2015) nachgele-
sen werden.

Zu jedem neuen Punkt, der in der Zeichnung beriicksichtigt wird, bekom-
men wir in neues Parabelstiick. Die Schiilerinnen und Schiiler bauten nach
einer Weile selbst ihr Kurvenzeichenwerkzeug in GeoGebra nach, indem
sie zwei Parabelstiicke erstellten und damit experimentierten. Nach und
nach entstand der Wunsch, dass die Parabelstiicke glatt ineinander iiberge-
hen sollten. Aus einer intrinsischen Motivation seitens der Schiilerinnen
und Schiiler entstand also der Wunsch nach einem Modell ohne Knicke in
der Kurve.
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Durch Erweiterung auf weitere vorhandene Ankerpunkte konnten auch dort
solche glatten Ubergidnge erreicht werden. Es ist dann nur noch die Stei-
gungszahl der allerersten Starttangente frei wéhlbar.

Schwichen des gewihlten Modells

Nachdem mit Hilfe des ersten Modells umfassend experimentiert wurde,
wurden auch die vorliegenden Méngel (des Modells) sichtbar. Zum einen
wurden die Zeichnungen sehr bizarr, wenn zwei Punkte sehr nahe beiei-
nander lagen, also anndhernd dieselbe x-Koordinate hatten. Dieses Phédno-
men war fiir die Schiilerinnen und Schiiler aber vergleichsweise leicht zu
erkldren. Liegen die Punkte gerade ilibereinander, bricht die Berechnung ab,
da der Nenner in der Formel,
welche von den Schiilerin-
nen und Schiilern zur Auf-
findung der Parabelparame-
ter (a,b,c) entwickelt wur-
B ok " den, zu Null wird. Die Kur-
- ven werden so zu senkrech-
ten Linien und dieser Effekt
Abbildung 2 pflanzt sich auf die anderen
Ankerpunkte fort.

M \Punkt #7

Dies gilt hauptsédchlich fiir das glatte Modell. Das ist natiirlich ein ernsthaf-
ter Mangel, der in einem professionellen Zeichenprodukt nicht auftreten
darf.

Ein anderer Nachteil unseres Modells ist, dass die Kurven keine senkrechte
Tangente haben konnen. In einer Zeichnung kann gerade dies gewiinscht
sein. Wir erzeugen zudem keine geschlossene Kurve, die einen oberen und
einen unteren Ast hat, was ja in einer Zeichnung durchaus wiinschenswert
wire. Unser Modell eignet sich im Grunde nur fiir eine Reihe von Punkten
mit steigenden Abszissen-Werten (Gebirgslandschatft).

Die Schiilerinnen und Schiiler waren mit ihren eigenen gezeichneten Kur-
ven zufrieden, gleichzeitig aber auch ein bisschen enttduscht, dass sie nicht
die Funktionalitdt eines professionellen Programms darstellen konnten.
Dies ist der Ausganspunkt fiir eine weitere neue Idee — die Verwendung
von Vektorfunktionen.

Als Startpunkt wurde eine Vektorfunktion P(t) = Pt gewdhlt, also blof3
einen Vektor P; der mit Hilfe einer Variabel ¢ verkiirzt oder verldngert
wird. Die Resultatvektoren liegen auf einer Geraden. Des weiteren betrach-
teten die Schiilerinnen und Schiiler eine andere Vektorfunktion P(t) =
P;t + P,. Durch eine Erweiterung der Vektorfunktion zu P(t) = P;t% +
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P,t + P; gelangten die Schiilerinnen und
Schiiler zu einer neuen Erkenntnis. Sie konn-
ten beobachten, dass die Kurven jetzt viel
mehr den Kurven aus SumoPaint glichen.
Zwar dhnelte auch hier alles Parabeln, aber
diese konnten jetzt auch gedreht im Koordina-
tensystem auffindbar sein (vgl. Abb. 3). Da-
mit erhohte sich auch die Motivation der
Schiilerinnen und Schiiler. Dies fiihrte dazu,
dass sie mehr iiber den Zugang mit Hilfe von
Abbildung 3 Vektorfunktionen wissen wollten.

Die Verwendung von Bézierkurven als einer speziellen Form quadratischer
Vektorfunktionen, P)=P,(1—-t)?2+2P, (1 —1t)-t+ P3t? =

(:2) (1-t)?2+2 (Zi) 1-t)-t+ (1;2) -t? hatte klare Vorteile, die

auch bald von den Schiilerinnen und Schiilern erkannt wurden. Sie erkann-
ten bald, dass sich das Intervall [0, 1] als Definitionsbereich fiir die Variab-
le t eignet, weil dann nimlich P(0) = P;,(1 —0)2 +2P,(1—-0)-0 + P; -
02=P,und P(1) = P,(1 —1)2+2P,(1 —1) -1+ P;-1% = P; gilt. Da-
mit war auch die Bedeutung der Punkte P; und P; in der Formel geklért.
Nur der Punkt P, war noch ungeklart. Wird mit der zugehorigen Vektor-
funktion experimentiert, erkennt man dass der Punkt P, fiir die Tangenten
im Start- und Endpunkt des Intervalls verantwortlich ist. Daraufhin ent-
stand die Idee, die Ableitung der Vektorfunktion P'(t) = -2 P, (1 —t) +
2 P, (1 —2t) + 2 P;t zu untersuchen.

Die Schiilerinnen und Schiiler waren bereits mit dem Begriff der Ableitung
einer Vektorfunktion vertraut und wussten, dass die Ableitung die ,,Ge-
schwindigkeit* eines Punktes, der sich entlang der Kurve bewegt, be-
schreibt. So konnte dann die Start- und Endgeschwindigkeit ermittelt und
eine korrekte Interpretation des Vorgangs, im Zuge der Validierung, durch-
gefithrt werden: die Tangente der Kurve ist im Startpunkt ein Vektor, der
von P; nach P, zeigt und der entsprechende Tangentenvektor zeigt fiir die
Endtangente von P, nach P;. Damit wird also P, zum Steuerpunkt fiir die
Tangenten in den Endpunkten und die Schiilerinnen und Schiiler konnen
die Kurve nun ,,kontrollieren®.

Die Funktionalitit eines professionellen Zeichenprogramms wie z. B. Su-
moPaint wurde entdeckt, gleichzeitig die Méngel des urspriinglichen, selbst
erstellten Zeichenwerkzeugs (Division durch Null, senkrechte Tangenten,
doppelte Aste) behoben. Es wire spannend gewesen, hier noch weiter zu
gehen und mehrere Bézierkurvenstiicke hintereinander zu setzen oder zu
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beschreiben, wie man glatte Ubergiinge zwischen solchen Kurvenstiicken
hinbekommt. Auch hitte es sich gelohnt, Bézierkurven dritten Grades zu
studieren, wie man sie im Zeichenprogramm Paint findet. Dies sind Ideen
fiir zukiinftige Projekte.

Fazit

Der Modellierungsprozess wird als Kreislauf mit mehreren Phasen be-
schrieben, die ggf. auch mehrmals durchlaufen werden miissen (vgl. Blum
& Leil3, 2005, Fischer & Malle, 1985), insbesondere dann, wenn das kon-
struierte Modell nicht den gestellten Anforderungen entspricht. Selten wer-
den in exemplarischen Umsetzungen diese Mehrfachdurchldufe des Prozes-
ses dokumentiert. Im vorliegenden Fall sieht man allerdings deutlich, wie
ein anfangliches Modell eben nur teilweise die gestellten Anforderungen
erfiillt, und in der ,,ndchsten Runde* durch Beriicksichtigung weiterer Pa-
rameter man das Modell weiterentwickeln kann. Die Unzufriedenheit der
Schiilerinnen und Schiiler mit ihrem eigenen Modell konnte nédmlich als
Motivationsfaktor genutzt werden, um sich neuen Stoff anzueignen.

Es wird aber auch deutlich, dass man nicht mit dem endgiiltigen Modell-
vorschlag hétte beginnen konnen, weil dazu der Zugang gefehlt hitte. Der
Durchlauf mit dem ersten ,,fehlerhaften, d.h. nicht passendem, Modell war
notwendig, um das neue Modell zu akzeptieren. So wird sichtbar, wie cur-
riculare Inhalte und der Wissenstand von Schiilerinnen und Schiilern abge-
glichen werden muss, um einerseits die Motivation zu erhalten und ande-
rerseits aber auch Fortschritte im fachlichen (Er-)Lernen zu ermdglichen.
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