Eva MULLER-HILL, Kéln

Mathematisches Erkliaren und substantielle Argumentation
im Sinne von Toulmin

1. Problemstellung

Betrachtet man Erkldren (nachfolgend stets i.S.v. Erkldren-warum) zunéchst
nicht als besonderen Typus von Sprachhandeln, sondern argumentationstheore-
tisch als einen besonderen Typus von Begriindungen fiir einen Sachverhalt, so
geht es beim Erklaren darum, das Explanandum mit Bezug auf geeignete situa-
tionale Randbedingungen aus einem im Rahmen einer geeigneten Theorie giil-
tigen allgemeinen Gesetz zu deduzieren. Eine Erkldrung entspriche in diesem
Sinne dem analytisch-deduktiven Argumentationsideal. Problematisch daran
insbesondere auf das mathematische Erkldren und auf den Mathematikunter-
richt ist das folgende Dilemma: Erkldren als deduktiv giiltige Argumentation
mit gesetzesartigen Prdmissen scheint einerseits zu wenig restriktiv, da so etwa
in Bezug auf mathematische Beweise nicht angemessen zwischen einem formal
korrekten und einem erklirenden Beweis unterschieden werden kann: Jeder
formal korrekte Beweis wdre dann bereits eine Erkldarung. Andererseits er-
scheint diese Konzeption des Erkldrens zu stark restriktiv insbesondere in Be-
zug auf alltdglichen Erklarpraxen im Mathematikunterricht, da sie rein norma-
tiv ist und wenig Anschlussmoglichkeiten z.B. fiir sprachhandlungsbezogene
Aspekte liefert. Dies erfordert eine Differenzierung und Spezifikation von Cha-
rakteristika des Erkldrens iiber das analytisch-deduktive Argumentationsideal
hinaus. Erkldren kann dazu durch eine spezifische Sachverhalts- und Adressa-
tenbezogenheit als besondere Form des Begriindens charakterisiert werden
(vgl. Miiller-Hill 2012).

Sachverhaltsbezogenheit von Erkliren

Allgemeinheit, Giiltigkeit fiir sinnvollen Phdnomenbereich oder/und Situations- bzw. Objekttypus
Angabe von entscheidenden Griinden, Bezug zu wesentlichen, ggf. kausal wirksamen Eigenschaften
beteiligter Objekte

Stiarke von Erkldrungen bemisst sich u.a. an Vereinheitlichungspotential in Bezug auf unterschiedliche
Phénomene

Adressatenbezogenheit von Erkliren
Erkldren dient Verstdindnisforderung bei Adressaten
Bezug zu subjektiven Hintergrundtheorien der Adressaten

Riickfiihrung auf Bekanntes bei gleichzeitiger Informativitdt fir Adressaten

Der hier vorgestellte Ansatz besteht darin, mathematische Erkldrungen unter
Riickgriff auf diese charakteristischen Aspekte als spezifische substantielle
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Argumentationen im Sinne von Toulmin (1958) zu analysieren. Wesentlich fiir
Toulmins Auffassung ist die Zuweisung unterschiedlicher funktionaler Rollen
innerhalb einer Argumentation entlang herausfordernder Fragen. Die im Fol-
genden fiir das Erkldren vorgeschlagenen spezifischen Fragen dienen als eine
erste pragmatische Konkretisierung der genannten Charakteristika.

2. Toulmins funktionale Kernelemente substantieller Argumente

Stephen Toulmin grenzt sich mit seiner argumentationstheoretischen Posi-
tion vom klassischen, analytisch-deduktiven Argumentationsideal ab, wel-
ches die deduktive Giiltigkeit einer Argumentation in den Vordergrund
stellt und wonach giiltige Argumentationen analytisch sind, also die in Fra-
ge stehende Schlussfolgerung stets schon logisch ,,in den Primissen enthal-
ten* ist. Dem gegeniiber stellt er substantielle Argumente, bei denen die In-
formationen, die die Schlussfolgerung enthilt, nicht bereits vollstindig (im
Sinne logischer Folgerung) in den Pramissen enthalten sein miissen. Toul-
min differenziert unterschiedliche funktionale Kernelemente eines substan-
tiellen Argumentes in logischer und epistemologischer Hinsicht u.a. als
Antworten auf verschiedene herausfordernde Fragen eines (hypothetischen)
challenger:

C(laim): behaupteter Sachverhalt.

D(ata): Tatsachenaussagen, Basis fiir C ,,Wovon kannst Du ausgehen?

W(arrant): allgemeine, ggf. hypothetische Aus- | ,,Wie bist du dahin (zu genau diesen Daten) ge-

sage, um Schritt von D nach C zu autorisieren. kommen?*

Modaler Q(ualifier): qualifiziert Stirke des war- | ,,In welchem MalBle garantiert W (auf Basis von D)

rant. den claim? (wahrscheinlich, notwendig, ...)

R(ebuttal): Zeigt Ausnahmen fiir die Giiltigkeit . Unter welchen Umstédnden ist der Schritt von D

des warrant an. nach C nicht autorisiert?*

B(acking): Stiitzung der Giiltigkeit des warrant | ,,Warum glaubst du ist der Schritt von D nach C

innerhalb des Geltungsbereichs. im Allgemeinen (ggf. genauer qualifiziert durch Q)
autorisiert?*

3. Erkliren im Toulmin-Modell — ein Vorschlag

Fach- oder zweckspezifische Spezifikationen dieser funktionalen Rollen
sind von Toulmin durchaus intendiert (vgl. 1958, S. 96). Erkldren scheint
dabei nicht allein iiber den warrant spezifizierbar, sondern erst im explizi-
ten Zusammenspiel von warrant, backing und rebuttal. Im Rahmen dieses
Beitrages schlage ich nur zu einigen der oben genannten Charakteristika
geeignete (noch nicht mathematikspezifische) Spezifikationen der Rollen
,backing® und ,,rebuttal” vor, ohne sie hier detailliert motivieren zu kon-
nen:
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Aspekt Angeben entscheidender Griinde, Bezug zu Hintergrundwissen

Fragen Warum ist der Schritt von D nach C entscheidend, warum funktioniert er so und
nicht anders? Was passiert mit C, wenn D verdndert wird?

Rolle backing aus bekanntem Faktenwissen
Aspekt Erkléiiren als bereichsinvariante allgemeine Begriindung
Fragen Wo endet ggf. der Giiltigkeitsbereich des warrant? Kann man Ausnahmen systema-

tisieren (und damit kontrollieren)?

Rolle rebuttal — spezifiziert bereichseingrenzende Ausnahmen

,,Entscheidend wird hier angelehnt an die Bedeutung von ,,ursdchlich* aufge-
fasst — der ,,und nicht anders“-Teil des backings bzw. die Auswirkungen von
Verdnderungen von D auf C testen gerade auf kausalartige Zusammenhédnge.
Erkldren wird dadurch nicht nur als wissensorganisierend, sondern im Sinne ei-
ner substantiellen Argumentation auch als wissensgenerierend fiir die Adressa-
ten verstanden — selbst bei bekanntem und etabliertem warrant (der aber auch
unbekannt und hypothetisch sein darf) mit maximalem Giiltigkeitsbereich (was
bei erkldrenden Beweisen als Grenzfall auftritt, aber nicht unbedingt bei jeder
mathematischen Erkldrung im Unterrichtsdiskurs). Anmerkung: Die Explikati-
on von backing und rebuttal (und ggf. der zugehorigen qualifier) ist nicht un-
bedingt Teil der iiblichen diskursiven Praxis, sowohl in Alltagsargumentationen
als auch im Mathematikunterricht (vgl. (Toulmin 1958, S. 98), zu letzterem
z.B. (Dooley 2013)). Dies konnte eine Erklarung dafiir sein, warum in empiri-
schen Daten zum Argumentieren Sequenzen zu ,Erkldren-warum* héufig
schwer identifizierbar sind.

4. Beispielanalyse einer moderierten dialogischen Erklirung

Die nachfolgende Unterrichtssequenz ist (Morselli 2013) entnommen (Beteilig-
te: Elio, Beobachterin, Lehrerin). Der Siebtklédssler Elio antwortet auf die Frage
der Lehrerin: ,,Was konnt ihr iiber die Summe dreier aufeinanderfolgender Zah-
len sagen? Die Sequenz hat im Rahmen dieses Beitrages rein illustrierende
Funktion, da sich hier erkldrensspezifische funktionale Rollen innerhalb der
Argumentation vergleichsweise deutlich ausweisen lassen. Bemerkenswert ist,
dass die Lehrerin mit Bezug auf das backing in (5) den qualifier ,,always* ver-
wendet, Elio aber in (6) ein rebuttal einbringt, welches die Bereichsinvarianz
der Erklarung fiir ganz N in Frage stellt. Der fiir Elio wohl auf Zahlen mit {iber-
schaubarer Zifferndarstellung eingeschrinkte Giiltigkeitsbereich des warrant
scheint fiir ihn aber kein sinnvoller Giiltigkeitsbereich im Sinne der Ausgangs-
frage zu sein. Elio liefert im Anschluss einen algebraischen Beweis, der aber
nicht das hier generisch bereits enthaltene allgemeine Argument aufgreift. (Ei-
ne detailliertere Darstellung und Begriindung des folgenden Analysevorschla-
ges unterbleibt aus Platzgriinden.)
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(1 — claim) Elio: the sum [of three consecutive numbers] is a multiple of three.

(2 - data) Elio: = " 4727¢
}@ -4
1452453756
(3 — warrant) Elio: if the third number gives a unit to the first number, we have three

equal numbers.

(4 — backing: ,,nicht anders*) Observer: and in this way you understand why this is a
property that not always holds. [...] This explains why we need three consecutive num-
bers to have it. Elio: if we tried, here, instead of 53, with 54, [ would get 53. I take away
1 from 54 and I get 53, not 52.

(5 — backing: ,,in der Regel so0“) Teacher: and you don't have anymore three equal
numbers. [...] using three consecutive numbers [...] I always get three times the inter-
mediate number, exactly because there is that ,,moving* [of 1 from biggest to smallest
number].

(6 — rebuttal) Elio: but maybe they did not work on great numbers and I could not do
an example on all numbers. (Ergidnzungen und Auslassungen in ,,[]“: EMH)

5. Ausblick und offene Fragen

Der hier umrissene Ansatz kann als Ausgangspunkt zur weiteren Analyse fach-
spezifischer Erkldrungstypen oder -strategien dienen, z.B. von mathematischen
Analogieerklirungen. Er bietet Ankniipfungspunkte fiir Uberlegungen zur Forde-
rung (mathematischen) Erklirens im Unterricht, etwa im Sinne des expliziten
Einforderns erkldrensspezifischer backings und rebuttals durch geeignete, her-
ausfordernde Fragen oder explizite Reflektionen zum Gebrauch geeigneter quali-
fier, weist aber auch besondere, vor allem sprachliche Herausforderungen aus:
Das Identifizieren funktionaler Rollen in einer Argumentation etwa setzt ein re-
flektiertes, prazises Sprachverstidndnis, klare Diskursregeln und ggf. ein geeigne-
tes Metavokabular bei den Beteiligten voraus, da einfache sprachliche Indikato-
ren in konkreten AuBerungssequenzen allein (,,weil®, ,,sofern 0.i., grammati-
scher Satztyp) keine absolute oder zuverldssige Kategorisierung deren argumen-
tativer Funktion im Diskurs erlauben (Toulmin 1958, S. 92; Nielsen 2011).
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