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Neues zum Umkehrfehler in der elementaren Algebra

Der Umkehrfehler in der elementaren Algebra wird seit tiber 30 Jahren stu-
diert. Studien zeigen, dass ein konstant hoher Anteil an Lernenden in allen
Altersstufen diesem Fehler beim Aufstellen von Gleichungen begeht. Zur
Erkldrung wurden einige Theorien entwickeln. Wir vermuten aufgrund von
Testauswertung vor allem eine Verwechslung von Attributen und Operati-
onen als Ursache.

1. Der Umkehrfehler

Bei der Formalisierung von Beziehungen zwischen Quantititen durch al-
gebraische Gleichungen kommt es zu charakteristischen Fehlern: Operatio-
nen und Umkehroperationen werden vertauscht notiert. Beispiele:

Der Rhein ist » Kilometer lang, die Elbe e Kilometer. Der Rhein ist 200km ldnger als die Elbe.
In einem Zoo gibt es ¢ Tiger und p Pumas. Es gibt doppelt so viele Tiger wie Pumas.

Die fehlerhaften Antworten »+200=e bzw 2¢=p werden als additiver und
multiplikativer Umkehrfehler bezeichnet. Dabei kann die Situation textuell,
bildlich oder handelnd gegeben sein. Dieser Fehlertyp ist in der Literatur
gut untersucht, Malle (1993) gibt einen umfassenden Uberblick. Wichtige
Resultate der Diskussion (soweit bereits in Malle zitiert verweisen wir auf
die dortige Darstellung, nicht auf die Originalarbeiten):

* Der Fehler ist stabil und resistent gegen Instruktion (Malle S. 93).

* Die Benennung der Variablen (z.B. x,y statt e,») hat nach einigen
Studien keinen relevanten Einfluss (Malle. S. 94), nach (Sims-
Knight & Kaput 1983) allerdings schon.

* Das schriftliche Formulieren einer graphisch gegeben Aussage (Bal-
kendiagramme fiir beide Groflen) in eigenen Worten und nachfol-
gender Algebraisierung reduziert den Fehler gegentiber einer direk-
ten Ubersetzung Graphik—Gleichung (MacGregor 1990).

Eine naheliegende Erkldrung (so naheliegend, dass sie erfahrungsgemal
von Studenten schnell und von erfahrenen LehrerInnen nach wenigen Se-
kunden als Vermutung geduBert wird) ist, dass stattfindet, was Herscovics
(1989) eine syntaktische Ubersetzung nennt. Beispiel: ,,Doppelt so viele
— 2% Tiger — t, wie — =, Pumas — p. So entsteht die falsche Gleichung
2*r=p. Es wurde aber festgestellt, dass der Fehler auch auftritt bei bildlicher
Darstellung der Situation (Malle S. 95). MacGregor (1990) hat festgestellt,
dass es keinen signifikanten Vorteil gibt, wenn der in ihrer Untersuchung
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aufgestellte Satz (s.0.) sich syntaktisch in eine korrekte Formel iibersetzen
lasst. Christianson et al. (2012) finden ebenfalls keinen starken Einfluss der
Wortstellung. Weiter stellen sie fest, dass Information, die bei der Kon-
struktion eines Situationsmodells hilft, ndmlich die Angabe, welche Zahl
der grofer ist, nicht hilfreich ist. Dagegen konstatieren sie einen sehr star-
ken Ubungseffekt.

Ein anderer wichtiger Erklarungsversuch ist der von Davis (vgl. Malle. S.
96), nach dem der Fehler auf einer Verwechslung von Einheiten- und Zahl-
schema beruht: Eine Grof3e x die als x=ze als Produkt von Maf3zahl z und
Einheit e dargestellt wird, ist invariant, wenn sich z,e kontravariant resp.
kovariant transformieren. Diese Erkldrung erstreckt sich allerdings nicht
auf den additiven Umkehrfehler.

Pawley (2004) zeigt, dass Instruktion mit ausgearbeiteten Losungsbeispie-
len den Umkehrfehler reduzieren kann und schlieBt auf eine hohe cogniti-
ve load als Ursache.

Malle berichtet auch, dass auch Schiiler, die Umkehrfehler machen, korrek-
te Zahlenbeispiele angeben konnen. Der Fehler passiert also offensichtlich
auf der symbolisch-semantischen Ebene. MacGregor&Stacey (1993) wei-
sen alle Erklarungsversuche zuriick und behaupten, der Fehler ldge darin,
dass andere kognitive Strukturen als Repridsentationen von Gleichheit ver-
antwortlich seien. Sie diskutieren mdgliche Darstellungen von Vergleichen.
Dies ist interessant, scheint aber auch zu vage.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die aktuelle Verbreitung des Umkehrfeh-
lers erheben und einige der international gemachten Befunde vor dem Hin-
tergrund des hiesigen Unterrichts zu priifen.

2. Die Studie

Es wurden 118 bayerischen Real- und Gymnasialschiilern der achten bis
zehnten Jahrgangsstufe Fragebogentests in mehreren Varianten vorgelegt.
Jeder Test enthielt 8 Items, von denen je die Hilfte additive und multiplika-
tive Beziehungen betrafen. Die Auswahl der Klassen erfolgte nach Verfiig-
barkeit, die Aussagekraft der Ergebnisse ist also nicht représentativ, son-
dern soll der Exploration dienen.

Um die Rolle der syntaktischen Ubersetzung zu priifen, wurden zwei resp.
drei Items so geschrieben, dass eine syntaktische Ubersetzung den Um-
kehrfehler begiinstigt, erschwert oder neutral dazu ist.
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Die Studie priift, ob zwei Arten von Voriiberlegungen hilfreich sind: 1)
Vorab eine Ungleichung aufschreiben (also etwa r>e). 2) Vorab Zahlbei-
spiele angeben (also etwa r=1200, e=1000). Dazu wurden die Fragebdgen
in zwei Varianten verwendet. In jeder Fassung wurden 4 Items ohne Vor-
iiberlegung und 4 Items mit einer solchen Vorabfrage gestaltet, und die
Rolle der 4 Items wurde zwischen den Varianten getauscht.

3. Ergebnisse

Die Rate der Umkehrfehler lag je nach Item bei 21% bis 28% - also auf
dem zu erwartenden Niveau. Bei fritheren Untersuchungen (Oldenburg
2009) zeigten Oberstufenschiiler ebenfalls etwa 20% Umkehrfehler. Ein
Ubungseffekt wie in Christianson et al. (2012) konnte nicht annihernd ge-
sehen werden, auch wenn die Zahl der Items das erwarten lief3e.

Die Quote der Umkehrfehler war in allen drei Gruppen der unterschiedli-
chen Anwendbarkeit der syntaktischen Ubersetzung fast exakt gleich. Die
international festgestellte Unabhéngigkeit von der Wortstellung kann also
bestétigt werden.

Das Aufstellen einer Ungleichung vorab fiihrt insgesamt nur zu leicht mehr
richtigen Losungen, aber dies ist nicht signifikant (p=0.078 nach Wilcox-
Test) — dies ist vertrdglich mit dem o.g. Resultat von Christianson et al.
(2012). Die Gruppe der Schiiler aber, die die Ungleichung korrekt hin-
schreibt, 16st signifikant besser (p=0.022). Allerdings werden eher andere
Fehler behoben, die Zahl der Umkehrfehler ist nahezu unberiihrt. Es gibt
sogar eine Aufgabe, bei der es eine signifikante Erh6hung des Umkehrfeh-
lers durch Aufschreiben der Ungleichung gibt.

Die Angabe von Zahlenbeispielen wurde nur von einer zweiten Probanden-
gruppe durchgefiihrt (n=42). Die Quote der Umkehrfehler war auffallend
gering (11%) und das Aufschreiben von Zahlenbeispielen wirkte positiv,
wenn auch nicht signifikant.

Einer weiteren Gruppe (Gymnasium, #=29) wurden die Items in multiple
choice-Format vorgelegt, darunter mehrere richtige, etwa =2p, t/2=p und
3=6p. Die Nichtstandardformen wurden dabei {iber alle Items durchweg
schlechter erkannt — im Widerspruch zu Fischer et al. (2011).

4. Interpretation und Konsequenzen

Die Studie bestitigt, dass der Umkehrfehler ein ungeldstes Problem des
Algebraunterrichts ist, wie auch Christianson et al. (2012) konstatieren. Im
Laufe der Arbeit an den Tests hat sich bei uns folgende Hypothese ergeben:
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Attributs-Operations-Verwechslungshypothese: Der Umkehrfehler beruht
(teilweise) auf einer Verwechslung von Operationen und Attributen.

Symbole der Algebra bedeuten teilweise Operationen (etwa der Strich in
7), teilweise Attribute (so ist etwa X nicht der aus x gebildete Vektor, son-
dern der Pfeil ist das Attribut ,,dies ist ein Vektor). Ein Term wie x +
5 kann auf (mehr als, aber die anderen sind hier nicht relevant) zwei Arten
gedeutet werden: 1) Die Zahl, die 5 mehr ist als x2) xist fiinf mehr als eine
Vergleichsgrofle. Diese zweite Attributinterpretation der Operation mag
exotisch wirken, sie wir aber durch Aufgaben der Art ,,Schreibe als Term: x
um 5 vermehrt* tendenziell begiinstigt. Es scheint plausibel, dass viele
Schiiler »+200=e schreiben, weil sie sagen wollen, dass der Rhein 200km
Extralinge im Vergleich zur Elbe hat. Eine Schiilerin schrieb sogar:
r+200=e-200. Trotz aller Zuriickhaltung die man bei der Interpretation von
Einzelfillen liben sollte, kann man festhalten, dass diese Variante des Um-
kehrfehlers sich mit keiner der in der Literatur angegebenen Erklédrungen
verstehen ldsst. Die Attributinterpretation prizisiert in gewissem Sinne die
Aussage von MacGregror &Stacey (1993), wonach das Gleichheitszeichen
nicht unbedingt als numerische Gleichheit verstanden wird, sondern als
Zeichen fiir einen Vergleich anderer Art.
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