Heinz SCHUMANN, Weingarten

Polyeder-Metamorphosen — eine Anwendung
raumgeometrischen Konstruierens

Der Raumgeometrie-Unterricht an allgemeinbildenden Schulen ist vor al-
lem gepriagt von Berechnungen an geometrischen Korpern als eine Anwen-
dung von Formelwissen und numerisch-algebraischen Verfahren. Die For-
menkunde stellt dafiir einen bescheidenen Vorrat an solchen Korpern zur
Verfiigung. Sie hat dabei eher die Funktion einer ,,dienenden Magd* als die
der Entwicklung einer Formen-Systematik raumgeometrischer Figuren (u.
a. Schumann 2009). Ein Aspekt einer solchen Entwicklung sind die Ver-
wandlungen bzw. Metamorphosen und die damit verbundenen Verwandt-
schaften geometrischer Korper. Hier wollen wir unter der Metamorphose
einer geometrischen Figur eine ihre Form variierende, nicht nur stetig ver-
laufende Verwandlung dieser Figur in eine neue Figur verstehen.

Dieser Beitrag beschiftigt sich mit besonderen Korper-Metamorphosen,
ndmlich denjenigen von Polyedern (u. a. Ziegler 2012). Neben der erkennt-
nis- und raumvorstellungsbildenden Bedeutung haben die Polyeder-
Metamorphosen eine attraktive dsthetische Wirkung, welche in ihren Ani-
mationen zur Entfaltung kommt.

Das Lernen von Geometrie vollzieht sich an und mit addquaten Realisaten
geometrischer Figuren in physischer, handzeichnerischer, printmedialer
und computergrafischer Darstellung. Mit der Verfiigbarkeit von Dynami-
schen Geometrie-Systemen (DGS) und — seit etwa zehn Jahren — von Dy-
namischen Raumgeometrie-Systemen (DRGS) fiir den Geometrie-Unter-
richt besteht die Moglichkeit der interaktiven computergrafischen Kon-
struktion und dynamischen Variation geometrischer Figuren. Diese Dar-
stellung geometrischer Figuren ist besonders fiir ihre Metamorphosen ge-
eignet. Dabei kann das Primat physischer Primérerfahrung beim Raumge-
ometrie-Lernen nicht mehr aufrecht erhalten werden. So haben z. B. raum-
geometrische Konstruktionen als rdumliche Erweiterung der Zirkel-Lineal-
Konstruk-tionen zu den Kugelzirkel-Planeal-Konstruktionen keine physi-
sche bzw. analoge Entsprechung; das trifft auch fiir zahlreiche direkte Ma-
nipulationen rdumlicher Figuren zu. Viele Themen der Raumgeometrie,
auch das Thema ,,Polyeder-Metamorphosen®, konnen liberhaupt erst richtig
durch die Nutzung von DRGS zugénglich gemacht werden (Schumann
2007 u. 2008). Dabei sind die Erfahrungen beim Agieren in den virtuellen
Réumen der 3D-Computerspiele, welche von vielen Schiilern und Schiile-
rinnen heute gespielt werden, fiir die Nutzung eines DRGS von Vorteil.
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Es existieren bereits ihren Verlauf wiedergebende Polyeder-Metamorpho-
sen in Gestalt von fertigen Animationsvideos:

- als Export aus spezifischen Polyeder-Tools (z. B. GreatStella, http://great-
stella.en.softonic.com/ , auch als App MoStella)
- als YouTube-Videos (z. B.
https://www.youtube.com/watch?v=tzBNOKr1Xes)
- auf Websites (z. B. http://www.math.uni-
augsburg.de/~bernt/Archimedes/Stumpf-Stutz-Morph/index.html#imago)
- auf DVDs (Lernmaterial, z. B. Schumann (2006): Interaktive Videos fiir
die Raumgeometrie mit Cabri 3D. Rosenheim: co.Tec).
Diese Videos zeigen als ,,Black-Box-Videos* zwar den Verwandlungsver-
lauf, aber nicht den Herstellungsprozess der Generierung einer Metamor-
phose.
Eine zeitgemille, auf das Verstehen zielende Herstellung im Kontext der
Schulgeometrie ist ihre Erzeugung mittels interaktiver Konstruktion in
DRGS, z. B. in dem prototypischen Cabri 3D mit Verwendung des Zug-
modus bzw. von Animationsoptionen. Dabei kommt man mit wenigen
Konstruktionsoptionen aus. Besonders die Konstruktionen mit Kongruenz-
abbildungen und die Polyederkonstruktion als konvexe Hiille dienen einer
okonomischen Erzeugung. Fiir den Erwerb der DRGS-Konstruktions-
fahigkeit und -fertigkeiten gibt es bereits geeignete Instruktionsvideos
(Knapp 2011).
Folgende Formvariationen an Polyedern sind mit einem solchen DRGS her-
stellbar: Ecken- und Kantenstumpfen, Sternen und Zelten, Durchdringen
(Verbundpolyeder), Kantenknicken usw. Besondere reichhaltige Metamor-
phosen sind jene mit Invarianz der Ecken-Aquivalenz (isogonale Metamor-
phosen) und Flichen-Aquivalenz (isoedrische Metamorphosen).
Als erstes Beispiel zeigen wir das Ergebnis einer isogonalen Metamorpho-
se, welche auf dem Wiirfel und der Konstruktion eines Start-Polyeders ba-
siert, dessen Ecken einander kongruent sind (Abbildung 1).
Mit dem Wiirfel beginnend, ergeben sich links herum, ohne Beachtung von
Zwischenkorpern, folgende Archimedischen bzw. Platonischen Korper:
Wiirfel, Gestumpfter Wiirfel, Kuboktaeder, Ikosaeder, Oktaeder, Rhomben-
kuboktaeder und wiederum der Wiirfel. Das Start-Polyeder erfahrt mit sei-
ner Verwandlung zum Ikosaeder sogar einen Symmetriegewinn!

Anmerkung: Den fachgeometrischen Hintergrund solcher Metamorphosen
bildet die Theorie der Deckabbildungsgruppen von Polyedern. In unserem
Beispiel erzeugen die Abbildungen der 24-elementige Untergruppe 7}, der
48-elementige Deckabbildungsgruppe des Wiirfels die Metamorphose.
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Geht man vom regelmifigen Ikosaeder als Basispolyeder aus, so erhélt
man mit Anwendung der Gruppe I der Deckdrehungen des Ikosaeders und
z. B. mit dem reguldren Dodekaeder als Ausgangskorper folgende ecken-
dquivalente Polyeder: Dodekaeder, lkosaeder, Ikosidodekaeder, Kleines
Rhombenikosidodekaeder, Abgeschrigtes Dodekaeder, Gestumpftes Dode-
kaeder, Gestumpftes lkosaeder. Usw.

Abb. 1 Ein Zyklus isogonaler Polyeder vom Wiirfel aus

In einem zweiten Beispiel zeigen wir eine Metamorphose des regelmifBigen
Iko-saeders, welche wegen Flichendurchdringungen, die keine vorstellba-
ren physischen Entsprechungen haben, als irreal zu bezeichnen ist. Dazu
wird ein zehnfldchiges Teilnetz des Ikosaeders konstruiert, welches zu-
sammen mit seinem Punktspiegelbild in seinem Winkel zwischen den
Dreiecksflichen variiert werden kann (Abbildung 2). Man erhélt so das /-
kosaeder, das Oktaeder, das ,,.Doppeltetraeder* stella octangula, das Grofse
lkosaeder (eines der vier nicht konvexen regelméfigen Polyeder, auch
Kepler-Poinsot-Korper genannt) und das Hexagramm, zehnfach aufeinan-
der liegend (Abbildung 3).
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Abb. 2

2 _

Abb. 3

Fazit: Als eine Anwendung raumgeometrischen Konstruierens mit DRGS,
welche als Dynamische Geometrie-Systeme zugelassene Unterrichtssoft-
ware sind, bietet das formenkundliche Thema ,,Polyeder-Metamorphosen*
ein interessantes und herausforderndes Arbeitsfeld fiir Schiiler und Schiile-
rinnen der oberen Sekundarstufe I und der Sekundarstufe II — und auch fiir
Studierende des Lehramtes Mathematik. Das auBlerunterrichtliche Thema
eignet sich u. a. fiir die Projektarbeit, fiir Arbeitsgemeinschaften und fiir
individuelle Schiilerarbeiten.
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