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Forschendes Lernen als Zugang zu mathematisch
anspruchsvollen Stellen in der Studierendenausbildung

Zusammenfassung

In diesem Beitrag wird beschrieben, wie Studierende mittels einem speziel-
lem Ansatz des Forschenden Lernens mathematisch anspruchsvolle bzw.
schwierige Stellen besser (oder tUberhaupt) verstehen kénnen. Solche Stel-
len konnen insbesondere sein: mathematische Beweise (bzw. deren
Kernidee) sowie entscheidende (aber leicht zu tibersehende) Voraussetzun-
gen von mathematischen Aussagen. Studierenden soll vermittelt werden,
dass Beweise interessant und spannend sein kénnen, und sie erlangen spie-
lerischen Zugang zu prazisem mathematischen Argumentieren.

Es wird Uberlegt, wie diese Methode Lehramtsstudierenden ermdglichen
kann, spater im eigenen Schulunterricht ahnliche Methoden einzusetzen,
um SuS zu selbstandigem mathematischen Handeln anzuleiten.

Mathematische Beweise aus Studierendensicht

Studierende (insbesondere im Lehramt Mathematik, speziell in der Stu-
dieneingangsphase) finden Beweise oft problematisch. Viele Studierende
finden Beweise zu schwer, zu abstrakt, zu technisch, zu theoretisch; sta-
tisch, fertige Produkte; nur mit Muhe nachvollziehbar; langweilig, frustrie-
rend; ohne Bezug zur Schule, keine brauchbare Lehrmethode; historisch,
erstellt von Genies, aber nicht von Studierenden (z.B. sich selbst).

Standard in VVorlesungen ist es, jeden Beweis als fertigen Text zu prasentie-
ren (was ein Beweis aus Dozierenden-Sicht auch ist). D.h.: Voraussetzun-
gen, Schlussfolgerungen werden sorgfaltig aufgeschrieben in ,,minimal ge-
schriebener” Form, d.h. ohne Uberfliissiges. Wichtige Zwischenergebnisse
des Beweises werden aufgeschrieben, kleinere Umformungen dagegen oft
nur mindlich gesagt (vielleicht in der Annahme, dass Studierende solche
muindliche Information zuverldssig aufnehmen, verstehen und behalten).

Die vorgeschlagene Lehrmethode im Detail

Folgende Unterrichtsmethode konnte fir die Studierenden interessanter
sein und bessere Lernerfolge zu erreichen. Die Studierenden erhalten diver-
se mathematische Aussagen ohne vorgegebene Reihenfolge. Dies geschieht
z.B. auf Papier-Kartchen oder anklickbar innerhalb einer passenden Soft-
ware. Diese Aussagen sollen von den Studierenden in die richtige Reihen-
folge gebracht werden. Gesucht bzw. zu Uberlegen sind somit die Implika-
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tions-Pfeile bzw. Schritte. AnschlieBend kann zur Ergebnissicherung eine
Phase des Aufschreibens folgen.

Der Beweis wird als gerichteter Graph verstanden. Die Knoten (Ecken) des
Graphen sind mathematische Aussagen (,,Es gilt A*), die Kanten (im Fol-
genden ,,Pfeile” genannt) des Graphen sind Implikationen (,,Aus A folgt
B*), Deduktionen und Umformungen. Hier sind die Knoten des Graphen
vorgegeben (der Fokus ist also auf den Aussagen), und die Studierenden
sollen die Pfeile (und Reihenfolge) finden.

Optional kénnen auch Aussagen dabei sein, die bei diesem Beweis nicht
helfen (Distraktoren). Optional ist es auch mdglich, Aussagen in Mitte
wegzulassen und dadurch den Schwierigkeitsgrad zu erhéhen.

Fir ein solches E-Proof-System (sowie Analyse von E-Proof-Systemen ge-
nerell) siehe (Platz & Niehaus, 2015; Platz et al., 2015; Platz, Niehaus et
al., 2014; Niehaus & Faas, 2013). Zu Distraktoren siehe Winter (2011).

Eine zweite Art, Beweise zu verstehen, besteht darin, den Fokus auf ma-
thematisches Handeln statt auf Aussagen zu legen. D.h. es geht primar we-
niger darum, welche korrekten Aussagen in einem Beweis vorhanden sind,
sondern vielmehr darum, wie von einer zur nachsten korrekten Aussage
geschlossen werden kann. Dies entspricht auch dem, was Dozierende in der
Vorlesung oft sagen und nicht aufschreiben, was aber wichtig ist (,,Wir
machen jetzt ... “, ,,Wir setzen hier ein ... *, ,,Wir wenden jetzt .. ).
Der Beweis wird also wieder als Graph verstanden, aber dlesmal |st der
Fokus auf den Pfeilen; diese sind vorgegeben und von den Studierenden
mit passenden Knoten (Aussagen) zu einem Beweis zusammenzufigen.

Eine Unterrichtsmethode zu dieser zweiten Denkart ist, die Argumente der
Implikations-Pfeile (mathematischen Schritte) auf Kartchen oder anklick-
bar den Studierenden zu présentieren. Die Aussagen am Ende eines Pfeils
und Anfang des néchsten Pfeils missen zugeordnet (,,gematcht®) werden.
Das ist nicht trivial wegen anderen Schreibweisen und Implikationen: z.B.
passen die Aussagen ,Fir alle reellen x gilt A(x)* und ,,Wenn y reell ist,
dann gilt A(ly])* nur in einer Richtung zusammen.

Optional lassen sich wieder Distraktoren (Irrwege) einsetzen. Optional wa-
ren auch fehlende Pfeile (um die Aufgabe zu erschweren). Es gibt auch vie-
le Moglichkeiten fir kleine ad-hoc-Ubungsaufgaben.

Um nicht zu viele eingehende Pfeile einbeziehen zu missen, besteht eine
Vereinfachung darin, einen mitwachsenden ,,Pool* von Aussagen dazu zu
denken (z.B. konnen die schon bewiesenen Aussagen in eine Liste ge-
schrieben werden, und Vorheriges wird als bekannt angenommen, ohne
einen Pfeil zu platzieren).



Einordnung in Forschendes Lernen und in experimentelle Mathematik

Aus Studierendensicht handelt es sich bei dieser Art, Beweise zu finden,
um eine Art Kombinationsspiel. Insbesondere kénnen sie sich aktiv ein-
bringen, und die Beschéaftigung kann vergntglich sein. Diverse Verbindun-
gen zu vorhandenem Wissen lassen sich nutzen. Aussagen lassen sich auf
Plausibilitat priifen (z.B. durch Einsetzen von Zahlen). Vermutungen lassen
sich anstellen und testen. Falsche Aussagen (Distraktoren) sind zu erken-
nen; dies trainiert Urteilsfahigkeit und Sorgfalt.

Graphen auf die beschriebene Weise selbst zusammenzubauen ist flr die
Studierenden sicherlich ,,Forschen”, und den Beweis anschlieRend aufzu-
schreiben ist ,,Lernen®. Es handelt sich insgesamt um eine Form von For-
schendem Lernen (Lutz-Westphal, 2014; Roth & Weigand 2014a, 2014b;
Ulm, 2009). Das VVorgehen passt auch zu experimenteller Mathematik.

Mdaglicher Einsatz im Mathematikunterricht in der Schule

In der Schule bietet sich eine solche Methode an, um Umformungsketten
(statt Beweise) zu finden. Die in der Schule verwendeten Umformungsket-
ten lassen sich ebenfalls als Graph interpretieren: Die Knoten des Graphen
sind die Terme (z.B. Terme, die vereinfacht werden sollen), und die Kan-
ten/Pfeile des Graphen sind Rechenregeln und verwendete Formeln. Es bie-
ten sich dieselben Mdglichkeiten wie zuvor:

1. Terme sind vorgegeben; SuS sollen sie in die richtige Reihenfolge
bringen und die nétigen Umformungsschritte finden.

2. Regeln/Formeln sind angeben; SuS uberlegen, welche Terme mit
diesen Regeln jeweils erzeugt werden.

Distraktoren sind wieder hilfreich und sinnvoll (ansonsten l&sst sich die
richtige Reihenfolge von Termen manchmal ohne mathematisches Nach-
denken ,,sehen®, indem die Terme der Lange nach geordnet werden).

Der Einsatz dieser Methode in der Schule konnte bewirken, dass die SuS
uber folgende Punkte nachdenken: ,,Was, wenn die VVoraussetzung ... nicht
gilt?“, ,,Ist es wichtig, dass ...?* (richtige/falsche Verallgemeinerungen),
»Was andert sich, wenn ...?*, ,Woflr brauche ich ...?"

Diese Vorgehensweise fuhrt idealerweise dazu, dass SuS den Mathematik-
unterricht und mathematisches Arbeiten interessanter finden.

Vielleicht ware es mit dieser Methode sogar méglich, SuS manche Beweise
zu schmackhaft zu machen; dies musste separat diskutiert werden.

Die vorgestellte Methode ermdoglicht auch eine deutliche Abkehr vom fra-
gend-entwickelnden Unterrichtsgespréach; dies ist eine zentrale Forderung



z.B. in (Ulm, 2005). Statt ganz kleiner von der Lehrperson vorgegebener
Schritte sollten SuS groRere aktive Zeitphasen zum Uberlegen und eigen-
stdndigen mathematischen Handeln bekommen. Ein moglicher Unterrichts-
verlauf zum Aufgabenldsen kdnnte so aussehen:

1. Die Aufgabenstellung wird gemeinsam geklart.

2. Die SusS arbeiten selbststandig alleine oder in Kleingruppen (dies ist die
wichtigste Phase). Hier kann die 0.g. Methode eingesetzt werden.

3. Die Kleingruppen stellen ihre Ergebnisse der Klasse vor.

Die Methode der Arbeit mit Umformungsketten wiirde vermutlich beson-
ders gut unterrichtet von Lehrpersonen, die als Lehramtsstudierende die
entsprechende Methode mit Beweisen personlich kennen gelernt haben.
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