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Analytische Geometrie — schlicht und nattrlich

Die analytische Geometrie bereitet Lernenden besonders auf der Begriffs-
ebene grolie Probleme. In diesem Beitrag soll ein alternativer Aufbau der
analytischen Geometrie fur den Schulunterricht vorgestellt werden, dessen
Einsatz im Rahmen erster Interventionsstudien an Schulen in Schleswig-
Holstein zu erfolgversprechenden Ergebnissen hinsichtlich des verstandnis-
orientierten Lernzuwachses fuhrte. Als Grundobjekte der Theorie dienen in
diesem Ansatz Punkte, um auf die flr Schiiler sprachlich komplizierten Be-
griffe Vektor, Ortsvektor, Stitzvektor, Richtungsvektor usw. zu verzichten
und das Pfeilklassenmodell zu umgehen.

1. Zum Vektorbegriff

In der Schulmathematik werden Vektoren als Aquivalenzklassen von Pfeilen
v = {v' | v ist parallelgleich zu v} vermdge der Aquivalenzrelation ,,pa-
rallelgleich oder als Verschiebungen definiert. Ein Pfeil v ist dabei eine ge-
richtete Strecke pg mit Anfangspunkt p und Endpunkt q. Zwei Pfeile
v = pq und v’ = p'q’ heilen parallelgleich, wenn sie die gleiche Lange ha-
ben, parallel zueinander und gleich orientiert sind. v heit Repréasentant des
Vektors v. Die Addition und Vervielfachung von Vektoren wird repréasen-
tantenabhéngig definiert, im Anschluss ist die Reprasentantenunabhangig-
keit zu zeigen.

Aus der Perspektive der Hochschulmathematik betrachtet, sind Vektoren v
Elemente der Tragermenge V eines K-Vektorraumes (V, +,-), wobei K ein
Kaorper, (V,+) eine abelsche Gruppe und - eine Verknupfung zwischen K
und V ist, so dass fiir alle ¢, ¢’ € K und alle v, v' € V die Aussagen

e c-vVEV

e (c+c')y' v=c-c+c"-V
e (cc)Y-v=c-(c'"-v)

e c-(v+v)=c-v+c-v
o ly,-v=vw

erflllt sind. Die zentrale Erkenntnis, dass jeder n-dimensionale R-Vektor-
raum isomorph zum R™ ist, macht die abstrakte VVektorraumtheorie fur die
Schulmathematik zugénglich.

Descartes (1637) fuhrt Koordinaten als Bijektion zwischen der Punktmenge
der Zeichenebene und dem R? ein, Objekte der Ebene werden damit zu



Punktmengen, die durch algebraische Bedingungen an ihre Koordinaten ge-
geben sind. Beschreiten wir den umgekehrten Weg und konstituieren die
Ebene erst durch Angabe der Koordinaten, so kdnnen wir sagen, dass die
Zeichenebene der R? ist. Punkte sind damit Elemente des R? und, da der R?
ein R-Vektorraum ist, sind Punkte Vektoren.

2. Algebraisierung der Zeichenebene

Die in der Schulmathematik verbreitetste Reihenfolge der Zahlbereichser-
weiterungen N, » Q* —» Q — R wird haufig am Zahlenstrahl veranschau-
licht (vgl. Padberg (1995)) und geht mit einer Erweiterung der Zeichenebene
einher, so dass die vollstandige Zeichenebene R? den Schilern auf naturli-
che Weise bekannt ist. Um die Zeichenebene im Sinne von Descartes zu al-
gebraisieren greifen wir den Vorschlag von Dieudonné (1966) auf und wah-
len die Vektorraumstruktur des R? als algebraische Struktur. GemaR der
Skizze eines darauf aufbauend gestalteten Unterrichtsganges in Lorenzen

(2002) wahlen wir Punkte A = (Z;) als grundlegende Objekte.

Da die Zeichenebene den Zahlenstrahl auf kanonische Weise enthélt, ist die
zuné&chst rein algebraisch eingefiihrte koordinatenweise Addition von Punk-
ten nach dem Permanenzprinzip die fir Schiler natirliche Erweiterung der
Addition reeller Zahlen zur Addition von Punkten. Die Multiplikation von
Punkten mit reellen Zahlen bezeichnen wir bewusst als Vervielfachung, um
eine begriffliche Trennung von Skalarmultiplikation und Skalarprodukt zu

gewadbhrleisten. Durch wiederholte Addition ergibt sich sofortn- A = (ZZ;)

fur natlrliche Zahlen n und damit auch fir reelle Zahlen r. Eine komponen-
tenweise Multiplikation von Punkten verletzt die Nullteilerfreiheit und die
Kirzungsregel und kann somit mit dem Permanenzprinzip ausgeschlossen
werden.

3. Geometrische Interpretation der Addition und Vervielfachung

Der Strahlensatz liefert die Begruindung fiir die geometrische Interpretation
der Vervielfachung von Punkten. Diese ist damit urprungsabhangig, aber ko-
ordinatenfrei moglich. Durch die Projektion auf die Koordinatenachsen wird

ersichtlich, dass% - (A + B) der Mittelpunkt M, der Strecke AB ist. Greifen

wir auf die aus der Mittelstufe bekannte Tatsache zurick, dass ein Viereck
genau dann ein Parallelogramm ist, wenn die Diagonalen einen gemeinsa-
men Mittelpunkt besitzen, so liefert dies eine Begriindung flr die geometri-
sche Interpretation der Addition: A + B ist der Punkt, so dass das Viereck
OA(A + B)B ein Parallelogramm ist.



Erneut liefert die Mittelpunktsregel die Begriindung dafir, dass es sich bei
dem Viereck AB(A + X)(B + X) um ein Parallelogramm handelt — durch
Addition eines Punktes X zu den Endpunkten einer Strecke AB erhalten wir
also eine parallel verschobene Strecke. Diese Verschiebung kann durch
Pfeile kenntlich gemacht werden. Diese Pfeile stellen kein neues mathema-
tisches Objekt fur die Schiler dar, denn es werden lediglich Punkte addiert,
wodurch wie in Malle (2005) auf den Begriff des Ortsvektors verzichtet wer-
den kann.

Mit diesen wenigen Grundbegriffen sind wir in der Lage, eine groRe Breite
an geometrischen Fragestellungen zu bearbeiten. Punktspiegelungen kénnen
auf Mittelpunktsberechnungen zurtickgefihrt werden, womit die Notwen-
digkeit der Untersuchung der Rechenregeln ftir die neuen Verknipfungen
motiviert und — vom hoheren Standpunkt aus betrachtet — der R? als Vektor-
raum erkannt wird, ohne dass dieser Begriff an dieser Stelle Verwendung
findet. Auch die Berechnung des 2:1-Teilungspunktes T einer Strecke AB
kann auf Mittelpunktsberechnungen und Spiegelpunktsberechnungen zu-

ruckgefihrt werden und fiihrtzu T = % A+ % - B.

Der Beweis des Satzes, dass sich die Seitenhalbierenden eines Dreiecks ABC
in ihrem gemeinsamen 2:1-Teilungspunkt schneiden, ist nun durch kurze
Verifikation der Aussagen

1 2 1 2 1 2 1
E'A-I‘E'MBC: E'B+§'MAC= §'C+§'MAB=§(A+B+C)::S
maoglich.

4. Geraden und euklidische Geometrie

Ursprungsgeraden werden als Punktmengen R - A :={X|3r e R: X =r - A},
Geraden als verschobene Ursprungsgeraden R - A + B eingefuhrt. Zwei Ge-
raden heil3en parallel zueinander, wenn sie aus der gleichen Ursprungsgera-
den hervorgegangen sind. Der Nachweis, dass R - (A — B) + B eine Gerade
durch die Punkte A und B darstellt, erfolgt rein arithmetisch. Auch die Ein-
fuhrung des Punktproduktes A o B := a,b; + a, + b, erfolgt rein arithme-
tisch und mit der Abkiirzung A? := A o A behalten die binomischen Formeln
ihre Gultigkeit.

Bezeichnen wir mit ||A|| den Abstand des Punktes A vom Koordinatenur-
sprung 0, so liefert der Satz des Pythagoras ||A|| = VAZ. Wenden wir die
Verschiebungsregel an, so erhalten wir fur die Lange der Strecke AB die
Identitdt |AB| =||A—B||. Zwei Geraden g=R-A+B und
g = R- A"+ B’ heilen orthogonal zueinander, wenn ihre Richtungen R - A
und



R - A’ orthogonal zueinander sind, das Dreieck AA'0 also rechtwinklig ist.
Dies ist genau dann der Fall, wenn A o A" = 0 ist.

. —a,\ . .
Fihren wir A+ = ( a12) ein, so erhalten wir, dass m,5 == R- (4 — B)* +

%- (A + B) das Mittellot der Strecke AB bildet. Mit dem Mittellotprinzip

steht uns nun ein leistungsfahiges Werkszeug zur Verfligung, mit dem sich
auch ohne koordinatenbasierte Berechnungen eine Vielzahl elementargeo-
metrischer Fragestellungen untersuchen l&sst. So erfolgen Abstandsberech-
nungen eines Punktes P von einer Geraden R - A + B mithilfe des Lotes
R - At + P.Im Anschluss erfolgt die Ubertragung und Erweiterung der ent-
wickelten Konzepte auf den R3.

5. Fazit

In der Schulmathematik wird der R™ (iblicherweise als Menge der Pfeilklas-
sen/Verschiebungen, Losungen linearer Gleichungssysteme und Stiicklisten
in Produktionsprozessen interpretiert. Die Interpretation als Punktraum stellt
eine weitere Alternative zu den gangigen Interpretationen des R™ dar, durch
die den Schulern mit einem minimalen begrifflichen Aufwand bereits nach
kurzer Unterrichtszeit ein breites Spektrum an geometrischen Fragestellun-
gen zuganglich gemacht werden kann. Dieses Konzept wird im Rahmen ei-
ner Dissertation weiterentwickelt und im Rahmen von Interventionsstudien
qualitativ erforscht. Letztendlich sollte ein Unterrichtsgang sich nicht nur auf
eine Interpretation beschranken, sondern den Schiilern mehrere Zugange zu
ein und demselben mathematischen Objekt bieten.
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