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Erkunden mathematischer Strukturen anstatt Interpretation
in Modellen — Ein innermathematischer Zugang zu negativen
Zahlen

In diesem Beitrag soll ein innermathematischer Zugang zu den negativen
Zahlen vorgestellt werden, bei dem das Permanenzprinzip wieder in den
Vordergrund rickt und in der Grundschule etablierte Aufgabenformate ge-
nutzt werden. Dazu werden vorab die Forschungsinteressen dargestellt, die
mit der Entwicklung der Lernumgebung verkniipft sind. Abschliel3end wer-
den erste Hypothesen, die bei der Sichtung der erhobenen Daten aufgestellt
wurden, formuliert.

Forschungsinteressen

Die Lernumgebung ist im Rahmen eines Kooperationsprojektes mit der TU
Dortmund entstanden. Im Projekt wird untersucht, welche Rolle lebenswelt-
liche Kontexte beim Erlernen von negativen Zahlen spielen. Dartber hinaus
wird im Rahmen meines Dissertationsprojekts untersucht, welche Vorstel-
lungen Schuler bei einem innermathematischen Zugang zu negativen Zahlen
entwickeln und inwieweit sich diese Vorstellungen in bestehende Konzepte
einordnen lassen.

Entwicklung der Lernumgebung

Trotz der zu beobachtenden Tendenz, negative Zahlen in auRermathemati-
schen Kontexten einzufihren, finden sich in der einschlégigen Literatur gute
Griinde flr innermathematische Zugange zu negativen Zahlen. Einerseits
liegt die ,,mit negativen Zahlen verfolgte Intention [...] klar im algebraischen
Kalkiil*“ (Jahnke 2003, S. 21) und andererseits werden im Alltag negative
Zahlen nicht als eigenstandige Denkobjekte genutzt, sondern es handelt sich
bei ithnen nur um positive Zahlen mit einer anderen Interpretation (Hefen-
dehl-Hebeker 1989, S. 11). Um die Relevanz auf’ermathematischer Kontexte
flr das Lernen von negativen Zahlen zu untersuchen wurde im Rahmen der
Studie eine Lernumgebung auf der Grundlage eines ausschlief3lich innerma-
thematischen Zugangs zu negativen Zahlen entwickelt. Die Entwicklung der
Lernumgebung basierte auf folgenden Designprinzipien:

e Vermeidung konstruierter aulermathematischer Kontexte

e Betonung des Permanenzprinzips anhand eines innermathemati-
schen Zugangs Uber Muster und Strukturen

e FOrderung intuitiver Rechenwege
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e Adaquater Gebrauch der Fachsprache

Zusammen verfolgen diese das Ziel algebraisches Denken zu fordern. Dabei
wird auch an die ldeen von Rezat (2014), die Operation mithilfe von 1+1-
Tafeln einzufuhren, angeknupft. Strukturell ist die Lernumgebung so aufge-
baut, dass nach dem Einstieg in das Thema und der Behandlung der Ordnung
der ganzen Zahlen die Strichrechnung in drei Teilen behandelt wird: 1) Sub-
traktion mit einem positiven Subtrahend, 2) Addition ganzer Zahlen und 3)
Subtraktion mit negativem Subtrahend. AbschlieRend folgt die Multiplika-
tion. Auf die Division ganzer Zahlen wird aufgrund der Vergleichsstudie
verzichtet. Anstatt den Betrag einer Zahl einzuftihren, bekommt der Begriff
der Gegenzahl eine groRRere Gewichtung. Dabei soll das Rechnen mit ganzen
Zahlen analog zum Rechnen mit natlrlichen Zahlen in der Grundschule ent-
wickelt werden.

Da die Schuler die Notwendigkeit von Zahlbereichserweiterungen am Bei-
spiel der Bruchzahlen schon erfahren haben, werden sie zu Beginn der Ler-
numgebung mit der Problematik konfrontiert, dass die Subtraktion zweier
Zahlen in den natirlichen Zahlen nicht vollstandig durchfiihrbar ist. Bei der
Erarbeitung der Ordnung der ganzen Zahlen werden die Vorstellungen der
Schiiler zur Ordnung der natirlichen Zahlen aufgegriffen und deutlich ge-
macht, warum diese teilweise nicht mehr tragfihig sind (,,Es ist die Zahl
kleiner, die naher bei der 0 steht.*). Die Einfliihrung der Rechenoperationen
erfolgt jeweils auf dhnliche Art und Weise. Die Schiler ndhern sich der Ope-
ration mit den neuen Zahlen mithilfe von 1+1-, 1-1- oder 1+1-Tafeln an, wo-
bei vorab durch schone Packchen eine
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RBend als Regel formuliert. Dadurch, dass die Schiiler in innermathemati-
schen ,,Zusammenhéngen Strukturen und Formen erkennen®, ,,Gesetzmal3ig-
keiten des Operierens mit Zahlen [...] erfassen* und diese ,,Beziehungen und



GesetzméaBigkeiten [...] schlieBlich begrifflich [...] beschreiben® (Hefen-
dehl-Hebeker und Rezat 2015, S. 132), kann durch diesen Aufbau al-
gebraisches Denken bei den Schiilern geférdert werden (vgl. Abbildung 2).
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Abbildung 2: Ein beispielhafter Lernpfad

Intuitives Rechnen meint, dass die Schiler Aufgaben, bei denen die Operan-
den unterschiedliche VVorzeichen haben, so rechnen, wie es erfahrene Rech-
ner machen wurden. So wirde z.B. im Guthaben-Schulden-Kontext, wenn
die Summe aus einem Guthaben und einer Schuld bestimmt werden soll, ge-
schaut, ob mehr Guthaben oder Schulden vorhanden sind und dann der je-
weils kleinere vom jeweils grofieren Betrag subtrahiert. Innermathematisch
betrachtet bedeutet dass, dass anstelle Aufgaben der Art 3 + (-5) = -2 die
Aufgabe 3 -5 = -(5 — 3) = -2 berechnet werden.

Hypothesen und Ausblick

Nach der ersten Sichtung des Nachtests und den durchgefiihrten Interviews
lassen sich unter Bezugnahme der Gesprache mit Schilern und Lehrern, die
im Rahmen von Unterrichtshospitationen und wdchentlichen informellen
Gesprachen erfolgt sind, schon jetzt drei Hypothesen formulieren:

1. Schiler kdnnen mit negativen Zahlen in auf3ermathematischen Kon-
texten umgehen, auch wenn sie dieses nur in innermathematischen
Kontexten kennengelernt haben.

2. Schiler operieren in auBermathematischen Kontexten hauptséchlich
mit positiven Zahlen.

3. Schuler wollen nicht nur in auRermathematischen Kontexten arbei-
ten, sondern auch in der Welt der reinen Mathematik



Die erste Hypothese stiitzt sich auf die Daten, die im Nachtest erhoben wur-
den. Dort wurden die Schiiler mit insgesamt vier Aufgaben konfrontiert, de-
nen die aulRermathematischen Kontexte Guthaben-Schulden und Tempera-
turen zugrunde liegen. Nach Auswertung des Nachtests einer Klasse l&sst
sich feststellen, dass mehr als die Halfte der Schiiller mindestens drei dieser
Aufgaben I6sen konnten. In den geflihrten Interviews zeigt sich, dass Schuiler
in auBermathematischen Kontexten hauptsachlich mit natlrlichen Zahlen
operieren und erst am Ende entscheiden, ob es sich beim Ergebnis um eine
positive oder negative Zahl handeln muss. Schiler sollten benennen, ob
Ihnen Aufgaben, die in inner- oder auRermathematischen Kontexte einge-
Kleidet sind, leichter gefallen sind. ,,Das hier [zeigt auf die Aufgabe in Ab-
bildung 3] war die leichteste. [...] Weil man da nicht so viel mit negativen
Zahlen rechnen sollte. [...] Das sind halt nur positive Zahlen®, antwortete
eine Schilerin, was ein expliziter Beleg flr diese Hypothese ist. Fiir die dritte
gibt es zwar noch keine Belege, da die Ana-
lyse und A_uswertung der vorh_andenen Da- |, bekommt aber noch 11£ von
ten noch nicht abgeschlossen ist. Aufgrund |;ohannes und von seiner Oma
der Eindriicke, die bei Unterrichtshospitati- |35¢ geschenkt? Wie viel Geld
onen, Gesprachen mit den Lehrkraften und |hat er?

ihren Schilern und der ersten Sichtung der abbildung 3: Aufgabe, die in den In-
Materialien aufgekommen sind, ist ein terviews gelost werden sollte
Nachweis aber sehr wahrscheinlich.

Till hat 15€ Schulden bei Anna.

Es bedarf nun weiterer qualitativer und quantitativer Analysen um die ersten
beiden Hypothesen weiter zu starken und Belege fiir die dritte Hypothese zu
finden, insbesondere, da diese im Fokus der zu Beginn formulierten For-
schungsinteressen steht.
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