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Kurzfassung

In dieser Arbeit werden Linked-Cluster Entwicklungen weiterentwickelt und auf verschie-
dene Hubbard- und Spinmodelle bei Temperatur 7' = 0 angewendet. Die Spinmodelle
koénnen dabei als effektive Beschreibung der isolierenden Mottphase von Hubbardmodellen
angesehen werden. In den meisten Féllen sind die verwendeten Linked-Cluster Entwicklun-
gen nichtperturbative Varianten, welche physikalische Grofen auf einzelnen Graphen mit
nichtperturbativen Methoden wie kontinuierlichen unitdren Transformationen oder exakter
Diagonalisierung berechnen, um Resultate im thermodynamischen Limes zu erhalten.
Das halbgefiillte Hubbardmodell auf einer Einparameterfamilie von flussgefiillten Quadrat-
gittern besteht aus einem anisotropen Parameter, welcher zwischen dem Grenzfall isolierter
Dimere und dem isotropen Quadratgitter interpoliert. Es stellt sich heraus, dass das Grund-
zustandsphasendiagramm aus vier Phasen besteht: Einem Halbmetall und einem Bandiso-
lator fiir schwache Wechselwirkungen sowie einer Néelphase und einem Valenzbondkristall
bei starken Wechselwirkungen. Alle Ergebnisse sind entlang der gesamten Parameterach-
se konsistent mit der Abwesenheit einer Spinfliissigkeitsphase. Das Phasendiagramm wird
durch eine Kombination von Quanten-Monte-Carlo-Rechnungen und kontinuierlichen uni-
tdren Transformationen bestimmt. Dabei werden die kontinuierlichen unitéren Transfor-
mationen in zwei Schritten durchgefiithrt: Zuerst werden nichtperturbative graphenbasierte
kontinuierliche unitére Transformationen verwendet, um effektive Quantenspinmodelle fiir
die Mottphase abzuleiten. Im Anschluss daran werden diese Spinmodelle innerhalb des
Valenzbondkristalls mit perturbativen kontinuierlichen unitéren Transformationen analy-
siert, indem die Triplonliicke bestimmt und der Zusammenbruch des Valenzbondkristalls
untersucht wird.

Kiirzliche Studien haben Hinweise fiir die Existenz einer nichtmagnetischen isolierenden
Phase innerhalb der Mottphase des halbgefiillten Hubbardmodells auf dem w-Fluss Drei-
ecksgitter gefunden. In dieser Arbeit wird mit perturbativen kontinuierlichen unitéren
Transformationen ein effektives Spinmodell fiir dieses Hubbardmodell abgeleitet. Die Ana-
lyse der effektiven Spinmodelle mittels exakter Diagonalisierung zeigt keine Anzeichen fiir
die Existenz einer solchen exotischen Phase.

Abschlieftend wird in dieser Arbeit ein generisches Schema zur Durchfiihrung von nicht-
perturbativen Linked-Cluster Entwicklungen in langreichweitig geordneten Quantenpha-
sen vorgestellt. Dieses Schema geht iiber das Paradigma der normalen nichtperturbativen
Linked-Cluster Entwicklungen hinaus und erweitert diese, sodass eine Berechnung um einen
geordneten Referenzzustand durchgefithrt werden kann. Die Cluster werden dann, als von
diesem Referenzzustand umgeben, betrachtet, wodurch sich Randfelder ergeben, welche
die mit der Ordnung assoziierte Symmetrie brechen. Das Einbeziehen dieser Randfelder in
der exakten Diagonalisierung auf den einzelnen Graphen, fiihrt — selbst fiir langreichwei-
tig magnetisch geordnete Phasen mit liickenlosen Anregungen, bei denen die divergieren-
de Korrelationslange tiblicherweise die Anwendung von nichtperturbativen Linked-Cluster
Entwicklungen verhindert — zu einem monotonen Konvergenzverhalten. Weiterhin wird das
Skalierungsverhalten der Datensequenzen zu unendlichen Ordnungen untersucht. Dabei
werden unterschiedliche Graphenentwicklungen angewendet, welche eine volle Graphen-
entwicklung sowie Entwicklungen in rechteckigen und symmetrischeren quadratischeren
Clustern beinhalten. Das Schema wird auf das Spin-1/2 und Spin-1 Heisenbergmodell auf
dem Quadrat- und Dreiecksgitter, welche beide einen langreichweitig magnetisch geordne-
ten Grundzustand mit liickenlosen Spinwellenanregungen aufweisen, sowie auf das Spin-1
Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter, welches einen spontan trimerisierten liickenbe-
hafteten Grundzustand besitzt, angewendet.






Abstract

In this thesis linked-cluster expansions are further developed and applied to different Hub-
bard and spin models at zero temperature. The spin models can be viewed as effective
descriptions of the Mott-insulating phase of Hubbard models. For the most part the used
linked-cluster expansions are non-perturbative variants which use non-perturbative me-
thods like continuous unitary transformations or exact diagonalization for calculating phy-
sical properties on the graphs of the expansion to gain information in the thermodynamic
limit.

The half-filled Hubbard model on a one-parameter family of vortex-full square lattices
consists of an anisotropy parameter which interpolates between the limit of isolated dimers
and the isotropic square lattice. It is found that the ground-state phase diagram consists
of four phases: a semimetal and a band insulator in the weak coupling limit, as well as a
Néel phase and valence bond solid in the strong coupling limit. All results are consistent
with the absence of a spin-liquid phase in the whole parameter range. This phase diagram
is mapped out by a combination of quantum Monte Carlo calculations and continuous
unitary transformations. The continuous unitary transformations are performed in a two-
step process: non-perturbative graph-based continuous unitary transformations are used to
derive effective quantum spin models within the Mott insulator. These spin models are then
analyzed in the valence bond solid via perturbative continuous unitary transformations to
calculate the one-triplon gap and detect the breakdown of the valence bond solid.

Recent studies have found indications for a non-magnetic insulating phase within the Mott
insulator of the half-filled Hubbard model on the m-flux triangular lattice. In this work
perturbative linked-cluster expansions are used to derive an effective spin model for this
Hubbard model on the w-flux triangular lattice. The analysis of these effective spin models
by exact diagonalization on large clusters yield no signs of such an exotic phase.

In the final part of this thesis, a generic scheme is introduced to perform non-perturbative
linked-cluster expansions in long-ranged ordered quantum phases. This scheme goes beyond
the paradigm of normal non-perturbative linked-cluster expansions and expands them in
a way which allow the calculation about an ordered reference state. The clusters are then
considered to be surrounded by this reference state which gives rise to edge-fields that
break the symmetry associated with the corresponding order. Including these edge-fields
in the exact diagonalization calculations on single graphs leads to monotonic convergence
behavior, even for long-range magnetic ordered phases with gapless excitations where the
diverging correlation length usually prevents the applications of non-perturbative linked-
cluster expansions. Furthermore, the scaling behavior of the data sequences, obtained by
the non-perturbative linked-cluster expansions, to the infinite-order limit is investigated
and different graph expansions are used, including a full-graph decomposition, rectangular
clusters, and more symmetric square clusters. The scheme is applied to the spin-1/2 and
spin-1 Heisenberg model on the square and triangular lattice, which both have a long-range
magnetically ordered ground state with gapless spin-wave excitations, as well as the spin-1
Heisenberg model on the kagome lattice, which displays a spontaneous trimerized ground
state with gapped excitations.
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Kapitel 1
Einleitung

Seit den Anfdngen der Quantenmechanik zu Beginn des 20. Jahrhunderts hat das Ver-
stdndnis von elektronischen und magnetischen Systemen den technischen Fortschritt stark
vorangetrieben. So wére zum Beispiel die moderne Elektrotechnik ohne Transistoren nicht
moglich und die Entdeckung des Riesenmagnetowiderstands [1, 2| hat dazu gefiihrt, dass
deutlich speichereffizientere Festplatten entwickelt werden konnten. Um ein fundiertes mi-
kroskopisches Verstdndnis solcher Systeme zu erlangen, ist eine theoretische Beschreibung
von Quantenphasen und den Phaseniibergéngen zwischen diesen unerldsslich. Fiir die Klas-
sifikationen geordneter Phasen hat sich das von Landau [3, 4| eingefiihrte Konzept der
Symmetriebrechung als sehr erfolgreich erwiesen. Dabei wird der geordneten Phase ein
lokaler Ordnungsparameter zugewiesen, welcher mit einer Symmetriebrechung einhergeht.
Fiir einen Ferromagneten wére dies beispielsweise die Magnetisierung, welche in der fer-
romagnetischen Phase einen endlichen Wert besitzt. Sollte dieser Ordnungsparameter ver-
schwinden, so findet ein Phaseniibergang zu einer anderen Phase statt, welche sich — im
Rahmen der Landautheorie — durch einen anderen Ordnungsparameter beschreiben lasst
oder keinen Ordnungsparameter besitzt, wie zum Beispiel ein Paramagnet oder der Uber-
gang zu unendlichen Temperaturen.

Anderson hat 1973 vorgeschlagen [5]|, dass auch nichttriviale Quantenphasen existieren,
welche keinerlei Symmetriebrechung aufweisen. Solche sogenannten Quantenspinfliissigkei-
ten entziehen sich der Beschreibung durch die klassische Landautheorie und es kénnen
unkonventionelle physikalische Phdnomene, wie beispielsweise fraktionale Anregungen [6]
oder topologische Ordnung [7-10|, auftreten, welche fiir die Entwicklung neuer Technolo-
gien von Nutzen sein konnen. Ein Beispiel ist der ganzzahlige (und spéter auch fraktio-
nale) Quanten-Hall-Effekt |7, 11-13|. Die dort auftretenden Widerstandsplateaus besitzen
alle die gleiche Symmetrie und lassen sich nicht iiber einen lokalen Ordnungsparameter
erfassen, wie es die klassische Landautheorie vorsieht. Stattdessen zeigt sich, dass der
Hallwiderstand proportional zu einer topologischen Invarianten ist, welche, im Falle des
ganzzahligen Quanten-Hall-Effekts, Chern-Zahl genannt wird [7, 9, 10]. Das Besondere an
dieser Invarianten ist, dass sie nicht von lokalen Eigenschaften des Systems, sondern von
globalen Eigenschaften — also der Topologie — des Systems, abhéngt. Isolatoren, welche
topologisch geschiitzte Eigenschaften aufweisen [8-10, 14-19], sind deshalb vor allem fiir
die Entwicklung von stabilen Quantenspeichern von Interesse, da eine lokale Stérung die
topologisch geschiitzte Information nicht zerstéren kann. In diesem Zusammenhang sind
auch die sogenannten Anyonen [20-22| interessant. Wahrend in drei Raumdimensionen
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nur Fermionen und Bosonen existieren, welche bei Vertauschung einen Phasenfaktor von 1
oder —1 aufweisen, so existieren in zwei Raumdimensionen auch Teilchen — die Anyonen —,
welche bei Vertauschung einen beliebigen komplexen Phasenfaktor erhalten. Insbesondere
die nicht-abelschen Anyonen [22-25]|, bei denen der, normalerweise skalare, Phasenfaktor
eine Matrix ist, sind vielversprechend fiir die Konstruktion von stabilen Quantenspeichern.
Die Reihenfolge der Vertauschung ist aufgrund der Nichtvertauschbarkeit der Matrizen
relevant und kann als Moglichkeit genutzt werden Informationen fehlertolerant zu spei-
chern [22, 23]. Quantenspinfliissigkeiten, topologische Isolatoren und Anyonen sind daher
attraktive Kandidaten fiir die Weiterentwicklung von Quantencomputern und der Quan-
teninformationsverarbeitung [22]. Entsprechend hat sich die Suche nach exotischen Phasen
in den letzten Jahrzehnten zu einem vielversprechenden und spannenden Aufgabenfeld
innerhalb der Theorie kondensierter Materie entwickelt.

Generell wird die Ausbildung von exotischen Phasen in stark korrelierten Systemen durch
frustrierte Wechselwirkungen [5, 26] begiinstigt und es gibt viele Hinweise darauf, dass
das Zusammenspiel von starken Quantenfluktuationen und Frustration den grofiten Ein-
fluss auf die Stabilitét unkonventioneller Quantenphasen hat 6, 27]. Frustration bedeutet,
dass nicht alle Freiheitsgrade des Systems gleichzeitig optimal befriedigt werden koénnen.
So konnen auf einem Dreieck, bei dem sich an jeder Ecke ein Spin-1/2 befindet und die
Kopplungen zwischen diesen eine antiparallele Ausrichtung begiinstigen, nicht alle drei
Kopplungen gleichzeitig energetisch optimiert werden, weil stets zwei Spins parallel zuein-
ander stehen. Da niedrigdimensionale Systeme erhdhte Quantenfluktuationen aufweisen,
werden in diesem Forschungsfeld vor allem zweidimensionale frustrierte Systeme mit star-
ken Korrelationen untersucht.

Fiir die Beschreibung von stark korrelierten Elektronensystemen hat sich insbesondere das
Hubbardmodell [28] als ein Standardmodell etabliert. Es besteht in seiner grundlegendsten
Form aus einem kinetischen Anteil, welcher durch einen Austausch benachbarter Elektro-
nen beriicksichtigt wird, und einem Wechselwirkungsanteil — der Coulombabstoffung zwi-
schen den Elektronen. Letztere beschreibt die langreichweitige Coulombwechselwirkung
zwischen den Elektronen und die elektrostatische Abschirmung (engl. screening) durch
diese. Vor allem als ein Kandidat zur Beschreibung von Hochtemperatursupraleitung [29]
erlangte das Hubbardmodell besondere Aufmerksamkeit [30], wird aber auch im Rahmen
des Quantenmagnetismus verwendet, flir den insbesondere halbe Bandfiillung relevant ist.
Generisch zeigt sich fiir das halbgefiillte Hubbardmodell bei Temperatur 7" = 0 eine me-
tallische Phase bei kleinen Wechselwirkungen — das heifst eine grofe Elektronenkinetik —
und eine isolierende Mottphase bei grofen Wechselwirkungen [31]. Letztere steht im Ge-
gensatz zu den gewohnlichen Bandisolatoren, da die elektronische Bandstruktur weiter-
hin ein Metall vorhersagen wiirde. Dennoch ist das System ein Isolator, da aufgrund der
Elektronenabstofsung eine Energieliicke, die sogenannte Ladungsliicke, vorliegt. Diese La-
dungsliicke kann ausgenutzt werden, um die Ladungsfreiheitsgrade auszuintegrieren, das
heifst die Spin- und Ladungsfreiheitsgrade voneinander zu entkoppeln, und dadurch ein
effektives Quantenspinmodell fiir das halbgefiillte Hubbardmodell zu erhalten, was bereits
mit unterschiedlichen Methoden durchgefiihrt wurde [32-40]. Unter anderem wurde dies
mit auf kontinuierlichen unitéren Transformationen (CUTS) [41-43] basierenden Methoden
erreicht [36-39], welche auch in dieser Arbeit fiir die systematische Ableitung von effek-



tiven Spinmodellen genutzt werden. Obwohl die Grofe des Hilbertraums fiir das effektive
Spinmodell kleiner als fiir das Hubbardmodell ist, stellt die Untersuchung des effektiven
Modells weiterhin eine anspruchsvolle Aufgabe dar. Der Hauptvorteil effektiver Modelle
liegt darin, dass das effektive Modell nur noch die relevante Niederenergiephysik enthélt
und so einen intuitiveren Zugang mit Naherungsmethoden ermdglicht [44].

Sowohl fiir das Hubbardmodell als auch fiir (effektive) Spinmodelle konnten unter ande-
rem bereits exotische Spinfliissigkeitsphasen auf frustrierten Dreiecksgittern [38, 45-57]
und dem hochfrustrierten Kagomegitter [58-63] gefunden werden. Wéhrend das Hubbard-
modell auf dem isotropen Dreiecksgitter vermutlich ein liickenloses Spin-Bose Metall aus-
bildet [38, 45-50], konnten kiirzlich erste Anzeichen fiir die Existenz einer nichtmagne-
tischen isolierenden Phase auf dem m-Fluss Dreiecksgitter gefunden werden [51]. Erstere
lésst sich durch ein effektives Spinmodell verstehen, in dem die Vierspinwechselwirkungen
den wichtigsten Beitrag fiir die Ausbildung der Phase darstellen [38] und daher wurde ein
ghnliches Szenario auch fiir das Hubbardmodell auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter vorgeschla-
gen [51]. Ein reines Heisenbergmodell [64] auf dem Dreiecksgitter bildet hingegen lediglich
eine antiferromagnetische langreichweitige Spinordnung — die sogenannte 120°-Ordnung —
aus [65-68], da die Frustration der Wechselwirkungen offenbar noch nicht stark genug ist,
um die Ordnung komplett zu unterdriicken. Im Gegensatz dazu steht der Grundzustand
des Spin-1/2 Heisenbergmodells auf dem Kagomegitter, welcher wahrscheinlich eine Quan-
tenspinfliissigkeit mit topologischer Ordnung darstellt [58, 59|. Neben der Frustration des
Systems spielt allerdings auch die Spinquantenzahl eine wichtige Rolle. Systeme aus hoher-
zahligen Spins verhalten sich bekanntermafsen ,klassischer”, das heifst sie weisen geringere
Quantenfluktuationen auf. So ist der Grundzustand des Spin-1 Heisenbergmodells auf dem
Kagomegitter keine Spinfliissigkeit mehr, sondern eine langreichweitig geordnete Singu-
lettphase mit endlicher Energieliicke [69-74]. Die drei Spins der hoch- oder runter-Dreiecke
des Kagomegitters verbinden sich dabei zu Singuletts, welche Trimere genannt werden,
und das System weist eine spontane Trimerisierung auf den hoch- oder runter-Dreiecken
auf. Eine weitere Erhchung des Spins fiihrt dann, wie auf dem Dreiecksgitter, zu einer
langreichweitig magnetisch geordneten Phase [73, 75-77].

Die Existenz weiterer Spinterme hat ebenfalls einen grofsen Einfluss auf die zugrundeliegen-
de Physik. Zum Beispiel fiihrt eine Erweiterung des Spin-1/2 Heisenbergmodells auf dem
Kagomegitter zur Ausbildung einer chiralen Spinfliissigkeit [60-63|. Interessant ist, dass
eine Erweiterung des Spin-1/2 Heisenbergmodells auf dem Dreiecksgitter um tibernéchst-
nachbar Wechselwirkungen oder einen Chiralitdtsterm ebenfalls ein reichhaltiges Phasen-
diagramm ergibt, welches Gegenstand vieler Untersuchungen ist [52-57, 78-80]. Insbeson-
dere deuten aktuelle numerische Arbeiten auf die Existenz einer topologischen Spinfliissig-
keitsphase fiir das Spin-1/2 Heisenbergmodell mit zusétzlichen Ubernéchstnachbarkopp-
lungen hin [52-57|. Bemerkenswerterweise konnen diese erweiterten Spinmodelle oft als
effektive Niederenergiebeschreibung der Mottphase von Hubbardmodellen verstanden wer-
den: So treten Kopplungen zu tibernachsten Nachbarn bereits als natiirliche Konsequenz ei-
ner systematischen Entwicklung auf [32-40], wiahrend Chiralitdtsterme zum Beispiel durch
einen zusidtzlichen magnetischen Fluss durch die Plaketten des Gitters induziert werden
kénnen [81].
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In den letzten Jahren wurden auch starke Hinweise auf Spinfliissigkeiten in SU(V)-sym-
metrischen Mottisolatoren mit N > 2 gefunden [82-85]. Diese SU(NV)-symmetrischen Mot-
tisolatoren sind insbesondere interessant, da sie sich in optischen Gittern mit ultrakalten
Erdalkaliatomen realisieren lassen [86-89).

Mottisolatoren — und dementsprechend niedrigdimensionale Spinmodelle bei Temperatur
T = 0 —sind also ein idealer Kandidat, um die Physik von exotischen Spinfliissigkeitsphasen
zu untersuchen. Dazu ist es zum einen wichtig solche Phasen identifizieren und charakte-
risieren zu konnen, welches aufgrund des Fehlens eines lokalen Ordnungsparameters sehr
subtil sein kann und daher eine grofte Herausforderung darstellt. Angesichts dessen ist es
auch experimentell nicht einfach unkonventionelle Phasen nachzuweisen. Auf der anderen
Seite ist es eine zentrale Aufgabe konventionelle Phasen quantitativ richtig zu erfassen, um
reale Systeme besser charakterisieren zu konnen. Dadurch kénnen auch Experimente in die
Richtung von exotischeren Phasen gelenkt werden, welche wiederum neue Anreize fiir die
Theorien liefern.

Vom theoretischen Standpunkt aus miissen daher Methoden entwickelt werden, welche
es ermoglichen quantitative Informationen iiber Quantenphasen zu erlangen. Das antifer-
romagnetische Heisenbergmodell bei Temperatur T" = 0 stellt ein ideales Testsystem fiir
diese Methoden dar, da, wie bereits beschrieben, eine Mannigfaltigkeit an unterschiedlichen
Phasen in Abhéngigkeit vom Frustrationsgrad und dem Gesamtspin vorliegt.

Neben den schon erwéhnten CUT-Methoden existieren viele weitere numerische Techniken
fiir die Behandlung zweidimensionaler Quantenvielteilchensysteme, die ihre eigenen Stér-
ken und Beschrankungen besitzen. Wahrend die Methode zur exakten Diagonalisierung
(ED) [90, 91| zwar auf beliebige Gittermodelle angewendet werden kann, ist die unter-
suchbare Systemgrofse sehr beschrénkt und die Ausnutzung von Symmetrien ein wichtiger
Bestandteil, um die Systemgréfsen so weit wie moglich zu erhdhen. Im Gegensatz dazu ste-
hen Quanten-Monte-Carlo (QMC) Methoden [92], welche extrem grofe Systeme berechnen
konnen, aber aufgrund des Vorzeichenproblems, oft nicht anwendbar sind. Verfahren die
auf variationellen Tensornetzwerken basieren, wie die Dichtematrixrenormierungsgruppe
(DMRG) [93, 94] oder (i)PEPS (von engl. (infinite) projected entangled pair states) [95-98],
erlauben ebenfalls eine Berechnung auf sehr grofen bis hin zu unendlich groffen Systemen.
Die DMRG-Methoden funktionieren aber nur fiir (quasi) eindimensionale Systeme zuver-
lassig und die (i)PEPS-Algorithmen sind numerisch sehr anspruchsvoll und erfordern eine
hohe Rechenzeit.

Ein weiteres vielversprechendes Verfahren sind nichtperturbative Linked-Cluster Entwick-
lungen (NLCEs) [99-104]. Sie basieren ebenso wie storungstheoretische Hochordnungsrei-
henentwicklungen auf dem Linked-Cluster Theorem [99, 102, 105, 106], welches es erlaubt,
das Gitter in kleinere Teilsysteme — die Cluster oder Graphen genannt werden — zu zerlegen
und die Berechnung einer physikalischen Grofe im thermodynamischen Limes auf eine Be-
rechnung auf den Graphen zuriickzufiihren. Fiir die perturbativen Linked-Cluster Entwick-
lungen (LCEs) wird die Storungsordnung vorgegeben, wodurch die Grofe der bendtigten
Graphen kanonisch begrenzt ist. Bei der nichtperturbativen Variante wird die Stoérungs-
rechnung auf den Graphen durch eine nichtperturbative Methode, wie ED, DMRG [107]
oder CUTs [103, 104] ersetzt.



Bisher sind alle NLCEs Realraummethoden, wodurch Systeme mit einer endlichen Energie-
liicke gut konvergieren sollten, da diese eine endliche Korrelationslénge aufweisen. Liickenlo-
se Systeme besitzen hingegen eine divergierende Korrelationslange und die NLCE wird pro-
blematisch oder divergiert sogar. Doch auch fiir Systeme mit Energieliicke konnen NLCEs
ein nichtmonotones Verhalten zeigen [74|. Dieses lasst sich auf quantenkritische Punkte
in niederdimensionalen Teilsystemen zuriickfithren, wie in dieser Arbeit gezeigt wird [74].
So weist das Spin-1 Heisenbergmodell auf der eindimensionalen Dreieckskette, welche Teil
einer Graphenzerlegung des zweidimensionalen Kagomegitters ist, einen quantenkritischen
Punkt auf, welcher eine NLCE fiir das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem zweidimensionalen
Kagomegitter erschwert [74]. Das Grundproblem ist in diesem Fall, dass die Berechnung
auf den eindimensionalen Kettengraphen die trimerisierte Singulettordnung des Kagome-
gitters nicht beriicksichtigt und deshalb Fluktuationen in der Entwicklung auftreten, die
nicht Teil des zweidimensionalen Systems sind. Sowohl fiir liickenlose als auch liickenbe-
haftete geordnete Phasen ist es deshalb notwendig, die zugrundeliegende Quantenordnung
in die NLCE miteinzubeziehen [108, 109].

Ein wichtiger Teil dieser Arbeit ist es, die NLCEs zu erweitern, sodass geordnete Pha-
sen — insbesondere liickenlose magnetisch geordnete Phasen — mit einer NLCE quantitativ
richtig erfasst werden konnen. Dazu werden sogenannte Randfelder eingefiihrt, welche den
einzelnen Graphen der Entwicklung die geordnete Phase des unendlichen Systems vorge-
ben [108, 109]. Fiir das Isingmodell im transversalen Feld wurde eine solche NLCE be-
reits erfolgreich durchgefiihrt [108|. In dieser Arbeit werden die erweiterten NLCEs fiir
das Spin-1/2 und Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Quadrat- und Dreiecksgitter angewen-
det, um zu zeigen, dass die Randfelder eine systematische Moglichkeit darstellen NLCEs
in geordneten Antiferromagneten durchzufithren [109]. Die Methode wird ebenfalls auf
das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter angewendet, wodurch ein monotones
Konvergenzverhalten erreicht werden kann [109].

Weiterhin werden in dieser Arbeit die Linked-Cluster Entwicklungen sowohl in ihrer per-
turbativen wie nichtperturbativen Form genutzt, um mittels CUTs effektive Spinmodelle
fiir das Hubbardmodell auf anisotropen 7-Fluss Quadratgittern (flussgefiillte Quadratgit-
ter) [40, 110] und dem 7-Fluss Dreiecksgitter [40] abzuleiten. Das effektive Spinmodell fiir
das Hubbardmodell auf den flussgefiillten Quadratgittern wird mit nichtperturbativen gra-
phenbasierten CUTs (gCUTS) [103, 104] abgeleitet und im Anschluss um eine Valenzbond-
phase [5, 111] entwickelt, um die Triplonliicke mit perturbativen CUTs (pCUTs) [112-114]
zu bestimmen. Triplonen entsprechen dabei Quasiteilchen, welche als angezogene (von engl.
dressed) Anregungen von Singuletts zu Tripletts [115] verstanden werden kénnen. Die Tri-
plonliicke stellt dann den Ordnungsparameter der Valenzbondphase dar und der Zusam-
menbruch dieser Phase kann dann anhand der Triplonliicke untersucht werden. Durch eine
Kombination von CUTs und QMC wird so das Phasendiagramm fiir die betrachtete Ein-
parameterfamilie flussgefiillter Quadratgitter ermittelt [40].

Fiir das w-Fluss Dreiecksgitter werden pCUTs verwendet, um ein effektives Spinmodell
abzuleiten, welches anschliefend mit ED analysiert wird. Dabei soll insbesondere geklért
werden, ob die vorgeschlagene nichtmagnetische isolierende Phase [51] — welche ein Kandi-
dat fiir eine Quantenspinfliissigkeit ist — ebenfalls durch ein effektives Spinmodell verstan-
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den werden kann, wie es fiir das isotrope Dreiecksgitter der Fall ist [38]. Gezeigt wird in
dieser Arbeit, dass die Situation weitaus subtiler als beim isotropen Dreiecksgitter ist und
die Vierspinterme vermutlich der Ausbildung einer nichtmagnetischen isolierenden Phase
entgegenwirken.

Diese Doktorarbeit gliedert sich wie folgt: Zuerst wird in Kapitel 2 eine Einfithrung in
die Funktionsweise von Linked-Cluster Entwicklungen gegeben und es werden die verwen-
deten perturbativen und nichtperturbativen Lésungsverfahren fiir die einzelnen Graphen
erlautert. Vor allem wird die Methode der NLCEs um Randfelder erweitert, welche ei-
ne Entwicklung um geordnete Referenzzustinde ermdoglichen. In Kapitel 3 wird dann die
Methode zur exakten Diagonalisierung vorgestellt. Es wird darauf eingegangen wie Sym-
metrien ausgenutzt werden kénnen, um die betrachtbare Systemgrofse weiter zu erhohen.

Nachdem die methodischen Grundlagen gelegt wurden, werden in Kapitel 4 effektive Spin-
modelle fiir das Hubbardmodell auf einer Familie von anisotropen m-Fluss Quadratgittern
sowie auf dem m-Fluss Dreiecksgitter abgeleitet und anschliefend analysiert, um Aussa-
gen iiber die Niederenergiephysik der Mottphase des Hubbardmodells treffen zu kénnen.
Anschliefend wird in Kapitel 5 die zuvor vorgestellte Methode, die die NLCEs um Rand-
felder erweitert, fiir Heisenbergmodelle auf verschiedenen Gittern getestet und es werden
quantitative Grundzustandseigenschaften ermittelt. Die Arbeit schliefst mit einer kurzen
Zusammenfassung und einem Ausblick auf mégliche Ankniipfungspunkte fiir zukiinftige
Studien in Kapitel 6 ab.



Kapitel 2
Linked-Cluster Entwicklungen

Dieses Kapitel soll eine kurze Einfiihrung in die sogenannten Linked-Cluster Entwicklungen
(LCEs) geben. Diese stellen ein zentrales Instrument fir die Behandlung unterschiedlicher
Problembereiche der Quantenphysik bis hin zur statistischen Physik dar. Detaillierte Ein-
fiihrungen zu Linked-Cluster Entwicklungen finden sich unter anderem in den Biichern von
Domb und Green [105] sowie Oitmaa et al. [106].

Im Allgemeinen bestehen Linked-Cluster Entwicklungen aus zwei Teilen: Der erste Teil
ist der kombinatorische graphentheoretische Aspekt, bei dem die Zerlegung des Gitters in
Graphen stattfindet und das Linked-Cluster Theorem ausgenutzt wird.

Der zweite Teil stellt die Analyse des Hamiltonoperators auf den einzelnen Graphen dar.
Dabei kann die Analyse unterschiedliche Formen annehmen. In dieser Arbeit sind das die
Ableitung effektiver Modelle mittels kontinuierlicher unitérer Transformationen (CUTs)
sowie die Bestimmung extensiver Grundzustandseigenschaften, wie der Grundzustands-
energie oder der Untergittermagnetisierung, durch exakte Diagonalisierung (ED). Letztere
wird als nichtperturbative oder numerische Linked-Cluster Entwicklung (NLCE) bezeich-
net [99-104].

2.1 Graphenentwicklung

2.1.1 Grundlegende Definitionen

In diesem Unterkapitel werden zuerst einige grundlegende Definitionen von Graphen gege-
ben. Dabei gilt, dass alle Definitionen und Graphen beziiglich der Kopplungsmenge

T ={12,... tmax} (2.1)

zu verstehen sind. Diese Kopplungsmenge zéhlt sémtliche Kopplungen durch, welche vor-
handen sein sollen. Der Ursprung dieser Kopplungen geht auf das zugrunde liegende physi-
kalische Gittermodell zuriick, welches mit Hilfe der graphenbasierten Methoden untersucht
werden soll. Fiir die Beispiele dieses Kapitels ist die Kopplungsmenge

T=1{123}. (2.2)

Weiterhin sind bei der Summe von Operatoren — wie in der Physik iiblich — sdmtliche
Tensorprodukte mit Einheitsoperatoren impliziert, sodass ihre Dimensionen stimmen.
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(a) (b) (c) (d)
I'..."" I:I I I

Abbildung 2.1: Einige Beispiele fiir Graphen: (a) zusammenhingender ungerichteter Graph,
(b) zusammenhéngender gerichteter Graph mit drei verschiedenen Kopplungstypen, (c¢) nicht-
zusammenhéngender ungerichteter Graph, (d) nicht-zusammenhéngender gerichteter Graph.
Schwarze durchgingige Linien gehoren zu Kopplungstyp 1, blaue fein gestrichelte zu Kopplungs-
typ 2 und griine grob gestrichelte zu Kopplungstyp 3

Definition 1: Graph

Ein Graph G = (V,E) ist ein Paar aus einer Menge V' von Knoten sowie einer Menge
E CV xV xT von gerichteten Verbindungen zwischen diesen Knoten. Das Tupel
(v1,v9,t) € E heilt Verbindung oder Kante. Der Knoten vy ist der Anfangsknoten,
wahrend vy als Endknoten bezeichnet wird.

Eine Verbindung (vy,ve,t) € E heilt ungerichtet, wenn die Verbindung (ve,v1,t) eben-
falls in E enthalten ist. Ist dies nicht der Fall, so heifst die Verbindung gerichtet. Ein
Graph heifit ungerichtet, wenn alle Verbindungen ungerichtet sind.

Definition 2: Zusammenhingender Graph

Ein Graph G = (V,E) heit zusammenhdingend, wenn von jedem Knoten s € V je-
der andere Knoten s’ € V iiber die Verbindungen erreicht werden kann, das heift
es existiert eine Teilmenge {(s,i1,t1),(41,i2,82), - - - ,(4n—1,intn);(in,8 ,tn+1)} von E mit
11, stp €V ound t1,...tpy1 €7

Typischerweise wird diese formale Definition eines Graphen durch eine grafische Darstel-
lung ersetzt. Abbildung 2.1 zeigt einige Beispiele fiir Graphen. Die ungerichteten Kopplun-
gen des Graphen werden als ,pfeillose” Linie dargestellt, wihrend gerichtete Kopplungen
durch einen Pfeil vom Anfang- zum Endknoten dargestellt werden.
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Abbildung 2.2: Zwei verschiedene Beschriftungen fiir den Graphen aus Abbildung 2.1 (b). Be-
schriftung (b) ist zugleich die Beschriftung mit der kleinsten Graphzahl.

Definition 3: Beschriftung eines Graphen und beschrifteter Graph
Eine Beschriftung LY eines Graphen G = (V,E) ist eine bijektive Abbildung
LY.V = Vg, (2.3)

welche jedem Knoten von G eindeutig eine natiirliche Zahl aus Vg C Ny zuweist.

Die Beschriftung ist nicht eindeutig und es gibt im Allgemeinen viele mogliche Be-
schriftungen eines Graphen. Ein Graph mit einer Beschriftung wird als beschrifteter
Graph bezeichnet.

Der Einfachheit halber wird in dieser Arbeit meistens nicht zwischen Graphen und be-
schriftete Graphen unterschieden, denn fiir sdmtliche praktischen Zwecke ist es sinnvoll,
jedem Knoten eines Graphen G eine Zahl zuzuweisen, um diesen eindeutig zuordnen zu
koénnen. Beschriftete Graphen werden deshalb oft einfach als Graph bezeichnet. Dabei ist
die Wahl der Beschriftung nicht eindeutig, hat aber auch keinen Einfluss auf die zu berech-
nenden physikalischen Groéfien — sie dient nur der vereinfachten Handhabung von Graphen.
In Abbildung 2.2 sind zwei mogliche Beschriftungen des Graphen aus Abbildung 2.1 (b)
dargestellt.
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Definition 4: Adjazenzmatrix

Gegeben sei der Graph G = (V,E) und eine Beschriftung LY. 0.B.d.A. bestehe die
Zielmenge Vg der Beschriftung aus den Zahlen 0,...,N — 1, wobei N die Anzahl der
Knoten von G ist. Weiterhin gelte fiir alle ¢’ # ¢ die Einschrankung

(Ul,’l)g,t) cF= (Ul,vg,t/) ¢ FE s (2.4)

das heif’t es existiert maximal eine Verbindung von vy nach vs.

Dann heift die Matrix ALY = (aLg)N_1 mit

ij i,j=0
v; = (Lg) (7) (2.5)
1,
v = (L9) " (j) (2.6)
¢, falls (vi,05,t) € E
aing: {, alls (v;,v;,t) (2.7)
0, sonst

Adjazenzmatriz von G unter der Beschriftung LY.

Die Einschrankung (2.4) ist notwendig, damit die Matrix eindeutig definiert werden kann.
Sie kann stets erreicht werden, indem fiir Graphen, bei denen mehrere Verbindungen von
einem Knoten zu einem anderen existieren, diese mehrfachen Verbindungen durch eine
einzelne Verbindung mit einem neuen Kopplungstyp ersetzt werden.

Fiir die beschrifteten Graphen (a) und (b) aus Abbildung 2.2 lauten die Adjazenzmatrizen

0 0 3
A =10 0 1 (2.8)
2 10
0 2 1
Apy=(3 0 0 (2.9)
100
Definition 5: Graphzahl
Die Graphzahl zg des Graphen G unter der Beschriftung LY ist durch
N-1 o
=3 aff - (buax + DN (2.10)
i,j=0

gegeben. Dabei ist N die Gesamtzahl der Knoten von G.
Fiir ungerichtete Graphen ist die Adjazenzmatrix symmetrisch, weshalb es theoretisch rei-

chen wiirde die Graphzahl durch den Teil ober- oder unterhalb der Diagonalen zu definieren.
Der Allgemeinheit halber wird hier jedoch die vollstdndige Definition verwendet.

10
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Definition 6: Kanonische Graphzahl

Zu einem Graphen G seien alle moglichen Beschriftungen LY gegeben. Die kleinste
Graphzahl

G . in S

Zan = N 27 (2.11)

kan

heiflt dann kanonische Graphzahl des Graphen G.

Fiir die beiden Adjazenzmatrizen (2.8) und (2.9) ergeben sich demnach die Graphzahlen

2 =0-3"4+0-3"+3-324+0-3*+0-3"+1-3°+2.3°+1.37+0-3°

= 3915 (2.12)
2y =0-3"+2-3'41.3243-3°40-3"+0-3°+1-3°+0-3740.-3°
=825 (2.13)

Es lasst sich leicht sehen, dass die Graphzahl z(,) die minimale, also die kanonische, Graph-
zahl des Graphen ist.

Definition 7: Topologische Aquivalenz

Zwei Graphen G’ und G heiRen topologisch dquivalent, wenn sie dieselbe kanonische
Graphzahl besitzen.

Da unterschiedliche Beschriftungen desselben Graphen lediglich eine Permutation der Kno-
ten darstellen und auf endlichen Graphen mindestens eine Permutation existiert, welche
zu einer kleinsten Graphzahl fiihrt, eignet sich die kanonische Graphzahl als eindeutige
Kennzeichnung topologisch unterschiedlicher Graphen.

Definition 8: Schnittgraph
Gegeben seien die beiden Graphen G = (V,E) und ¢’ = (V' E’). Dann heift der Graph
Gs=6NnG ={VnV ENE) (2.14)

Schnittgraph oder Uberlappgraph von G und G'.

Definition 9: Untergraph

Ein Graph G’ = (V',E’) heikt Untergraph von G = (V,E), wenn V' C V und E' C E
gilt. Es wird G’ C G geschrieben, wenn G’ ein zusammenhéngender Untergraph von G
ist.

Ein Graph G’ heifit einbettbar (Finbettung) auf (von) G, wenn er ein Untergraph von
g ist.

11
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Fiir die Linked-Cluster Entwicklung ist es essentiell, dass Beitrige eines Graphen zu einer
physikalischen Grofse nicht doppelt gezahlt werden. Folglich wird es notig sein, die Beitrage
von Untergraphen abzuziechen.

Definition 10: Reduzierter Beitrag

Die auf dem Graphen G berechnete Grofe P wird mit PY bezeichnet. Dann wird der
reduzierte Beitrag Prged von PY iiber

P =P9- > PJ, (2.15)
g'cg
mit
P, =0 fiir G = (0.,0) (2.16)

definiert. Der reduzierte Beitrag wird oft auch als Gewicht des Graphen G beziiglich
der Grofe P bezeichnet.

Anschaulich werden alle Fluktuationsbeitrige der Untergraphen abgezogen, sodass der re-
duzierte Beitrag nur die durch den Graphen G neu hinzugekommenen Fluktuationen ent-
hilt. Die auf dem Graphen G berechnete physikalische Grofe PY kann dabei zum Beispiel
die Grundzustandsenergie sein. Bei der Bestimmung von effektiven Modellen treten auch
Matrizen oder Operatoren auf.

Definition 11: Clusteradditivitat

Gegeben sei eine Grofe P und die beiden Graphen G; = (V1,E1) und Gy = (Va,E2).
Ferner soll der Schnittgraph

Gi1NGa = (0,0) (2.17)

sein, das heifft G; und G; sind disjunkt.

Mit P9 bzw. P9 wird die auf G1 bzw. Gy berechnete Grofse P bezeichnet. Weiterhin
sei

G§=G1UGy = (V1 UVa,E U Ejy) (2.18)

der (nicht zusammenhéngende) vereinte Graph von G; und Gy und PY9 die auf G
berechnete Grofte P. Dann heillt P clusteradditiv falls

pY = pYr | p9: (2.19)

gilt.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass obige Definition auch fiir Operatoren gilt, wobei
entsprechende Tensorprodukte mit Einheitsmatrizen impliziert sind.

12
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Im Folgenden wird der Begriff des Gitters bendtigt. Anschaulich ist ein D-dimensionales
Gitter £ ein unendlich grofer Graph, welcher in D Dimensionen als periodische Struktur
dargestellt werden kann.

Definition 12: Einbettungsfaktor

Der FEinbettungsfaktor Vg ist die Anzahl an méglichen Einbettungen pro Gitterplatz
des Graphen G auf das unendliche Gitter L.

Definition 13: Vollstidndiger Untergraph

Ein Graph G C G’ mit N Knoten heilt vollstindiger Untergraph von G’, wenn kein
Untergraph G” € G’ mit N Knoten und der Eigenschaft

Ggcg’ (2.20)

existiert.

Beziiglich eines unendlichen Gitters £ werden vollstédndige Untergraphen auch einfach
als vollsténdige Graphen oder vollstédndig bezeichnet. Alternativ wird auch der Begriff
Jfeste” (von engl. strong) Graphen verwendet [106].

Beziiglich eines Gitters sind bei vollstdndige Graphen — unter Betrachtung der Einbettung —
alle moglichen Gitterkopplungen vorhanden. Es lasst sich leicht sehen, dass Untergraphen
bei denen nicht alle Kopplungen vorhanden sind, fiir die Berechnung einer physikalischen
Grofe exakt wegfallen, da die Menge aller festen Graphen schnittstabil ist.

2.1.2 Linked-Cluster Theorem

Grundlage fiir die Nutzbarkeit von Graphenentwicklungen zur Behandlung von Quanten-
systemen stellt das Linked-Cluster Theorem [99, 102, 105, 106] dar. Es sagt aus, dass sich
eine extensive, clusteradditive Grofse P(L) eines unendlichen Gitters £ als

P(L)
=S 221

schreiben léasst. Dabei ist N die Anzahl der Gitterplatze, I/g der sogenannte Einbettungs-
faktor des Graphen G und Pféd der reduzierte Beitrag, der auf dem Graphen G bestimmten
Grofe P. Die Summe lduft dabei iiber alle topologisch indquivalenten zusammenhéngenden
Graphen G, welche auf das Gitter eingebettet werden konnen — also Untergraphen von £
sind. Aufgrund der Translationsinvarianz des Gitters reicht es jedoch von einer Einheitszel-
le aus alle Graphen einzubetten. Dies wird entsprechend durch den Einbettungsfaktor l/g
reprasentiert, welcher die Einbettungen des Graphen G pro Gitterplatz angibt. Praktisch

muss die Summe trunkiert werden, wodurch eine gewisse Freiheit fiir die Summation iiber

13
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die Graphen besteht. So gibt es verschiedene Trunkierungs- und Summationsschemata,
um die Summe in Gleichung (2.21) auszufithren. Wichtig ist, dass das Trunkierungssche-
ma eindeutig eine Trunkierungsordnung (auch Ordnung der Entwicklung genannt) festlegt,
sodass die trunkierte Grofe von P(£) mit zunehmender Ordnung systematisch gegen P(L)
konvergiert. Fiir das Summationsschema ist zu beachten, dass innerhalb einer Ordnung die
Menge G der verwendeten Graphen schnittstabil ist, das heift der Schnittgraph Gg = GNG’
zweier Graphen G, G’ € G ebenfalls in G enthalten ist.

Die Clusteradditivitdt der Grofe P ist essentiell, damit nur zusammenhéngende Graphen
betrachtet werden miissen. Denn fiir nicht zusammenhéngende Graphen verschwindet ge-
méf der Gleichungen (2.15) und (2.19) der reduzierte Beitrag. Die reduzierte Symmetrie —
z.B. die fehlende Translationsinvarianz — der Graphen kann jedoch bei der Berechnung von
Anregungen problematisch werden, da Fehlfluktuationen zu einem nicht glatten Verhalten
physikalischer Grofen fiihren. In diesem Fall ist eine verallgemeinerte Sichtweise auf das
Linked-Cluster Theorem und Clusteradditivitéat fiir die NLCE notig, wie in Referenz 104
diskutiert wird.

In dieser Arbeit wird das Linked-Cluster Theorem verwendet, um extensive Grundzu-
standseigenschaften wie die Grundzustandsenergie oder Untergittermagnetisierung sowie
effektive Hamiltonoperatoren fiir Hubbardmodelle abzuleiten. Solche effektiven Modelle
kénnen durch Operatoren oder in einer entsprechenden Matrixdarstellung angegeben wer-
den. Diese kénnen ebenfalls als extensiv angesehen werden, da deren Eigenwerte extensiv
sind. Entsprechend ist auch das Linked-Cluster Theorem anwendbar. Die Grofe P (L) ist
dann allerdings keine Zahl mehr, sondern ein Operator oder eine Matrix.

Die Stéirke des Linked-Cluster Theorems wird schnell deutlich, wenn man Systeme mit
kurzreichweitigen Korrelationen betrachtet, da dann die reduzierten Beitrdge von grofer
werdenden Graphen immer kleiner werden sollten. Hierdurch ergibt sich ein systematisches
Trunkierungsschema fiir die Summe in (2.21) und die trunkierte Grofe sollte gegen den
Wert im thermodynamischen Limes konvergieren, sobald immer gréfsere Graphen hinzu-
kommen.

Dabei stellt sich zum einen aber die Frage, was es bedeutet, dass Graphen ,,grofser” werden.
Eine naheliegende Variante ist es, in der Anzahl Gitterplatze, das heiftt den Knoten der
Graphen, zu trunkieren. Dies muss aber nicht immer die sinnvollste Wahl sein und je nach
Gitter und Modell sind andere Trunkierungsvarianten besser geeignet. Auch die Losungs-
methode (siche Kapitel 2.2) beeinflusst diese Wahl. Sollte zum Beispiel ein stérungstheo-
retischer Losungsansatz gewahlt werden, so ist die Trunkierung derart zu wéhlen, dass sie
mit der Storungsordnung iibereinstimmt.

Zum anderen definiert das Linked-Cluster Theorem eine Zerlegung des Gitters in Graphen.
Das Gitter muss dabei allerdings nicht immer vollstdndig in alle moglichen Untergraphen
zerlegt werden. So ist es auf dem Quadratgitter zum Beispiel ohne weiteres méglich nur
rechteckige Graphen zu berticksichtigen [108, 116-118|. Solange der Schnittgraph zweier
Einbettungen ebenfalls in der Graphenmenge enthalten ist, ist die Zerlegung in diese Menge
moglich. Auch hier kénnen manche Zerlegungen fiir das gegebene System vorteilhafter sein
als andere. In Kapitel 5 werden verschiedene Zerlegungen und Trunkierungsschemata fiir
Quantenspinmodelle diskutiert.

14
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Ublicherweise wird die Graphengenerierung sowie die Berechnung der reduzierten Beitriige
und Einbettungsfaktoren mithilfe von Computerprogrammen durchgefiihrt. In dem Buch
von Oitmaa et al. [106] werden zum Beispiel solche Programme diskutiert. Fiir diese Arbeit
lag der Fokus nicht auf der Optimierung einer vollen Graphenentwicklung, bei der eine mog-
lichst hohe Ordnung in der Anzahl an Gitterplatzen erreicht wird. Einfache Algorithmen,
welche die grundlegende Idee des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Computerpro-
gramms wiedergeben, finden sich in Anhang A.

2.2 Losungsverfahren fiir einzelne Graphen

Im vorherigen Kapitel wurde erlautert, dass sich eine physikalische Grofe im thermodyna-
mischen Limes durch die Berechnung auf zusammenhéngenden Graphen bestimmen l&sst.
Die Grundlage hierfiir bildet das Linked-Cluster Theorem. In diesem Kapitel wird nun dar-
auf eingegangen, wie sich die Grofe PY auf einem gegebenen Graphen G bestimmen lésst.
Dafiir werden zwei verschiedene Losungsverfahren vorgestellt: Das erste Verfahren ist die
exakte Bestimmung aller Energieeigenwerte des endlichen Systems durch Matrixdiagonali-
sierung und das Zweite besteht in der Ableitung von effektiven Modellen mittels kontinuier-
licher unitérer Transformationen [41-43|. Letztere konnen sowohl nichtperturbativ als auch
perturbativ durchgefiihrt werden. Fiir die nichtperturbative Variante wird sich in dieser
Arbeit auf die graphenbasierte kontinuierliche unitére Transformation (gCUT) [103, 104]
beschrankt. Die perturbative Variante wird entsprechend als perturbative kontinuierliche
unitidre Transformation (pCUT) bezeichnet [112-114].

Wie im vorangegangenen Kapitel bereits erwdhnt wurde, eignen sich Linked-Cluster Ent-
wicklungen vor allem fiir kurzreichweitig korrelierte Systeme. Insbesondere ist die Behand-
lung von liickenlosen Systemen extrem schwierig. Ein wichtiger Teil dieser Arbeit ist es,
die nichtperturbativen Linked-Cluster Entwicklungen (mit exakter Diagonalisierung) inso-
fern zu erweitern, dass sich langreichweitig geordnete Systeme — insbesondere geordnete
liickenlose Systeme — beschreiben lassen. Der durch Referenz 108 inspirierten Idee liegt die
Einfiihrung von Randfeldern zugrunde, welche einen Referenzzustand représentieren, um
den die Entwicklung durchgefiihrt wird.

Diese Idee wird nun genauer erlautert und im Anschluss wird in Kapitel 2.2.2 auf die
kontinuierlichen unitdren Transformationen eingegangen. Eine Beschreibung der exakten
Diagonalisierung fiir beliebige Systeme findet sich in Kapitel 3.

2.2.1 Exakte Diagonalisierung mit Randfeldern fiir geordnete Phasen

Die Inhalte dieses Unterkapitels wurden zum Grofsteil bereits in Referenz 109 veroffentlicht.

Der urspriingliche Ansatz [99, 102| fiir nichtperturbative Linked-Cluster Entwicklungen
besteht darin, den Hamiltonoperator exakt auf den einzelnen Graphen zu diagonalisieren.
Je nach Graphenentwicklung ist dann entweder die exakte Diagonalisierung oder die Gra-
phenentwicklung der limitierende Faktor fiir die Linked-Cluster Entwicklung. Im Falle einer
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Kapitel 2 Linked-Cluster Entwicklungen

vollen Graphenentwicklung wichst die Anzahl an Graphen beispielsweise exponentiell mit
der Anzahl an Knoten, sodass hier meist die Graphenentwicklung die Entwicklungsord-
nung definiert. Fiir eine Entwicklung in rechteckigen Clustern gibt es hingegen nur sehr
wenige Graphen und die Einbettungsfaktoren lassen sich analytisch angeben [118], sodass
die exakte Diagonalisierung vorgibt, wie viele Knoten betrachtet werden kénnen. In diesem
Fall kénnen noch Symmetrien ausgenutzt werden, um den zu betrachtenden Hilbertraum
zu reduzieren. Der Lanczos-Algorithmus [119] (siehe Kapitel 3.1) erlaubt weiterhin eine
effiziente Bestimmung der niedrigsten Eigenwerte. Dabei ist jedoch die Translationssym-
metrie oft die entscheidende Symmetrie, um grofere Systeme behandeln zu kénnen, welche
auf endlichen Graphen ohne periodische Randbedingungen leider nicht ausgenutzt werden
kann. Eine tiefergehende Beschreibung der exakten Diagonalisierung findet sich in Kapi-
tel 3.

Unabhéingig davon wie die exakte Diagonalisierung auf den einzelnen Graphen durchgefiihrt
wird, ergibt sich das Problem, dass die Graphen selbst keine Informationen iiber die zugrun-
deliegende Phase des unendlichen Gitters besitzen. Dies kann sowohl bei Systemen mit als
auch ohne Energieliicke ein Problem darstellen. Wahrend die Liickenlosigkeit iiblicherweise
zu Divergenzen fiihrt, so liegt das Grundproblem darin, dass einzelne Graphen oder Un-
termengen von Graphen ein anderes Verhalten, verglichen mit der Physik des kompletten
Gitters, aufweisen konnen. Beispielsweise verhalten sich beim liickenbehafteten Spin-1 Hei-
senbergmodell auf dem Kagomegitter die quasi eindimensionalen Kettengraphen anders,
da die antiferromagnetische Spin-1 Dreieckskette einen Quantenphaseniibergang bei A < 1
aufweist [74]. Der Parameter A € [0,1] interpoliert dabei zwischen den Grenzfillen isolierter
Dreiecke und dem isotropen Gitter und da fiir das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Ka-
gomegitter kein Phaseniibergang erwartet wird, fiihrt der Ubergang der Dreieckskette bei
einer Untersuchung des Modells in Abhéngigkeit von A zu einem nichtmonotonen Konver-
genzverhalten. Dieses Verhalten wird generisch fiir Quantenvielteilchensysteme erwartet,
insbesondere wenn diese geometrisch frustriert sind, da dort viele verschiedene Phasen mit-
einander konkurrieren. Es kann dazu fithren, dass jede endliche NLCE ein nichtmonotones
Verhalten oder sogar Divergenzen aufweist, welche zu einer nicht konvergierenden Entwick-
lung fithren. Generell kann — bzw. sollte — die im folgenden beschriebene Randfeldmethode
fiir geordnete Phasen verwendet werden. Dabei sind liickenlose Systeme im Allgemeinen
schwieriger zu behandeln.

Wihrend fiir das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter dieses Problem durch eine
reorganisierte Graphenentwicklung behoben werden kann — wie in Referenz 74 und Kapi-
tel 5.2 genauer erldutert wird — so ldsst sich dieses Problem fiir liickenlose Systeme, wie
z.B. dem Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Quadrat- oder Dreiecksgitter, bisher nicht
durch ein verbessertes Summationsschema der Graphen 16sen. Um dennoch eine NLCE
durchfiithren zu konnen, soll die NLCE erweitert werden, indem sie die zu berechnende
Grofe um den zu erwartenden Grundzustand des betrachteten Modells entwickelt. In die-
ser Arbeit werden zweidimensionale Spinsysteme betrachtet, welche einen langreichweitig
geordneten Grundzustand aufweisen. Jeder Graph der NLCE sollte die fiir ihn spezifi-
schen Fluktuationen zu der untersuchten physikalischen Grofse beitragen, wenn er als Teil
der geordneten Phase betrachtet wird. Dazu miissen die aufierhalb des Graphen liegenden
Kopplungen zu der geordneten Phase betrachtet werden. Diese Idee wurde bereits erfolg-
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2.2 Loésungsverfahren fiir einzelne Graphen

reich fiir die geordnete Phase des Isingmodells im transversalen Feld auf dem Quadratgitter
angewendet [108].

Der Hamiltonoperator sei also in der Form

H=Hy+ AV (2.22)
schreibbar. Dabei weise Hg einen symmetriegebrochenen Grundzustand

|0) := [00) [01) - - (2.23)

auf, welcher ein Produkt von lokalen, auf den einzelnen Gitterplatzen ¢ = 0,1,... defi-
nierten, Zusténden |0;) darstellt. Weiterhin soll der Grundzustand |0) von H, adiabatisch
zu der, bei endlichen A liegenden, geordneten Quantenphase von H verkniipft sein. Es sei
an dieser Stelle angemerkt, dass der Parameter A\ bereits Teil des zu untersuchenden Mo-
dells ist, oder kiinstlich eingefiihrt werden kann, indem der urspriingliche Hamiltonoperator
entsprechend umgeschrieben wird.

Fiir die NLCE ist der elementare Baustein aus dem die Graphen bestehen durch den
Produktzustand |0) vorgegeben. Im Falle des Spin-1/2 Heisenbergmodells auf dem Qua-
dratgitter wére dies ein einzelner Gitterplatz, wihrend das Spin-1 Heisenbergmodell auf
dem Kagomegitter eine spontane Trimerisierung von Dreiecken aufweist [69-74] und diese
Dreiecke dann als elementares Element fiir eine Graphenentwicklung verwendet werden.
Die Graphen G = (V,E) werden dann als vom Zustand |0) ,umgeben“ betrachtet. Das
bedeutet, dass — wenn der Graph als Teil des Gitters angenommen wird — alle Kopplungen
zwischen einem Knoten ¢ € V' und einem Gitterplatz v des Gitters, der nicht zum Graph
gehort, als ,Randkopplungen® miteinbezogen werden. Diese Randkopplungen werden als
Operator

o =0, ® 0; (2.24)
geschrieben. Fiir das Heisenbergmodell wire dies zum Beispiel eine Heisenbergkopplung®
od=8,-8;. (2.25)

Ein Beispiel fiir die Randkopplungen eines Graphen auf dem Quadratgitter findet sich in
Abbildung 2.3.

Wihrend die Kopplungen zwischen den Knoten innerhalb des Graphen ganz normal be-
handelt werden, so sollten die Randkopplungen keine Auswirkung auf die Gitterplitze
aulserhalb des Graphen haben, da der Zustand aufierhalb des Graphen als statisch betrach-
tet wird und nur Fluktuationen auf dem Graphen betrachtet werden. Die Randkopplung
reduziert sich demnach auf das lokale Randfeld

<OI/|OV|0V> Oz 3 (2.26)

YDas Tensorprodukt ® wird — wie fiir Heisenbergkopplungen iiblich — durch einen Multiplikationspunkt
ersetzt.
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Kapitel 2 Linked-Cluster Entwicklungen

Abbildung 2.3: Beispiel von Randkopplungen (blau) fiir einen Graphen (schwarz) auf dem Qua-
dratgitter (grau).

welches nur auf Gitterplatz ¢ des Graphen G wirkt. Dieses Feld sorgt nun dafiir, dass die
richtige Symmetriebrechung der geordneten Referenzphase dem NLCE-Schema hinzuge-
fiigt wird. Die Gesamtstédrke der Randfelder skaliert mit dem Umfang des Graphen und ist
deshalb fiir eindimensionale Graphen maximal, wahrend sie fiir die ,zweidimensionalsten
Graphen minimal ist. Es ist wichtig, dass fiir die Grundzustandsenergie der Beitrag der
Randfelder auf den einzelnen Graphen abgezogen wird und aufgrund des Subtraktions- und
Einbettungsverfahrens der Einfluss der Randfelder mit zunehmender Grofe der Graphen
immer kleiner wird, da der Umfang langsamer als die Knotenanzahl wéchst. Eindimensio-
nale Graphen stellen hier eine Ausnahme dar, welche aber gewiinscht ist, da der Einfluss
von eindimensionalen Graphen auf die Physik des zweidimensionalen Gitters mit zuneh-
mender Graphenlédnge sowieso abnehmen sollte. Folglich ist der Beitrag der Randfelder zur
Grundzustandsenergie nur subextensiv.

Ublicherweise sind die Graphen in praktischen Rechnungen jedoch nicht grof genug, sodass
der Einfluss der Randfelder verschwindet, weshalb es sinnvoll sein kénnte einen reellen
Parameter K > 0 einzufiihren, mit dem das Randfeld flexibel variiert werden kann:

F,=—-KO; . (2.27)

Physikalisch gesehen entspricht ein Parameter K # (0,]|0,|0,) einem anderen Produkt-
zustand |0). Fiir K — oo sind die Randfelder so stark, dass keine Fluktuationen auf den
Graphen auftreten und das System im Produktzustand |0) von Hy verbleibt. Im anderen
Grenzfall K — 0 wird die normale NLCE ohne Randfelder, mit den dort vorliegenden Pro-
blemen, reproduziert. Es wird K < (0,]0,|0,) erwartet, da der wahre Grundzustand von
H durch Quantenfluktuationen zu — verglichen mit (0,|0,|0,) — kleineren Werten fiihrt.

In dieser Arbeit werden zwei Arten von geordneten Phasen betrachtet: Die erste Klasse sind
langreichweitig magnetisch geordnete Phasen. Der Grundzustand ist dann eine angezogene
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2.2 Loésungsverfahren fiir einzelne Graphen

(von engl. dressed) Version der assoziierten klassischen Ordnung, welche der Grundzu-
stand von Hj ist. Sowohl der klassische als auch der quantenmechanische Grundzustand
besitzen eine endliche Untergittermagnetisierung als Ordnungsparameter. Es ist deshalb
moglich eine Untergitterrotation (siche z.B. Referenz 120 fiir das Quadratgitter und Refe-
renz 121 fiir das Dreiecksgitter) durchzufiihren, sodass der klassisch geordnete Zustand ein
vollstédndig in z-Richtung polarisierter Ferromagnet ist. Nach der Untergitterrotation und
durch Einschrénkung auf Zweispinterme mit antiferromagnetischer Kopplung J > 0 (eine
Verallgemeinerung ist unproblematisch) folgt der Hamiltonoperator

Hyp =—J Y S;iSi+AV . (2.28)
0]
Gleichung (2.28) besitzt die gewiinschte Form (2.22) mit dem polarisierten Zustand
0) =[t---1) (2.29)

als Grundzustand von Hy. Das Randfeld ergibt sich dann aus der Kopplung?

opnd = 5257 (2.30)
zZu
F" = —KS?. (2.31)

Die zweite Klasse von Quantenphasen sind nichtmagnetische Valenzbondkristalle (VBS,
von engl. valence bond solid), welche die Translationssymmetrie des Gitters brechen. Haufig
ist dies eine Dimerisierung bei der sich zwei Spins zu einem Dimer auf dem Gitter verbinden.
Eine Verallgemeinerung hiervon ist die Trimerisierung, welche fiir das antiferromagnetische
Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter eine wichtige Rolle spielt [69-74]. Dabei
koppeln drei Spin-1 auf einem Dreieck zu einem Singulett (Trimer), welches dann als ele-
mentarer Baustein der Ordnung fungiert. Sowohl fiir Dimerisierung als auch Trimerisierung
ist es moglich einen Parameter \ einzufiihren, sodass der Hamiltonoperator Hy fiir A =0
einen Grundzustand aus entkoppelten Dimeren bzw. Trimeren besitzt. Fiir die Graphen-
entwicklung bietet es sich deshalb an diese Dimere bzw. Trimere als elementaren ,Knoten*
zu verwenden.

Im Gegensatz zu den magnetisch geordneten Phasen, ist Hy vollsténdig lokal in den Dime-
ren bzw. Trimeren, sodass fiir A = 0 keine Randkopplungen der Form O, ® O; existieren.
Es ist deshalb notwendig den Grenzfall infinitesimal kleiner A zu betrachten. Die Rand-
kopplungen treten dann in zweiter Ordnung Stérungstheorie in A auf und haben die Form

05 = (Is) (sul) ® (Isa) {sal) - (2.32)

Dabei ist |s;) (s;| der Singulettprojektor auf Dimer oder Trimer ¢ am Rand eines gegebenen
Graphen. Fiir die Randfelder folgt dann analog zu den magnetischen Phasen der Ausdruck

FVBS — K |s) (4] - (2.33)

2 Es wird nur die z-Komponente beriicksichtigt, da S% und S¥ im Erwartungswert des polarisierten Zu-
stands verschwinden.
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Kapitel 2 Linked-Cluster Entwicklungen

Um die Randfelder in der NLCE zu berticksichtigen, miissen die Graphen zusammen mit
ihrer Einbettung auf das Gitter betrachtet werden. Dabei wird sich auf vollstandige Gra-
phen (sieche Definition 13 und Referenz 106) beschréankt. Durch diese Einschrankung der
verwendeten Graphen — es wird nochmal betont, dass dies keine Naherung oder andere Art
von Trunkierung ist, sondern exakt die gleiche Entwicklung liefert — sind die Randfelder
eines jeden Graphen eindeutig festgelegt, da sdmtliche nicht vorhandenen Kopplungen nur
zu Gitterplatzen fithren, welche auflerhalb des Graphen liegen.

Sobald die Randfelder ermittelt wurden, konnen extensive Grundzustandsgrofen (z.B.
Grundzustandsenergie oder -magnetisierung) mit exakter Diagonalisierung bestimmt wer-
den. Beachtet werden muss jedoch, dass die Beitrége der Randfelder von der Grundzustand-
senergie abgezogen werden miissen. Im Falle des polarisierten Ferromagneten gestaltet sich
die Subtraktion besonders einfach, da dort jedes Randfeld einen Beitrag —S - K liefert,
wobei S der Wert des Spins ist.

Eine offene Frage ist jedoch, welches der ,beste Wert fiir die Randfeldstérke K ist. Im
Unterschied zu Referenz 108 werden in dieser Arbeit zwei verschiedene Moglichkeiten un-
tersucht, um ein optimales K zu ermitteln. Bei der ersten Moglichkeit wird der Ordnungspa-
rameter, z.B. die Untergittermagnetisierung fiir die magnetisch geordneten Phasen, durch
eine selbstkonsistente Rechnung bestimmt, welche als Fizpunktmethode bezeichnet wird.
Das zweite Verfahren verwendet den K-Wert bei dem die Grundzustandsenergie die kleins-
te Anderung aufweist und wird als Minimumsmethode bezeichnet. Beide Verfahren werden
in den folgenden Absétzen genauer beschrieben.

Fixpunktmethode

Es erscheint als physikalisch sinnvoll, dass eine gute Wahl fiir K in der Grofsenordnung des
echten Ordnungparameters mg der Quantenphase liegt. In der Tat wird sich in Kapitel 5.1
herausstellen, dass ein selbstkonsistent durch die Fixpunktgleichung

K = mo(K) (2.34)

bestimmtes K zu sehr guten Resultaten fiihrt. Dieses Verfahren wird nur fiir die ma-
gnetisch geordneten Phasen verwendet und deshalb ist der Ordnungsparameter durch die
Untergittermagnetisierung mg gegeben.

Der Fixpunkt K von Gleichung (2.34) wird mithilfe des Sekantenverfahrens zur Nullstel-
lenbestimmung [122] fiir jede NLCE-Ordnung ermittelt. Fiir eine feste NLCE-Ordnung
werden zwei Startwerte K7 und Ky gewahlt und die Grundzustandsmagnetisierung wird
fiir beide K-Werte, auf allen fiir die Ordnung benétigten Graphen, bestimmt. Geméf dem
Linked-Cluster Theorem (2.21) werden dann die Werte

méi) = mo(K;) (2.35)

der Grundzustandsmagnetisierung bestimmt. Nun wird das Sekantenverfahren

Kipn = Ki - —5 T : (mg> _ K) (2.36)
my’ — K; — my + K; 1
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2.2 Loésungsverfahren fiir einzelne Graphen

verwendet, um eine verbesserte Wahl K, zu erhalten, mit dem die zugehorige Magne-

tisierung m(()iﬂ) berechnet wird. Dieser iterative Prozess wird solange durchgefiihrt bis

Koy —m{™| < 0.0001 ist.

Minimumsmethode

Da der Einfluss der Randfelder subextensiv ist, sollte die NLCE fiir jeden Wert von K
konvergieren, wenn die Graphen grofs genug sind. Dies ist jedoch in der Praxis meist nicht
der Fall, weshalb es Sinn ergibt, den K-Wert zu wahlen, bei dem die Grundzustandsenergie
minimal von K abhingt. Dies entspricht lokalen Extremwerten und ist iiblicherweise ein
Minimum. Deshalb wird in jeder Ordnung der NLCE die Grundzustandsenergie eg(K) in
Abhéngigkeit von K untersucht und das Energieminimum e{)nin(Kmm) fiir weitere Extrapo-
lationen verwendet. Angemerkt sei bereits an dieser Stelle, dass es vorkommen kann, dass
nicht alle Ordnungen ein Minimum aufweisen. Diese Ordnung wird dann ignoriert und fiir

weitere Extrapolationen nicht beachtet.

2.2.2 Kontinuierliche unitare Transformationen
Flussgleichung

Kontinuierliche unitdre Transformationen [41-43| erlauben es, einen Hamiltonoperator in
eine optimierte Basisdarstellung zu tiberfithren. Um dies zu erreichen, wird der Hamil-
tonoperator als kontinuierliche Funktion H () eines Parameters [ € R betrachtet. Dabei
soll H(I = 0) dem urspriinglichen Hamiltonoperator entsprechen und Heg == H(l = 00)
soll der Hamiltonoperator in der optimierten Basisdarstellung sein. Unter der unitédren
Transformation U ([) gilt also fiir alle I € R die Gleichung

H()=UMH(©O0)U (). (2.37)

Wird nun der antihermitesche Generator n(l) := n(H(l)) von U(l) eingefiihrt, dann ergibt
sich aus (2.37) die Differentialgleichung

de(l) =n()U(1) . (2.38)

Durch Ableiten von Gleichung (2.37) und Einsetzen von (2.38) folgt letztendlich die Fluss-
gleichung

dH(I)
o = . 1) (239)
Die Flussgleichung fithrt durch den Kommutator allerdings zu einer unendlichen Hierarchie
gekoppelter Differentialgleichungen. Dementsprechend ist es notwendig, eine Trunkierung
einzufithren, um diese 16sen zu kénnen. Dabei spielt auch die Wahl des verwendeten Ge-
nerators eine wichtige Rolle.
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In den vergangenen Jahrzehnten wurden verschiedene Trunkierungsschemata und Genera-
toren entwickelt. Im Folgenden werden zwei verbreitete Generatoren vorgestellt, gefolgt von
einer kurzer Beschreibung der beiden in dieser Arbeit verwendeten Trunkierungsschemata.
Abschlieend wird noch ein kurzer Uberblick iiber einige weitere Trunkierungsschemata
gegeben.

Generatoren

Der von Wegner [41] vorgeschlagene Generator
n ™ (1) = [Ha(l),H (1) (2.40)

transformiert den urspriinglichen Hamiltonoperator auf die Form von Hy(l). Hq(l) ist dabei
der (Block-) Diagonalanteil von H (1) und wird entsprechend der gewiinschten Endform von
H.g gewihlt. Eine grundlegende Eigenschaft dieses Generators ist, dass die quadratische
Summe aller Nebendiagonalelemente, das heifst der Elemente, die nicht in Hq(l) enthalten
sind, monoton abnimmt. Problematisch ist hierbei jedoch, dass eine energetische Entartung
zu einer sehr langsamen Konvergenz der Flussgleichung fiihrt [112, 114].

Ein weiterer sehr verbreiteter Generator ist der Quasiteilchengenerator [112-114, 123]

(1) = sgn(g: — a7)hiz (1) - (2.41)
Die ¢; bezeichnen die Anzahl an Quasiteilchen (QP, von engl. quasi particles) im Zustand
|i), welcher ein Eigenzustand des Zahloperators @ ist, das heifst es gilt

Qi) = qili) - (2.42)

Mit h;;(1) = (i| H(l) |j) werden die Matrixelemente von H in der Eigenbasis von @ be-
zeichnet und

fiir x > 0
sgn(z) =¢ 0 firz=0 (2.43)
-1 firz <0

ist die wie iiblich definierte Vorzeichenfunktion.

Zum einen erhélt der Quasiteilchengenerator die Blockdiagonalitdt von H beziiglich der
Quasiteilchen und zum anderen kommutieren () und Heg, sodass H.g blockdiagonal in
der Anzahl Quasiteilchen ist [112-114, 123]. Eine Eigenschaft dieses Generators ist, dass
er stets die niedrigsten Eigenwerte in den untersten Block ,einsortiert. Folglich liegen
nach der unitdren Transformation die kleinsten Eigenwerte im Block mit der kleinsten
Anzahl an Quasiteilchen. Dies kann insbesondere bei Rechnungen auf endlichen Clustern
problematisch sein, wenn diese eine geringere Symmetrie als das Gesamtsystem aufweisen,
und erfordert eine Modifikation der Flussgleichung [104].

In dieser Arbeit wird ausschliefslich der Quasiteilchengenerator (2.41) verwendet, um ef-
fektive Spinmodelle fiir Hubbardmodelle abzuleiten. Dies wird einerseits mittels nichtper-
turbativer graphenbasierter kontinuierlicher unitérer Transformationen und andererseits
mit einem perturbativen Ansatz durchgefiihrt. Beide Varianten werden in den folgenden
Unterkapiteln beschrieben.
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Perturbative kontinuierliche unitire Transformationen

Dieser Abschnitt soll nur eine kurze Erklarung der Grundidee von perturbativen kontinuier-
lichen unitéren Transformationen [112-114] bieten. Eine ausfiihrliche und gut versténdliche
Einfithrung ist unter anderem in der Doktorarbeit von Knetter [114] zu finden. Inhaltlich
orientiert sich dieser Abschnitt an den Ausfithrungen der Referenzen 112, 114 und 124.

Besitzt der Hamiltonoperator die Form

H=Hy+V (2.44)
mit einem in der betrachteten Basis diagonalen Hy und
M
V=> aH, (2.45)
i=1
dann kann V storungstheoretisch behandelt werden. Die x1,...,z3; werden als Stor- oder

Entwicklungsparameter bezeichnet.

Als weitere Voraussetzungen muss Hy ein nach unten beschrinktes dquidistantes Spektrum
aufweisen und die H; miissen sich als

H=> 1Y (2.46)

schreiben lassen, wobei n € Nj ist und die Ti(j ) genau j Quasiteilchen erzeugen (j po-
sitiv) beziehungsweise vernichten (j negativ). Mit dem in Gleichung (2.42) eingefiihrten
Zahloperator fiir Quasiteilchen gilt entsprechend

Um die Flussgleichung zu 16sen, wird der Ansatz
H(l)=Ho+ Y -+ Y aft- -y F(l,m,k)T (m.k) (2.48)
k1=0  kp=1 |m|=k

mit den Definitionen

k= (k1,k2, ... ,kn) (2.49)
M

k=> ki (2.50)
i=1

m = (my,ma,...,mg) (2.51)

mi€{0,£1,+£2,..., +n} (2.52)

m| = k (2.53)

k
m = Zmi (2.54)
i=1

T(m.k) = T1(m1) o Tl(mkl)TQ(Mkl+1) o TQ(mkl-Hcg) B _T]&nk) (2.55)
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verwendet. Die Summe Z|m|:k entspricht einer Summation {iber alle méglichen k-Tupel

aus {0,+1,+2,£n}*. Der Operator T(m,k) ist ein Produkt aller Ti(]), wobei das Tupel m
die Werte der j festlegt und es immer genau k; Operatoren zum Storparameter z; gibt,
sodass die Potenz von z; und die Anzahl der mit x; assoziierten Storoperatoren Ti(] ) gleich
ist. Durch Einsetzen von (2.48) in die Flussgleichung (2.39) und Losen der Differentialglei-
chungen folgt zusammen mit der Definition

C(m,k) == lim F(I,m,k) (2.56)

l—00

der effektive Hamiltonoperator

Heff = HO + Z e Z -rlfl o iE‘I]C\jw Z C(muﬁ)T(m7E) . (257)
k1=0 ky=1 |m|:k7m:0

Die Einschrinkung der Summe auf alle Tupel mit m = 0 liefert die gewiinschte Blockdia-
gonalitdt in der Quasiteilchenanzahl, da m = 0 bedeutet, dass T(m,k) als Produkt der

Ti(‘j ) effektiv keine Quasiteilchen erzeugt oder vernichtet. Ausfiihrliche Herleitungen von

Gleichung (2.57) finden sich in den Referenzen 112, 113 und 114.

Die Trunkierung besteht nun darin, nur Terme mitzunehmen, welche eine bestimmte ma-
ximale Storungsordnung kpax besitzen. Bis zu dieser Ordnung ist die Rechnung mittels
pCUT allerdings exakt, das heifst eine Taylorentwicklung der exakten Losung der Fluss-
gleichung bis Ordnung kpax wiirde genau die in dieser Ordnung mittels pCUT ermittelte
Reihe ergeben.

Die Koeffizienten C(m,k) sind modellunabhéngig und brauchen demnach nur einmal be-
rechnet zu werden. In dieser Arbeit wird zum Losen der Flussgleichungen mittels pCUT
ein von Klagges [125] entwickeltes Programm verwendet. Die Koeffizienten sind ebenfalls
innerhalb der Arbeitsgruppe vorhanden gewesen.

Um nun die pCUT fiir ein bestimmtes Modell anzuwenden, miissen nur Hy definiert und
die Ti(] ) entsprechend den Gleichungen (2.45) und (2.46) bestimmt werden. Eine Einschrén-

kung auf Modelle, bei denen die Ti(j ) aus Termen bestehen, die nur lokal zwei Gitterplatze
iiber eine Verbindung v koppeln, fiihrt zu einem sehr anschaulichen Versténdnis (siehe auch

Referenz 126): Die Ti(j ) kénnen dann némlich als Summe
7V ="t () (2.58)
v

von lokalen Operatoren tz(] ) (v) geschrieben werden. Eine Ordnung der pCUT bedeutet also,
dass der Storanteil des Hamiltonoperators auf eine Verbindung des Gitters ,wirkt”. Geméfs
dem Linked-Cluster Theorem (siehe Kapitel 2.1.2) miissen allerdings nur verbundene Pro-
zesse betrachtet werden, also nur Produkte der tgj )(v), welche einen zusammenhéngenden
Pfad auf dem Gitter bilden. Entsprechend kann die pCUT auf einem geniigend grofsen
Cluster, welcher alle moglichen Pfade in der Ordnung beinhaltet, durchgefiihrt werden.

Dies fiihrt in der Praxis allerdings dazu, dass nur sehr niedrige Ordnungen erreicht werden
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2.2 Loésungsverfahren fiir einzelne Graphen

kénnen, weil der Speicheraufwand fiir die Berechnung auf einem grofen Cluster sehr schnell
anwachst. Das Linked-Cluster Theorem erlaubt allerdings auch eine Berechnung auf ein-
zelnen Graphen und deren anschlieffende kombinatorische Einbettung auf das unendliche
Gitter. Dadurch kénnen deutlich héhere Stérungsordnungen erreicht werden.

Graphenbasierte kontinuierliche unitiare Transformationen

Bei den graphenbasierten kontinuierlichen unitdren Transformationen [103, 104| wird die
Flussgleichung (2.39) auf endlichen Clustern, den Graphen, exakt gelost. Dies ist moglich,
da die Basis endlich ist und der Kommutator so durch einfache Matrixmultiplikation ausge-
wertet werden kann. Gelost wird die daraus entstehende gekoppelte, nichtlineare Differen-
tialgleichung erster Ordnung dann numerisch mit dem Computer. In dieser Arbeit wurde
dazu ein adaptives Runge-Kutta-Verfahren, die Dormand-Price Methode fiinfter Ordnung,
aus den Numerical Recipes verwendet [122]. Dabei ist zu beachten, dass H(l) mit [ gegen
H.g = H(l = c0) konvergiert, die Losung also bei einem endlichen [ abgebrochen werden
kann, sobald eine vorgegebene Genauigkeit erreicht wurde.

Die auf den einzelnen Graphen bestimmten Lésungen werden dann geméfs dem Linked-
Cluster Theorem (2.21) in das unendliche System eingebettet, um eine im thermodynami-
schen Limes giiltige Losung zu erhalten.

Weitere Trunkierungsschemata fiir kontinuierliche unitiare Transformationen

Es existiert auch eine Erweiterung von pCUT fiir Modelle mit nicht-Aquidistanten Spek-
tren, welche als epCUT (von engl. ehanced pCUT) bezeichnet wird [127]|. Der Nachteil
ist allerdings, dass die Flussgleichung nicht mehr allgemein gelost werden kann. Wird
der Storungsparameter direkt in die perturbativ aufgestellten Flussgleichungen eingesetzt,
so ergibt sich ein stabiles Extrapolationsschema (deepCUT, von engl. directly evaluated
epCUT) [127].

Eine andere Moglichkeit ist es, den Hamiltonoperator in zweiter Quantisierung darzustellen
und nur die Operatoren mitzunehmen, welche nicht mehr als eine bestimmte Maximalan-
zahl an Quasiteilchen erzeugen oder vernichten. Allerdings muss fiir unendlich grofte Sys-
teme eine zusétzliche Trunkierung stattfinden. Typischerweise wird sich bei Systemen mit
Energieliicke und endlicher Korrelationsldnge auf lokale Prozesse beschrankt. Dieses Trun-
kierungsschema ist ebenfalls nichtperturbativ und wird als selbstdhnliche kontinuierliche
Transformation (sCUT) bezeichnet [128, 129].

Vor kurzem wurde zudem ein auf Tensornetzwerken basierendes Trunkierungsschema vor-
gestellt, welches als eCUT (von engl. entanglement CUT) bezeichnet wird [130].
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Kapitel 2 Linked-Cluster Entwicklungen

2.3 Extrapolationsverfahren

Im Rahmen der Linked-Cluster Entwicklungen ergibt sich fiir die Grofe P eine endliche
Reihe der Form

P n
W” => 5, (2.59)
=1

wobei n der durch das Trunkierungsschema gegebenen maximalen Ordnung entspricht.
Die S; sind die Summe der reduzierten Beitrdge aller Graphen, welche genau in Ordnung
1 beitragen. Wird zum Beispiel in der Anzahl Gitterplatze der Graphen trunkiert, dann
entspricht S; der Summe aller reduzierten Beitrédge mit ¢ Gitterplatzen.

Wenn die Entwicklung konvergiert, dann sind die S; eine Nullfolge, was bedeutet, dass
die reduzierten Beitrage von grofer werdenden Graphen abnehmen. Weiterhin sollte der
Grenzwert von P, gegen den Wert P(L) im thermodynamischen Limes konvergieren:

. P, _P£)

TS (260
Um die Konvergenz der Reihe zu verbessern, existieren mehrere Techniken, welche , Kon-
vergenzbeschleunigung® genannt werden. In dieser Arbeit werden fiir die nichtperturbati-
ven Linked-Cluster Entwicklungen der Wynn-Algorithmus [102, 131, 132| sowie verschie-
dene Skalierungen verwendet, wahrend fiir die perturbativen Entwicklungen die Padé-
Approximation [132, 133] angewendet wird. Es ist erwédhnenswert, dass der Wynn-Algorith-
mus eine Moglichkeit darstellt, bestimmte Padé-Approximationen zu berechnen.

Dieses Kapitel dient dazu, den Wynn-Algorithmus zu erlautern und eine kurze Einfiihrung
in die Funktionsweise von Padé-Approximationen zu geben. Fiir detaillierte Ausfiihrungen
sei an dieser Stelle auf die Biicher von Graves-Morris [133] und Guttmann verwiesen [132].
Die verwendeten Skalierungsgesetze fiir die NLCEs werden genauer in Kapitel 5.1 beschrie-
ben, wo sie auch direkt zur Extrapolation angewendet werden.

Auflerdem gibt es noch weitere Algorithmen zur Konvergenzbeschleunigung. Diese sind
unter anderem die fiir alternierende Reihen niitzliche Euler-Transformation [122] oder Bre-
zinski’s 6 Algorithmus [132]. Zusétzlich wurde vor kurzem ein Verfahren entwickelt, mit
dem Padé-Extrapolationen fiir nichtperturbativ bestimmte Reihen durchgefiihrt werden
konnen, um zum Beispiel kritische Exponenten zu bestimmen [134].

2.3.1 Wynn-Algorithmus

Der Wynn-Algorithmus [102, 131, 132] (auch Wynns Epsilon Methode genannt) lautet

pY =0 2.61)
PO —p, (2.62)
(k) _ plk=2) 1
p® = pl2) : (2.63)
R
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2.3 Extrapolationsverfahren

Der Parameter ¢ lduft im ersten Schritt PZ-(O) von 1 bis n und reduziert sich um 1 in jedem

)

flir ungerade k divergieren, wahrend
sie fiir gerade k konvergieren [131, 132]. Letztendlich konvergiert die Folge Png_l)Ql gegen P.

Zwei Iterationen des Algorithmus werden deshalb auch als ein Zyklus bezeichnet.

weiteren Schritt. Es lasst sich zeigen, dass die Pi(k

Manchmal werden nicht alle Ordnungen fiir die Wynn-Extrapolation verwendet. So kann
eine Einschrankung auf gerade oder ungerade Ordnungen sinnvoll sein oder es wird die
niedrigste Ordnung weggelassen, damit im letzten Schritt die grofite Ordnung berticksich-
tigt wird.

2.3.2 Reihenextrapolation

Um Potenzreihen zu extrapolieren haben sich Padé-Approximationen [132, 133] als ein sehr
niitzliches Werkzeug herausgestellt. Die Theorie der Padé-Approximationen ist allerdings
sehr umfassend, weshalb in diesem Unterkapitel lediglich eine kurze Erlauterung gegeben
wird. Dabei orientiert sich dieses Kapitel an den Ausfiihrungen der Referenzen 40, 132 und
134. Eine tiefergehende Beschreibung der Methode findet sich in Referenz 133.

Gegeben sei eine Potenzreihe
F,(z) = Zaixi , (2.64)

wobei z,a; € R sind. Die Funktion F),(z) wurde zum Beispiel mittels perturbativer Linked-
Cluster Entwicklungen ermittelt und soll eine Naherung an die Funktion

F(z) = lim F,(z) (2.65)

n—oo
darstellen.

Die Padé-Extrapolation ist dann durch

PRI AC) Zisopir’ (2.66)

C Qule) 1M g

gegeben, wobei p;,q; € R die Koeffizienten der beiden Potenzreihen Pr(z) und Qps(x)
darstellen. Die Konvention go = 1 und die Bedingung, dass die Taylorentwicklung von
[L,M]r um z = 0 bis zum Grad L+ M < n mit F,(z) bis Ordnung L+ M {ibereinstimmt,
legt die Koeffizienten eindeutig fest. Das dadurch entstehende Gleichungssystem kann dann
gelost werden, um die Koeffizienten p; und ¢; zu bestimmen. Fiir L > M kann auch der
Wynn-Algorithmus zur Bestimmung der Koeffizienten verwendet werden. Fiir praktische
Anwendungen bietet es sich allerdings an, die von Computer-Algebra-Systemen wie Maple
oder Mathematica bereitgestellten Funktionen zu verwenden.

Besonders niitzlich fiir die Untersuchung von physikalischen Systemen sind die sogenann-
ten dlog-Padé Extrapolationen. Wéahrend normale Padé-Extrapolationen in der Ndhe von
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Kapitel 2 Linked-Cluster Entwicklungen

quantenkritischen Punkten das relevante Verhalten nicht angemessen beschreiben konnen,
erlauben die dlog-Padé Extrapolationen sogar die Bestimmung des kritischen Exponenten.

Angenommen die Funktion F'(x) gehorcht in der Néhe eines kritischen Wertes z. einem
Potenzgesetz

Y

F(z) = A() (1 - f) , (2.67)
wobei A(x) analytisch bei z. ist. Dann lassen sich die logarithmische Ableitung

D)= L lF(@) =2 (140 ) (2.68)

T de T — 2. ¢ '
und ihre Padé-Approximationen
Pr(x)
LM|p = 2.69
L, M] Ot (@) (2.69)

bilden. Aufgrund der Ableitung gilt jetzt die Beschréankung L + M <n — 1.
Die dlog-Padé-Approximation D[L,M]r der Funktion F'(z) ist nun durch

D[L,M]p = exp< OI 5;%; ,)) d:c’> (2.70)

gegeben. Im Falle des oben angenommenen Potenzgesetzes (2.67) besitzt D[L,M]p einen
Pol bei x = x.. Der kritische Exponent A lasst sich dann geméfs

_ Pu(z)
Q' ()

ermitteln.

A (2.71)

T=xc
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Kapitel 3
Exakte Diagonalisierung

Die Methode der exakten Diagonalisierung (ED) gehort zu den Standardmethoden zur Un-
tersuchung quantenmechanischer Systeme. Die Grundidee ist denkbar einfach und besteht
darin, einen endlichen Ausschnitt des Gitters (Cluster) zu betrachten und die Eigenwerte
sowie Eigenzustdnde des Hamiltonoperators auf diesem Teilsystem exakt zu bestimmen.
Damit gehort sie zu den nichtperturbativen Methoden. Sie erlaubt es weiterhin auch Er-
wartungswerte von Observablen in den berechneten Eigenzustédnden zu ermitteln.

Ein grofser Vorteil dieser Methode ist, dass sie fast immer angewendet werden kann und
Ergebnisse liefert, welche frei von systematischen Fehlern sind. Das exponentielle Anwach-
sen des Hilbertraumes begrenzt jedoch die Maximalgréfe der untersuchbaren Systeme. Um
dennoch moglichst grofse Systeme betrachten zu konnen, wurden im Laufe der letzten Jahr-
zehnte viele Ideen entwickelt. Den vermutlich grofiten Einfluss hat dabei die Verwendung
des Lanczos-Algorithmus [119], welcher es erlaubt, die Hamiltonmatrix nicht speichern zu
miissen, wodurch eine enorme Verringerung des erforderlichen Arbeitsspeichers erfolgt und
grofere Quantensysteme numerisch behandelt werden kénnen. Es ist weiterhin sinnvoll, die
Symmetrien des Systems gezielt auszunutzen, um die Maximalgrofe der Systeme weiter zu
erhohen.

Dieses Kapitel soll eine Einfithrung in die verwendete Methode zur exakten Diagonalisie-
rung sowie ihrer technischen Implementation liefern. Insbesondere wird darauf eingegangen,
wie Symmetrien geschickt von Computerprogrammen ausgenutzt werden konnen, um die
Berechnung grofierer Systeme zu ermoglichen. Fiir eine detaillierte Einfiihrung sei auf die
Buchkapitel von Weike und Fehske [90] sowie Lauchli [91] verwiesen. Inhaltlich orientiert
sich dieses Kapitel an ersterem Buchkapitel [90] sowie Referenz 135.

3.1 Lanczos-Algorithmus

Der Lanczos-Algorithmus [119] ist ein iterativer Algorithmus, welcher urspriinglich zur Tri-
diagonalisierung von hermiteschen Matrizen entwickelt wurde. Durch sukzessive Anwen-
dung des Hamiltonoperators H auf einen zufalligen Startzustand |¢y), sollen die Eigenwerte
des Systems immer besser approximiert werden. Der Algorithmus lésst sich mit |¢_1) =0

29



Kapitel 3 Exakte Diagonalisierung

folgendermafen formulieren [90]:

’¢/> =H |¢n> — Bn
Qp = <¢n‘¢/>
¢") = 1¢') — an |én)

Br+1 =V (¢"[¢")
1
[ént1) = ") (3.1)
ﬁnJrl
Werden insgesamt M Iterationen durchgefiihrt, dann ergibt sich aus den Koeffizienten «,
und S, die Tridiagonalmatrix

a0 B 0 . 0
B a1 B 0 e 0
0 B2 B3 0 0
Hui= | . o - (3.2)
0 -+ 0 PBu—2 am—2 Bu-1
0 PN P 0 /BMfl aM*l

Die Eigenwerte von Hyy; konvergieren gegen die Eigenwerte von H, wobei die kleinsten und
grofsten Eigenwerte am schnellsten konvergieren. Fiir die Bestimmung der Grundzustand-
senergie ist der Lanczos-Algorithmus also besonders gut geeignet.

Mit dem Lanczos-Algorithmus kann weiterhin auch der Grundzustand bestimmt werden.
Dazu wird der normierte Eigenvektor v = (vy, .. .,upr—1) zum kleinsten Eigenwert von Hy,;
verwendet, um den echten Grundzustand von H durch die Superposition
M—1
) = > vilon) (3.3)
i=0
anzunahern. Der Zustand |¢) konvergiert — analog zu den Eigenwerten — mit grofer wer-
dendem M gegen den tatséchlichen Grundzustand von H, allerdings nicht so schnell wie
die Eigenwerte, das heifft es werden deutlich mehr Iterationen benétigt um eine dhnliche
Genauigkeit zu erreichen.

Da fiir die Berechnung von [¢) alle Zusténde |¢g) bis |¢ar—1) bendtigt werden, muss der
Lanczos-Algorithmus ein weiteres Mal durchgefiihrt werden, sobald v bekannt ist. Das
Speichern aller |¢;) ist nicht zweckmépig, da dadurch deutlich mehr Speicher benétigt
wird.

Mithilfe von [¢) kénnen dann auch Grundzustandserwartungswerte, wie zum Beispiel Sp-
instrukturfaktoren oder Untergittermagnetisierungen, berechnet werden.

3.2 Darstellung von Zustanden

Der grofte Vorteil des Lanczos-Algorithmus liegt darin, dass nur die Wirkung des Hamil-
tonoperators auf die Zustande bekannt sein muss und deshalb nicht die gesamte Hamilton-
matrix gespeichert wird. Dazu miissen die Zusténde allerdings gespeichert werden. Eine
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3.2 Darstellung von Zustdnden

Moglichkeit, die sich als sehr sinnvoll erwiesen hat, ist es, die Zusténde als Ganzzahl zu
kodieren. Am einfachsten lasst sich dieses fiir Spin-1/2 Systeme verstehen. Fiir ein System
aus N Spins bilden die Zusténde

57,85, - - 28N) (3.4)

eine vollsténdige Basis des Hilbertraums. Die s7 geben dabei an, welche magnetische Quan-
tenzahl der i-te Spin in diesem Zustand aufweist. Im Falle von Spin-1/2 Systemen kann
diese nur die Werte s7 = £1/2 annehmen. Das ist optimal fiir den Computer, da jener den
Zustand (3.4) durch die Identifizierung

1

02221 (3.5)
1.
12 -2t (3.6)

einfach als Binérzahl speichern kann. Folglich kann jeder Spin-1/2 Zustand durch die ers-
ten N Bits einer Ganzzahl eindeutig dargestellt werden. So wiirde die Ganzzahl 6 bei
einem System mit vier Spins die Bindrdarstellung 0110 besitzen, welche dem Spinzustand

b, 1,1, 1) entspricht.

Fiir Systeme mit mehr als zwei lokalen Zusténden, wie zum Beispiel Hubbardsysteme oder
Modelle mit héherzahligem Spin, bendtigt jeder lokale Zustand mehr als ein Bit. Fiir Spin-1
Systeme kann zum Beispiel folgende Identifizierung gemacht werden:

00 = —1 (3.7)
0= 0 (3.8)
10 = (3.9

In diesem Kapitel wird mit |I)y ein Basiszustand bezeichnet, wobei I die Ganzzahl ist,
dessen Binérdarstellung dem Spinzustand entspricht. Uberlagerungszustinde werden mit
|1)) bezeichnet.

Sobald die lokalen Zusténde definiert worden sind und ein Zustand aus N Spins durch eine
Ganzzahl eindeutig festgelegt ist, konnen die Operatoren effizient durch bitweise Opera-
tionen implementiert werden. Ein Spinflip-Operator, angewandt auf den Zustand |I)p, der
einen Spin-1/2 an Stelle k flippen soll, wiirde zum Beispiel der bitweisen XOR-Operation

I XOR (1« k) (3.10)

entsprechen. Dabei bedeutet 1 < k, dass jedes Bit der Zahl 1 um k Stellen nach links
verschoben, also mit 2¥ multipliziert wird.

Die Speicherung aller Zustinde ist nun sehr einfach: Die Zusténde — diese sind Uberlage-
rungen der S?-Zusténde — koénnen in einem Vektor v gespeichert werden. Dieser Vektor
hat die Lange Ny des Hilbertraumes und reprasentiert den Zustand

Ny—1

[p(v) = > wili)y - (3.11)

=0
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Der Vorfaktor vor dem Zustand |i)p ist die i-te Komponente v; von v.

Dieses Verfahren funktioniert im Grunde immer, auch wenn einige Zusténde |i) einen Vor-
faktor v; = 0 aufweisen, weil sie z.B. aufgrund von Symmetrien nicht auftreten. Der Zweck
von Symmetrien ist es jedoch, die Grofle des zu betrachtenden Hilbertraumes zu reduzieren
und dementsprechend nur Vektoren mit einer Groke Ny, < N3, zu speichern. Dann ent-
spricht der Index des Vektors v jedoch nicht mehr der Ganzzahl, dessen Bindrdarstellung
den Zustand reprisentiert. Es wird also eine bijektive Abbildung

1:{01,...,Ny,,, —1} =T (3.12)
i I(i) (3.13)

mit Z als Menge aller auftretenden Ganzzahlen, bendtigt, welche zu jedem Index ¢ € I die
entsprechende Ganzzahl I(i) € Z des Zustands liefert. Diese Abbildung ist sehr einfach zu
implementieren, da nur ein weiterer Vektor I gespeichert werden muss, dessen Komponen-
ten I; = I(i) genau die Ganzzahldarstellung des mit dem Index 7 assoziierten Zustands
sind.

Das Hauptproblem ist jedoch die Umkehrung: Den Index i(I) zu einem gegebenen Zu-
stand |I) schnell und speichereffizient zu finden ist ein hochgradig nichttriviales Problem.
Waéhrend eine lineare Suche in I oder eine Hashmap zwar wenig Speicher erfordern, dafiir
aber sehr langsam sind, so ist der naive Ansatz, einen weiteren Vektor zu speichern, wel-
cher jedem Zustand einen Index zuordnet, zwar iiberaus schnell, ben6tigt jedoch sehr viel
Arbeitsspeicher, da dieser Vektor die Grofe Ny des gesamten Hilbertraumes aufweist.

In dem néchsten Unterkapitel wird deshalb erkldrt, wie einige Symmetrien ausgenutzt
werden kénnen und es werden mehrere Verfahren vorgestellt, um den Index zu einem
Zustand auf moglichst effiziente Weise zu finden.

3.3 Symmetrien

Wie bereits erwéhnt, ist die Ausnutzung von Symmetrien essentiell, um mdglichst grofse
Quantensysteme mit ED behandeln zu kénnen. Im Rahmen dieser Arbeit werden die
S?#-Symmetrie, Translationssymmetrie und Spin-Flip Symmetrie ausgenutzt. Die folgen-
den Unterkapitel erklaren die technischen Details zur Ausnutzung dieser Symmetrien.

3.3.1 S*-Symmetrie

Die Ausnutzung der S*-Symmetrie gestaltet sich als sehr einfach: Da die Spinzustédnde in
der S*%-Basis kodiert sind, miissen einfach nur die Zusténde beriicksichtigt werden, deren

gesamtes Sg.; dem gewiinschten S* entspricht.

Wird nur die S*-Symmetrie und keine Translationssymmetrie ausgenutzt, kann ein sehr
effizientes, von Lin [136] vorgeschlagenes, Verfahren implementiert werden, um zu einem
Zustand |I)y den gesuchten Index (1) zu finden. Es wird in dieser Arbeit als Lin-Tabellen
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bezeichnet. Fiir die Erklarung der Funktionsweise von Lin-Tabellen wird sich im Folgenden
auf Spin-1/2 beschriankt. Die Erweiterung auf beliebige Spins ist jedoch offensichtlich.

Zuerst wird jedoch ein kleines Zahlenbeispiel gegeben, wieso Lin-Tabellen einen Vorteil ge-
geniiber dem naiven Ansatz bieten. Ein aus 32 Spin-1/2 bestehendes System benétigt einen
Vektor der Grofe 232 = 4295000000 = 16 GB, um zu einem Zustand den entsprechenden
Index zu finden. Lin-Tabellen basieren auf der Idee, dass ein halb so grofies System, also 16
Spins, nur einen Vektor der Grofe 2'6 = 65536 = 256 kB benétigt. Dies ist ein Unterschied
von fiinf Gréfenordnungen im Speicherbedarf.

Der Index des Gesamtsystems soll aus zwei Vektoren ermittelt werden, welche die Grofse
eines halb so grofsen Systems aufweisen. Dies funktioniert folgendermafien: Der Index ¢
eines Zustands |I)g soll als

Z(I) = ia(Ia) + ib(Ib) (3‘14)

ermittelt werden, indem die ersten N/2 Bits von I die Ganzzahl I, bilden und die restlichen
N/2 Bits die Ganzzahl I, bilden. Es gilt also

I=) ¢-2 (3.15)
I, = cj- 2 (3.16)
=) ¢-272. (3.17)

Fiir die Teilsysteme a und b werden dann Vektoren ¢, und %; der Grofse 2% gespeichert, die
jeder Ganzzahl I, bzw. I, einen Index i4(I,) bzw. iy(Ip) zuordnen. Zusétzlich wird noch
die Abbildung (3.13) in dem Vektor I gespeichert, welche dem Index i die Ganzzahl

I()=1I,+1,-2% (3.18)
zuweist.
Zustand @ I, i4(ly) Zustand b I, ip(Ilp) @ =1iq+Up
00 0 0 11 3 0 0
01 1 1 01 1 0 1
01 1 1 10 2 1 2
10 2 3 01 1 0 3
10 2 3 10 2 1 4
11 3 5) 00 0 0 )

Tabelle 3.1: Darstellung der Lin-Tabellen fiir ein System aus vier Spin-1/2 mit SZ,, = 0.

ges
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Die beiden Vektoren werden mit folgendem Algorithmus generiert:

1. J+0

2: for I, < 0,...,2> —1do

3: Jo — 1

4: Jp+ 0 N

5: for I +0,...,22 —1do
6: if 57+ S5 = Sges then
7: ia(Ia) — Ja

8: ib(Ib) — Jb

9: I(Jo+Jy) « Io+ 1 - 2%
10: Jp— S +1

11: J—J+1

12: end if

13: end for

14: end for .

In Tabelle 3.1 findet sich eine tabellarische Darstellung des Algorithmus fiir ein System aus
vier Spin-1/2 mit Sg.; = 0. Die drei Vektoren I, 4, und ; sind am Ende des Algorithmus
durch

I = (11004,01015,10015,01102,10102,00115)” = (12,5,9,6,10,3)" (3.19)

i, = (0,1,3,5)7 (3.20)

i» = (0,0,1,0)7 (3.21)
gegeben.

Diese Methode funktioniert leider nicht, wenn die Translationssymmetrie ausgenutzt wird.
Lin hat deshalb ein Verfahren vorgeschlagen, welches als Untergitterkodierung (engl. sublat-
tice coding) bezeichnet wird [136]. Die tatsdchliche Implementation von diesem Verfahren
ist in Referenz 136 jedoch nicht ausfiihrlich erklart. Die beiden folgenden Kapitel erklaren
die Grundlagen fiir die Ausnutzung der Translationssymmetrie in periodischen Systemen
und eine an Referenz 135 angelehnte Herangehensweise die Untergitterkodierung zu imple-
mentieren.

3.3.2 Translationssymmetrie

In dieser Arbeit wird die Translationssymmetrie nur fiir periodische zweidimensionale Sys-
teme mit einelementiger Einheitszelle ausgenutzt. Folglich beziehen sich samtliche Erlaute-
rungen in diesem Kapitel auf zwei Dimensionen, wobei eindimensionale Systeme als Grenz-
fall mit inbegriffen sind und die Erweiterung auf Systeme mit mehr als zwei Dimensionen
sich als unkompliziert erweist.

Gegeben sei also ein zweidimensionaler periodischer Cluster mit N = Zyax © Ymax Gitter-
plitzen, welcher durch die beiden linear unabhéngigen Vektoren v, und v, aufgespannt
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wird. Der Ort R; eines jeden Gitterplatzes wird dabei geméfs
R, =x; vy +yi vy x; €{0,1, ... Tmax — 1}, ¥ € {0,1,... Ymax — 1} (3.22)

eindeutig durch das Tupel (z;,y;) festgelegt. Der Cluster besitze also insgesamt sy Git-
terpliatze in die durch v, definierte x-Richtung sowie ymax Gitterplitze in die durch v,
definierte y-Richtung. Jeder Gitterplatz kann also entweder durch das Paar (x;,y;) oder
den Index ¢ gekennzeichnet werden.

Ein Zustand [¢)) auf diesem Cluster kann, wie in Kapitel 3.2 beschrieben, als Uberlagerung
der Basiszusténde |I) geschrieben werden. Weiterhin seien die Translationsoperatoren Ty,
und T}, durch ihre Wirkung auf die Basiszustdnde definiert, indem sie die Gitterplétze
entlang der Basisvektoren v, und v, auf dem Gitter verschieben:

Tl’ |I>B = Tm | . 78?377;7%)7 .. > = ‘ .. ’Sf($i+1) mod Tmax,yi)’ * > (323)

Ty |I>B - Ty ’ .. 78fxi7yi)7 .. > == ‘ .. ’Sfxiy(yi+1) mod ymax)’ .. > . (324)
Sie induzieren also die Abbildungen

TI : (3373/) = ((CL‘ + 1) mod Tmax, y) (325)

Ty : (z,y) = (2, (y+1) mod Ymax) , (3.26)

welche jeden Gitterplatz auf einen anderen Gitterplatz abbilden.

Die Periodizitéat des Clusters bedeutet nun, dass die Translationsoperatoren 7). in x-Rich-
tung und 7}, in y-Richtung den Hamiltonoperator invariant lassen. Es gilt also

[T.,T,] = 0 (3.27)
[Ty, H] =0 (3.28)
[T,,H] = 0. (3.29)

Mit diesem Uberlegungen lisst sich leicht sehen, dass der Projektor

1 TR (Ja ke | Gy k .
Pk:NZ > exp <2m< z T y)) Ti= Ty (3.30)

=0 j,—0 Tmax Ymax
xr— y—

mit k = (ky,ky)T und ky € {0,1,... Zmax — 1}, ky € {0,1,... Ymax — 1}, angewendet auf
einen beliebigen Zustand |1)), einen Eigenzustand von T, und T}, erzeugt:

e

T, Py |¢) = ¢ 2™ omax Py 1) (3.31)
— ﬂ-ikiy

T Py [) = e i Py [9) . (3.32)

Mit B wird nun die Menge aller Basiszusténde |I) des Hilbertraums H bezeichnet. Einige
dieser Zustinde sind iiber Translationen miteinander verkniipft:

1) = PTIT 1) (3.33)
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Kapitel 3 Exakte Diagonalisierung

Das bedeutet, dass ein Zustand |I’)y bis auf eine globale Phase ¢ € R durch Translation
aus dem Zustand |I)g erhalten werden kann. Die Menge Op aller Zustidnde, welche aus
einem dieser Zusténde |R)p erhalten werden kénnen, ist also durch

Or = {ID)p € B | Jjnsjy € No, ¢ € R: *TI T |R)y = |)p | (3.34)

definiert. Eine dquivalente Definition ist es Op als die Menge aller Zusténde, welche ge-
schlossen unter der Translationsgruppe sind, zu definieren. Der Zustand |R)y wird Reprd-
sentant genannt. Die Wahl dieses Reprisentanten ist offensichtlich nicht eindeutig, da jeder
Zustand aus Opg ein Reprisentant sein konnte. Der Repréasentant muss daher in irgendei-
ner Weise festgelegt werden. Eine oft verwendete Konvention ist, dass aus allen Zustédnde
|I)p € Og derjenige als Représentant gewéhlt wird, der die kleinste Ganzzahldarstellung
I besitzt. Die Menge Og wird auch als Orbit der Zusténde |I); € Op bezeichnet.

Alle Zusténde |I)g € Op besitzen nun die Eigenschaft, dass Py |I)g denselben — bis auf
eine globale Phase — translationsinvarianten Zustand liefert. Folglich sind sdmtliche trans-
lationsinvarianten Zustdnde durch

P |R
’Rk>:: k| >B

NTTAIE (355

definiert. Theoretisch miissten jetzt die Superpositionen, durch die die |Rg) aus den Ba-
siszustanden hervorgehen, gespeichert werden. Es wird sich jedoch herausstellen, dass es
ausreicht fiir jeden Zustand den Représentanten zu ermitteln und die Norm /5 (R|Pg|R)
flir diesen zu speichern. Das folgt aus der Eigenschaft
R'|P,HPy|R R'|P H|R
<R;3|H|Rk> _ B,< ‘ k/: k’ >B _ /B< |/k | >B 7 (3.36)
Ve (R[Pe| g g (RIPe[R)g /g (R Pe| R )g g (RIP| R

welche sich direkt aus den Gleichungen (3.28), (3.29) und der Projektoreigenschaft von Py
ergibt.

Gleichung (3.36) sagt aus, dass der Hamiltonoperator H direkt auf einen Basiszustand an-
gewendet werden kann und es ausreicht anschliefend den Projektionsoperator anzuwenden.
Im Allgemein ist der Zustand

) = H|R)g (3.37)

kein Repréasentant mehr, sondern eine Superposition

Ny—1

W)= 3 - [10)g (3.38)
=0

beliebiger Basiszustdnde. Durch Anwendung von P auf diese Superposition wird jeder
Zustand |I(i))p symmetrisiert. Innerhalb dieser symmetrisierten Zustédnde existiert auch
der Représentant von |I())y. Dieser hat den Vorfaktor ¢; sowie eine Phase

§ = exp <27ri <3”” o ky)) . (3.39)

Lmax Ymax
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Da als néchstes das Skalarprodukt mit dem Repréisentanten |R') gebildet wird, fallen alle
Nicht-Représentanten weg. Wenn also die Phase 6 — oder j, und j, — die den Zustand |1(7))
mit seinem Repréasentanten verbindet, bekannt ist, reicht es den Gesamtzustand des Sys-
tems durch einen Vektor zu beschreiben, welcher die Vorfaktoren vor den Reprasentanten
enthélt. Diese Eigenschaft fiihrt zu einem enormen Geschwindigkeits- und Speichergewinn
und ermoglicht die effiziente Berechnung von Quantensystemen. Angemerkt sei an dieser
Stelle, dass die Hamiltonmatrix des Systems in Blocke mit festem Impuls k zerfillt. Diese
kénnen aufgrund der Phase nun komplexwertig sein. Weiterhin fithrt die Ausnutzung die-
ser Symmetrie auch zu einer erhéhten Stabilitét des Lanczos-Algorithmus, da energetische
Entartungen reduziert werden.

3.3.3 Untergitterkodierung

Die Untergitterkodierung [135, 136] erweitert die Idee der Lin-Tabellen (siehe Kapitel 3.3.1),
sodass auch bei Ausnutzung der Translationssymmetrie der Index ig des Reprisentanten
|R)p zu einem Zustand |I)g effizient ermittelt werden kann. Eine versténdliche und aus-
fiihrliche Beschreibung findet sich in Referenz 135. Dieses Kapitel erklédrt die Grundlagen
des Verfahrens und erweitert die Notation auf zweidimensionale Systeme.

Das Verfahren wird in dieser Arbeit fiir Systeme mit einelementiger Einheitszelle vorge-
stellt. Verallgemeinerungen auf beliebige L-elementige Einheitszellen sind ebenfalls mog-
lich, wobei die Ausnutzung der Translationssymmetrie fiir Systeme mit kleineren Ein-
heitszellen einen deutlich gréfseren Einfluss hat. Zusétzlich wird sich in dieser Arbeit auf
Systeme mit einer geraden Anzahl an Gitterpldtzen beschrénkt. Das Verfahren der Un-
tergitterkodierung kann jedoch auch fiir eine ungerade Anzahl an Gitterplédtzen verwendet
werden [135].

Gegeben sei nun ein Cluster mit einelementiger Einheitszelle und gerader Anzahl an Git-
terplatzen in z-Richtung. Es werden dann zwei Teilsysteme a¢ und b definiert, sodass die
Gitterplétze entlang der z-Richtung abwechselnd zu Teilsystem a und b gehéren. Als Bei-
spiel soll hier der in Abbildung 3.1 dargestellte Cluster mit 18 Gitterplidtzen eines Dreiecks-
gitters dienen: Die schwarzen Gitterplitze gehoren zu Teilsystem a, wahrend die blauen
Gitterplétze zu Teilsystem b gehdren. Die in Abbildung 3.1 angegebene Nummerierung ist
gerade so gewahlt, dass die ersten M = 9 Bits zum Teilsystem a und die letzten 9 Bits
zum Teilsystem b gehoren.

Die Ganzzahl I, die den Zustand |I) des Gesamtsystems beschreibt, lasst sich nun — wie
bei den Lin-Tabellen — durch die Ganzzahlen I, und I der beiden Teilsysteme darstellen:

I=I,+1,-2M. (3.40)
Fiir den Zustand wird dann, der Notation aus Referenz 135 folgend,
g = la)g @ |Ib)g (3.41)

geschrieben. Die Zusténde |I,) und |[)p stammen jetzt aus einem Hilbertraum, welcher
deutlich kleiner ist als der Hilbertraum des Gesamtsystems. Essentiell bei der Aufteilung
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Abbildung 3.1: Ein periodischer Cluster mit 18 Gitterplatzen auf dem Dreiecksgitter. Gestrichelte
Linien deuten periodische Kopplungen an. Schwarze Kreise gehoren zu Teilsystem a, wihrend blaue
Kreise zu Teilsystem b gehoren.

des Gitters in die Teilsysteme a und b ist, dass beide Teilsysteme die gleiche Translations-
gruppe besitzen. Der Translationsoperator in y-Richtung wirkt nur auf die einzelnen Teil-
systeme, wahrend der Translationsoperator in xz-Richtung die beiden Teilsysteme tauscht.
Dadurch folgen direkt die Zusammenhéinge

T ’I>B =T (|Ia>B ® ’Ib>B) = (Ty ‘Ib>B) @ |Ia>B (3.42)
Ty Ng =Ty (La)p @ b)) = (Ty Ha)s) @ (Ty | 1)) (3.43)

zwischen der Translation des Gesamtzustands |I)g und der Translation der Zusténde |I,)p
und |I) der Teilsysteme. Mehrfache Anwendung der Translationsoperatoren liefert dann

Ty D = (2T 1)) @ (LT3 1)) (3.44)

T Dy = (TETY 1)) @ (TETS [L)g) - (3.45)

Aufgrund der sehr geringen Hilbertraumgrofle der Teilsysteme konnen alle nétigen Infor-
mationen gespeichert werden. Da sich die Teilsysteme a und b beziiglich der Translation
nach Voraussetzung identisch verhalten sollen, braucht dies nur fiir eines der Teilsyste-
me durchgefiihrt werden. Hier wird 0.B.d.A. Teilsystem a verwendet. Der Index i, eines
Zustands |I,)p entspricht direkt der Ganzzahl I, seiner Bindrdarstellung und der Repré-
sentant r, sowie die notigen Translationen j,, und j,, kénnen fiir jeden Zustand \Ia>B
als Vektor gespeichert werden. Weiterhin kann fiir jeden Zustand |I,)5 gespeichert werden,
welchem Orbit O,, er angehort.

Wegen der Translationssymmetrie gilt selbstverstandlich

Ty |ra)g = Ira)p (3.46)
Ty [ra)p = |ra) (3.47)

aber es gibt auch Repréisentanten, welche sogar beziiglich der Translation

T2 Ty ra)p = Ira)p (3.48)
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mit 0 < joz < Tmaxs 0 < Jay < Ymax und (Joz,jay) # (0,0) invariant sind. Alle Re-
prasentanten, welche beziiglich derselben Translationen invariant sind, werden derselben
Untergruppe g, zugeordnet. Zu welcher Untergruppe ein Reprasentant gehort, wird eben-
falls in einem Vektor gespeichert.

Es ist so, dass die aus allen Représentanten |rq)p und |r)p der Teilsysteme a und b
gebildeten Zustande

’Taﬂ’b)B = ‘TG>B @ ’rb>B (3.49)

nicht alle Repréisentanten des Gesamtsystems beschreiben. Um alle Repriasentanten zu
erhalten, muss geméf der Gleichungen (3.42) und (3.43) nur eine relative Translation zwi-
schen |rq)p und |rp)p eingefithrt werden. Auf diese Weise lassen sich durch die Zusténde

Fastosdnsdn) = Ira)p @ (TE T3 1)) (3.50)

mit r, < rp alle Repriasentanten des Gesamtsystems darstellen. Es kann sogar vorkommen,
dass gar nicht alle Translationen bendtigt werden, um sdmtliche Reprasentanten zu erhal-
ten. Die Einschriankung r, < r, wird gemacht, da durch Anwendung von T, die beiden
Teilsysteme getauscht werden.

Wenn nun der Reprasentant zu einem allgemeinen Zustand

|I>B = ‘Ia>B @ |Ib>B
- T;:ITzljy ‘Taarb7j$7.jy>]3
= Tl T (|7~a)B @ (Tnggy |rb)B>) (3.51)

ermittelt werden soll, das heiftt der Index ir des Reprisentanten im Zustandsvektor sowie
die Phase (3.39), dann miissen die Exponenten i, i, und j,, j, bestimmt werden. Diese
konnen allerdings eindeutig aus den Informationen der Teilsysteme erhalten werden. Da die
Exponenten jq z, Ja,y, Jbz» Jby und die zugehorigen Untergruppen g, und g, der Orbits fiir
jeden Zustand |rq)p und |ry)p in Vektoren gespeichert sind, werden nur die Abbildungen

t< ¢ (Jasdaysdbasdoy9args) = (izsiysjz.iy) (3.52)
t= ¢ (JawsJay:9a) = (iayiy.Jasdy) (3.53)
t7 ¢ (Jaw-JawsJoasdoy9asgs) = (iasiysjzsdy) (3.54)

s 1 (Ta,ThJzsJy) — iR (3.55)

benétigt. Diese Abbildungen kénnen als Vektoren gespeichert werden und liefern deshalb
einen effizienten Zugang zu den fiir die Ausnutzung der Translationssymmetrie nétigen
Parametern.

Die Konstruktion der Abbildungen (3.52) bis (3.55) ist sehr einfach. Fiir alle g, und g, wird
jeweils ein beliebiger Reprisentant |rq)p und |rq)p dieser Untergruppe ausgewéhlt. Dann
wird in umgekehrter Reihenfolge iiber iy, iy, ju, jy iteriert, der Zustand (3.51) gebildet und
die Exponenten jq z,ja,yJba+Jby von [Io)p und |Ip)g bestimmt. Die dadurch erhaltenen iy,
iy, jo, Jy sind dann die Minimalen, welche den Représentanten |ry,ry,jz,jy)p erzeugen und
ihn mit dem Zustand (3.51) verbinden.
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3.3.4 Spin-Flip Symmetrie

Es kommt oft vor, dass das System eine Spin-Flip Symmetrie aufweist, was bedeutet,
dass der Operator Tjip, welcher in einem Zustand jeden Spin s auf —s; abbildet, mit
dem Hamiltonoperator vertauscht. Weiterhin vertauscht dieser Operator auch mit den
Translationsoperatoren 7, und T},. Der Projektor, welcher einen Spin-Flip symmetrischen
Zustand erzeugt, lautet

Pr= (47 Toy)  fe{-11). (3.56)
Die Anwendung von Tqj, auf einen symmetrisierten Zustand Py |¢) liefert dann den Ei-
genwert f. Die Form ist also identisch zu der Form des Translationsprojektors Py (sie-
he Gleichung (3.30)). Entsprechend kann die Spin-Flip Symmetrie einfach als eine dritte
,»k-Quantenzahl® beriicksichtigt werden. Die Verallgemeinerung der obigen Formeln auf das
Tripel (kg ky,f) ist offensichtlich und leicht durchzufiihren.

Fiir Systeme mit Spin-Flip und S*-Symmetrie ist es nur sinnvoll, die Spin-Flip Symmetrie
im §% = 0 Sektor auszunutzen. In den anderen Sektoren bedeutet sie lediglich, dass es
ausreicht alle Sektoren mit S* > 0 (oder S* < 0) zu berechnen.

3.3.5 Weitere Symmetrien

Um noch grofsere Systeme mit exakter Diagonalisierung behandeln zu kénnen, miissen noch
mehr Symmetrien betrachtet werden. Die Grundvoraussetzung damit mehrere Symmetrien
gleichzeitig verwendet werden konnen, ist, dass die entsprechenden Operatoren miteinander
kommutieren, also ein gemeinsames System von Eigenzustdnden besitzen. Gerade bei der
Betrachtung von Raumsymmetrien kann dies nicht immer gewéhrleistet werden.

Abschliefstend noch der Hinweis, dass fiir gewisse Modelle das Programmpaket
SPINPACK [137] verwendet werden kann, welches alle topologischen Symmetrien,
S?%-Symmetrie und die Spin-Flip Symmetrie automatisch ermittelt und ausnutzt. Unter
die unterstiitzten Modelle fallen typische Heisenberg-, t-J- und Hubbardmodelle.
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Hubbardmodelle

In diesem Kapitel werden mehrere Arten von flussgefiillten Hubbardmodellen [28| unter-
sucht, indem sie auf effektive Quantenspinmodelle abgebildet und diese dann analysiert
werden. Die betrachteten Hubbardmodelle sind die Folgenden: Ein anisotropes Quadrat-
gitter mit endlichem 7-Fluss in den Plaketten (flussgefiilltes Quadratgitter) [40, 110] sowie
ein Dreiecksgitter mit einem 7-Fluss in jedem zweiten Dreieck (7-Fluss Dreiecksgitter) [51].

Fiir eine Familie von flussgefiillten Quadratgittern werden effektive Spinmodelle mittels
graphenbasierter kontinuierlicher unitarer Transformationen (gCUTs) abgeleitet. Im An-
schluss wird die Triplonliicke, ausgehend von einem Valenzbondkristall (VBS), mittels
perturbativer kontinuierlichen unitdrer Transformationen (pCUTSs) bestimmt. Aus dieser
Liicke kann dann ermittelt werden, wann die Valenzbondphase zusammenbricht. Beide
CUT-Methoden werden in Kapitel 2.2.2 beschrieben.

Fiir das Hubbardmodell auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter wurde mittels der variationellen
Cluster Nédherung (VCA von engl. variational cluster approximation) eine nichtmagnetische
isolierende Phase — welche ein Kandidat fiir eine Quantenspinfliissigkeit ist — innerhalb des
Mottisolators gefunden [51]. Ziel dieser Arbeit ist es unter anderem zu iiberpriifen, ob diese
Phase auch durch ein effektives Spinmodell beschrieben werden kann. Da diese Phase, wie
die antiferromagnetisch geordnete Phase, ebenfalls eine Ladungsliicke aufweist, sollte eine
Beschreibung durch ein effektives Quantenspinmodell prinzipiell moéglich sein.

4.1 Hubbardmodell auf flussgefiillten Quadratgittern

Die Resultate dieses Kapitels wurden bereits in Referenz 40 publiziert. Sie basieren wei-
terhin auf den grundlegenden Uberlegungen aus Referenz 138. Neben den Ergebnissen,
welche mit den in dieser Doktorarbeit vorgestellten Methoden ermittelt wurden, werden
auch die Quanten-Monte-Carlo (QMC) Ergebnisse aus Referenz 40 gezeigt, da diese in
Zusammenarbeit mit Fakher Assaad von der Universitidt Wiirzburg entstanden sind.

Betrachtet wird das halbgefiillte Hubbardmodell [28]

H = HU + Ht = Uannw — Z tij (CIUC]-U + hC) (41)
i (i.),0
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Abbildung 4.1: Ausschnitt aus dem anisotropen Quadratgitter. Schwarze Linien entsprechen der
Kopplung ¢;; =t und blaue Linien der Kopplung ¢;; = ¢'.

bei Temperatur 7' = 0 auf dem in Abbildung 4.1 dargestellten anisotropen Quadratgit-
ter. Der Besetzungszahloperator fiir Elektronen mit Spin o auf Gitterplatz ¢ ist durch
Nig = c;facw gegeben. Dabei bezeichnen cgl) fermionische Vernichtungsoperatoren (Erzeu-
gungsoperatoren) von Elektronen mit Spin o auf Gitterplatz i. Durch (i,j) wird die Summe
auf Kopplungen zwischen néchsten Nachbarn eingeschrénkt. Dabei sind, wie fiir das repul-
sive Hubbardmodell iiblich, U > 0 und ¢ > 0 gewahlt. Fiir ¢’ = ¢ ergibt sich das isotrope
Quadratgitter, auf welchem sich aufgrund von Nesting fiir beliebig kleine Werte von U
eine langreichweitige Néelordnung ausbildet [139-141]. Demzufolge werden fiir ¢ > 0 keine
spannenden physikalischen Phanomene erwartet. Im Gegensatz dazu gibt es fiir negative t/
Vorschlage fir die Existenz von exotischen nichtmagnetischen Phasen [110], weshalb sich
in dieser Arbeit auf ¢’ < 0 beschrankt wird.

Die Kopplung t’ sorgt dafiir, dass beim Umlauf einer Plakette ein Fluss durch diese entsteht.
Fiir ¢ = —t wire es ein 7-Fluss [110] und fiir ¢’ = 0 ergibt sich das Bienenwabengitter.

Fiir den Fall U = 0 reduziert sich das Hubbardmodell auf ein Modell freier Fermionen,

kann exakt durch Fouriertransformation gelost werden und liefert die Dispersion [40, 138]

Ey(k) =+ H(t’ —1) + (1 + e har)(1 4 e~ ikaz)

‘ (4.2)

mit den Gittervektoren a; = (a,a) und as = (a, — a) und der Gitterkonstanten a. Eine
weitere interessante Grofe ist die Bandbreite

W i=max By (k) — max E_(k) = 2\/(#' - )2 + 412, (4.3)

welche eine charakteristische Energieskala fiir die Kinetik der Elektronen darstellt. Werden
die hier betrachteten ganzzahligen Werte fiir ¢’ /¢ eingesetzt, so ergibt sich

42 =566 @ fir t'/t=-1
W=<2/13 ~721 fir t/t=-2 (4.4)
45 ~894  fir t/t=-3
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flir die Bandbreite. Fiir den in dieser Arbeit diskutierten Starkkopplungslimes gibt die
inverse Bandbreite /W ein Maf dafiir an, bis zu welchen Werten von ¢/U die Ableitung
von effektiven Spinmodellen sinnvoll ist.

4.1.1 Starkkopplungslimes

Zuerst soll der Starkkopplungslimes ¢/U, t'/U — 0 betrachtet werden. In diesem sind
die Ladungsfluktuationen irrelevant und die Niederenergiephysik lésst sich durch ein ef-
fektives Spinmodell beschreiben. Zur Ableitung solcher Spinmodelle wurden bereits viele
unterschiedliche Methoden verwendet [32-39], wobei sich fiir das hier betrachtete Gitter in
fithrender Ordnung Storungstheorie das J-J'-Heisenbergmodell

Hpim=Eo+J Y. Si-Si+J Y. 8i-8 (4.5)
t-Bonds t’-Bonds
mit
3t2 + 2
Ei=—2T" N 4.
b=~ (46)
412
J=—— 4.7
- (47)
442
J = 4.8
- (48)

und N als Gesamtanzahl an Gitterplatzen ergibt. Dieses Spinmodell kann aufgrund der feh-
lenden Frustration effizient mit Quanten-Monte-Carlo Methoden untersucht werden [111].
Es ergibt sich ein Phaseniibergang zweiter Ordnung zwischen einer langreichweitig magne-
tisch geordneten Néelphase fiir kleine J’/J und einem paramagnetischen Valenzbondkris-
tall fiir grofe J'/.J. Der Ubergang zwischen diesen beiden Phasen gehért zur O(3)-Uni-
versalitatsklasse und liegt bei J'/J = 2.5196 [111], welches dem Verhéltnis

t'/t = +\/J']J = +1.5873 (4.9)

entspricht. Wihrend die magnetisch geordnete Phase liickenlose Goldstone-Bosonen als
Anregungen besitzt [142], weist der Valenzbondkristall liickenbehaftete Triplonen [115] als
Anregungen auf. Diese Triplonen entsprechen angezogenen (von engl. dressed) Anregungen
von Singuletts auf den ¢-Bonds zu Tripletts.

4.1.2 Effektives Spinmodell

Es wird die in Kapitel 2.2.2 beschriebene gCUT-Methode verwendet, um fiir verschiede-
ne Werte von ¢/U und t'/t effektive Spinmodelle abzuleiten. Verwendet wird der Quasi-
teilchengenerator, wobei alle Zustidnde ohne Doppelbesetzung den Eigenwert ¢; = 0 des
Zahloperators (Q aufweisen, wiahrend alle anderen Zustédnde mit mindestens einer Doppel-
besetzung den Eigenwert ¢; = 1 besitzen. Dies weicht von der iiblichen Definition von
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ab, bei der ¢; mit der Anzahl an Doppelbesetzungen identifiziert wird [34, 35, 37, 39, 103].
Die hier verwendete Wahl hat jedoch numerische Vorteile, da die CUT die Blocke mit
Doppelbesetzungen nicht mehr untereinander separieren muss.

Fir die Ableitung wird allerdings keine volle Graphenentwicklung genutzt, sondern eine
Art Rechteckentwicklung [108, 116-118|. Zum einen verringert sich so der kombinatorische
Aufwand fiir die Erzeugung aller Graphen und zum anderen weisen die verwendeten Gra-
phen mehr Gittersymmetrien auf. Fiir das Bienenwabengitter wurde eine dhnliche gCUT-
Entwicklung schon erfolgreich durchgefiihrt [39]. Die Entwicklung wird mit Graphen, die
bis zu drei Quadrate und acht Gitterpldatze besitzen, durchgefiihrt, wobei weiterhin alle
Graphen mit mehr als vier Gitterplitzen in eine Richtung ebenfalls ausgeschlossen wer-
den. Alle dadurch entstehenden topologisch indquivalenten Graphen Ql(,n) sind in Abbil-
dung 4.2 grafisch dargestellt, wobei v die Anzahl an Knoten des Graphen bezeichnet und n
die Graphen mit identischer Knotenanzahl durchnummeriert. Wie fiir das Linked-Cluster
Theorem (siche Kapitel 2.1.2) nétig, ist die Menge der Graphen schnittstabil und stellt so
eine valide Entwicklung dar. Mit gCUT(v) werden die Ergebnisse bezeichnet, bei der alle
Graphen mit bis zu v Gitterplatzen beriicksichtigt werden.

Zusatzlich wird das in den Referenzen 40 und 138 vorgestellte Verfahren zur Erzeugung der
fiir die CUT verwendeten Basis bei Ausnutzung der SU(2)-Symmetrie verwendet. Um die
CUT auf endlichen Graphen durchzufiihren, miissten eigentlich alle méglichen Hubbardzu-
stdnde erzeugt werden. Die Anzahl an Flussgleichungen fiir den Graphen g,S") wachst dann
jedoch mit 4 x 4%, weshalb es sinnvoll ist Symmetrien auszunutzen. In den urspriingli-
chen Publikationen zur gCUT-Methode [39, 103] wurde nur die S*-Symmetrie ausgenutzt,
wahrend hier die vollstdndige SU(2)-Symmetrie ausgenutzt und mit einem iterativen Ver-
fahren — dhnlich dem Lanczos-Algorithmus — zur Erzeugung einer deutlich kleineren Zu-
standsmenge kombiniert wird. Die SU(2)-Symmetrie kann einfach durch Berechnung der
Clebsch-Gordan Koeffizienten implementiert werden [143, 144].

Der iterative Algorithmus erzeugt, ausgehend von einer Anfangsmenge By, welche alle or-
thogonalisierten Zustdnde ohne Doppelbesetzungen und der gewiinschten Symmetrie ent-
hélt, durch Anwendung des Hamiltonoperators H auf diese Zustidnde weitere Zusténde. Da
H sédmtliche Symmetrien erhilt, besitzen die resultierenden Zustdnde ebenfalls wieder die-
se Symmetrien, enthalten aber Doppelbesetzungen. Durch Anwendung des modifizierten
Gram-Schmidt Verfahrens [145] werden die neuen Zusténde ebenfalls orthogonalisiert. Nun
wird die Hamiltonmatrix in den Zustdnden aufgestellt und die CUT durchgefiihrt, um den
Block ohne Doppelbesetzungen (0QP-Block) von dem Block mit Doppelbesetzungen (1QP-
Block) zu trennen. Dieses Verfahren wird solange wiederholt bis der doppelbesetzungsfreie
Block konvergiert ist.

Dabei wird die Konvergenz der CUT iiber die quadratische Summe der Elemente, die
den 0QP- mit dem 1QP-Block verbinden, gebildet — die sogenannte ROD (vom englischen
residual of off-diagonal elements). Sobald diese kleiner als 10710 ist, wird die CUT gestoppt.
Typischerweise fithrt der Quasiteilchengenerator zu einer Minimierung der ROD, welches
allerdings problematisch wird, wenn der 1QP-Block Eigenwerte enthélt, die kleiner als die
Eigenwerte im 0QP-Block sind. Dann werden die korrespondierenden Zustdnde wahrend
der CUT getauscht [123|, wodurch die Entkopplung der Spin- und Ladungsfreiheitsgrade
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Abbildung 4.2: Alle topologisch indquivalenten Graphen an) fiir die Rechteckentwicklung des
anisotropen Quadratgitters mit bis zu drei Quadraten und acht Knoten. Schwarze Linien stellen
die Kopplung t dar, wahrend blaue Linien die Kopplung ¢’ darstellen. Der Index v bezeichnet die
Anzahl Knoten und n nummeriert Graphen mit derselben Anzahl Knoten durch.

auf dem Graphen nicht mehr korrekt funktioniert. Das Austauschen der Zustédnde fiihrt
allerdings zu einem temporéaren Anstieg der ROD und es erscheint daher sinnvoll, die CUT
abzubrechen, sobald ein Minimum in der ROD erreicht ist. Offensichtlich entsteht dann
ein Problem, wenn die ROD beim Abbruch der CUT noch sehr grof ist. Dieses Problem
tritt fiir groke Werte von ¢/U bei den Graphen mit acht Gitterplatzen auf, wie spéter in
diesem Unterkapitel genauer erlautert wird.

Die Konvergenz des doppelbesetzungsfreien Blocks wird fiir jedes Element einzeln iiber-
priift. Wenn die Differenz aller Elemente des 0QP-Blocks sich zwischen zwei Iterationen
um weniger als 10~% unterscheiden, wird die Iteration beendet.

Obige Methode fiihrt zu einer deutlich schnelleren Konvergenz mit deutlich weniger Zu-
standen. Durch Ausnutzen der kompletten SU(2)-Symmetrie fiir die Startzusténde, wird
diese Konvergenz nochmal beschleunigt. In Tabelle 4.1 ist fiir den Graphen gél) die Anzahl
Ngtart an Startzustdnden (Doppelbesetzungsfreie Zusténde, welche die gegebene Symmetrie
tragen) und die Anzahl N an bendtigten Zustédnden, um eine Konvergenz des doppelbe-
setzungsfreien Blocks zu erreichen, bei Ausnutzung der S?%- oder SU(2)-Symmetrie, einge-
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SU(2)-Symmetrie S#-Symmetrie
S Nstart Nerf S* Nstart Nerf
S=0 5 48 S7=0 20 400
S=1 9 73 | SF=+1 15 225
S=2 ) 19 | 57 =42 6 36
S=3 1 1 S% =43 1 1

Tabelle 4.1: Anzahl Ng,,¢ der Startzustdnde und erforderliche Anzahl N¢,¢ an Zustinden, um eine
Konvergenz des doppelbesetzungsfreien Blocks zu erreichen, wenn die S*- oder SU(2)-Symmetrie

beriicksichtigt wird. Die Daten sind fiir den Graphen gé” mit ¢/t = —2 und t/U = 0.1 bestimmt
worden.

tragen. Es lisst sich klar erkennen, dass durch Ausnutzung der SU(2)-Symmetrie deutlich
weniger Zustédnde benotigt werden, bis die Iteration konvergiert ist.

Auf jedem Graphen G wird nun die beschriebene Methode durchgefiihrt und der durch die
CUT entkoppelte Block ohne Doppelbesetzungen liefert eine effektive Hamiltonmatrix mit
den Elementen

Wiy = (i1 HG) - (4.10)
Da die Ladungsfluktuationen nun ausintegriert sind, lésst sich das effektive Modell als ein
Spinmodell der Form

HS =E§+> JS Si-Si+ Y Ji, (Si-8))(Sk-S)+... (4.11)
1,7 ,7,k,l

mit der Konstanten Eg , den Heisenbergkopplungen Jg und den Vierspinkopplungen Jg‘kl
schreiben. Die Punkte .. .. reprisentieren mogliche m-Spin Operatoren mit m € {6,8, ... }.
Fiir die hier verwendeten Graphen treten maximal Achtspinoperatoren auf, da maxi-
mal acht Gitterplatze betrachtet werden. Gefordert wird nun, dass die Matrixelemente
(i\Hs%in] j) des Spinmodells den Matrixelementen der effektiven Hamiltonmatrix nach der
CUT entsprechen sollen:

(i| HEylg) = (iHZ . 5) - (4.12)

Gleichung (4.12) liefert ein tiberbestimmtes Gleichungssystem fiir die Spinkopplungen ng,
welches numerisch gel6st werden kann. Allerdings ist es so, dass fiir grofser werdende Gra-
phen die Anzahl an Spinkopplungen schneller wéchst als die Anzahl an Matrixelementen,
was auf ein unterbestimmtes Gleichungssystem fiihrt. Dies stellt aber kein groftes Problem
dar, da jede Losung dieses Gleichungssystems valide ist, da sie die relevante Niederener-
giephysik des urspriinglichen Hubbardmodells erfasst.

Es lasst sich leicht sehen, dass die Berechnung der reduzierten Beitrige und die Einbettung
auf das unendliche Gitter der effektiven Spinmodelle (4.11), sich auf das Reduzieren und
Einbetten der Spinkopplungen zuriickfithren ldsst. Durch den Einbettungsprozess werden
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4.1 Hubbardmodell auf flussgefiillten Quadratgittern

dann die Gittersymmetrien, welche auf einzelnen Graphen gebrochen sein kénnen, wie-
derhergestellt. Anhand der wichtigen Néchstnachbar-Kopplung J’ wird nun ein Beispiel
gegeben, wie die reduzierten Beitrige und die Einbettung bis gCUT(6) aussehen. Um die

. - . . . o (n)
Notation moglichst einfach zu halten werden die reduzierten Beitriige der Kopplung J9

mit J9" bezeichnet. Fiir die benstigten reduzierten Beitrige ergeben sich die Beziehungen

? - Joglf) (4.13)
5 =gy e (4.14)
5 =g e (1.15)
R Y (4.16)
N (4.17)
N ST T S (1.18)

und durch Einbetten ergibt sich

(2) (2) (1) (1) (2) (3)
T = U5 4208 4o d 4l p2de AT (4.19)

Sowohl bei den reduzierten Beitridgen, als auch beim Einbetten wurde beriicksichtigt, dass

gewisse Kopplungen, aufgrund von Symmetrien auf den Graphen, identisch sind. So ist die
(2 (2

Kopplung Jog?f ) des Graphen géZ) identisch mit der Kopplung J, 4g56 ) desselben Graphen.

Die Diskussion des resultierenden Spinmodells wird in dieser Arbeit auf maximal Vierspin-
terme eingeschrankt, wodurch sich, die in Abbildung 4.3 dargestellten, sieben Kopplungen
flir das im thermodynamischen Limes giiltige effektive Spinmodell ergeben. Diese Ein-
schrankung folgt aus einer storungstheoretischen Betrachtungsweise: Da die Amplitude
der Spinkopplungen von ¢/U und t'/U abhéngt, werden mit den gewéhlten Kopplungen
fast alle Kopplungen beriicksichtigt, welche in vierter Ordnung Stérungstheorie auftreten
— sie sind dennoch nichtperturbativ abgeleitet. Lediglich eine Heisenbergkopplung zwi-
schen {iber-iibernéchsten Nachbarn wurde vernachléssigt, da diese bekanntermafen eine
sehr kleine Amplitude aufweist, wiahrend fiir die Vierspinterme auf einzelnen Quadraten
fiir das isotrope Quadrat- und Dreiecksgitter bereits gezeigt wurde, dass diese einen grofsen
und wichtigen Beitrag liefern [34, 35, 37, 39, 103]. Die Kopplung J3 zwischen iibernéchsten
Nachbarn ist eine Groflenordnung kleiner als die anderen betrachteten Zweispinkopplungen,
weshalb sie eine Ausnahme darstellt. S&mtliche Amplituden der Sechs- und Achtspinterme
sind, im betrachteten Parameterbereich, ebenfalls mindestens eine Groéfenordnung kleiner
als die Zweispinkopplungen (mit Ausnahme von J3). Unter diesen Einschrankungen lasst
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(a) Zweispinkopplungen (b) Vierspinkopplungen

SO0] B ) B

Abbildung 4.3: Grafische Darstellung der (a) Zweispinkopplungen J', Jy, Ja, J3 und (b) Vier-
spinkopplungen J—, J|, Jx des effektiven Spinmodells.

sich das effektive Spinmodell als

Hspin = Fy+ H +H (420)
H=7Y 5-5, (4.21)
(i.d)’

H=J Z SZ"S]‘"_JQ Z Si-Sj—i-Jg Z Si'Sj
<i7j>l <ivj>2 <i7j>3
+ Z [J=(S;-Sj)(Sk-S1)  +J) (Si-Si)(Sj- Sk)
(4,9,k,1)eq
+ Jx (8Si- Sk) (S - 5] (4.22)

schreiben. Dabei geht die Summe Z(i,j,k,l)em iiber alle Quadrate des Gitters und die i,5,k,l
werden von der linken oberen Ecke des jeweiligen Quadrates startend im Uhrzeigersinn
durchlaufen. Die mittels gCUT(v) (v € {4,6,8}) resultierenden Amplituden der Spinkopp-
lungen sind fiir ¢/t € {—1, — 2, — 3} in Abbildung 4.4 dargestellt.

Es lasst sich erkennen, dass die inverse Bandbreite eine charakteristische Energieskala fiir
die Konvergenz der gCUT-Rechnungen darstellt. Fiir ¢/U < t/W werden die Resultate
mit zunehmender gCUT-Ordnung v kontinuierlich verbessert, wihrend fiir grofere ¢/U
deutlich héhere v nétig sind, um konvergente Resultate zu erzielen. Dies ist plausibel,
da die erhohten Ladungsfluktuationen zu einer gréfseren Korrelationslénge fithren. Zusétz-
lich wurde fiir die grofen Cluster mit acht Gitterplatzen und ¢/t = —3 die Integration
der Flussgleichungen bei einem Minimum der ROD abgebrochen, bevor die Trennung der
Spin- und Ladungsfreiheitsgrade vollstdndig abgeschlossen war. Dies ldsst sich in Abbil-
dung 4.4 (c) an einem nichtmonotonen Verhalten der Spinkopplungen erkennen und deutet
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Abbildung 4.4: Relative Amplituden der Spinkopplungen J,/J" (o € {1,2,3, || , = ,x}) in Ab-

héngigkeit von ¢/U fiir (a) t'/t = —1, (b) t'/t = =2, (¢) ¢'/t = —3. Unterschiedliche Farben repré-
sentieren unterschiedliche Kopplungen J,/J’ und die Quadrate, Rauten und Kreise sind gCUT(4),
gCUT(6) bzw. gCUT(8). Die inverse Bandbreite ¢/W wird durch vertikale gestrichelte Linien an-
gezeigt. Bildeinschibe: Spinkopplung J'/U in Abhéngigkeit von ¢t/U. In (a) gilt J' = J; = Js.
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auf mogliche Grenzen des verwendeten gCUT-Verfahrens in diesem Bereich hin.

Fiir den Bereich t/U < t/W ist folgende Kopplungshierarchie erkennbar: Die bereits in
zweiter Ordnung Storungstheorie auftretenden nichstnachbar Zweispinkopplungen J’, .J;
und Jy besitzen die grofiten Amplituden. Als wichtigste Korrektur kommen die auf den
Quadraten definierten Ringaustauschterme (Vierspinkopplungen) J|, J= und Jx hinzu,
wodurch die hier gezeigten Resultate konsistent zu dhnlichen Rechnungen fiir das isotrope
Hubbardmodell auf Dreiecks- [39, 103] und Quadratgitter [34, 35, 37| sind. Insbesondere
wéchst der Einfluss der Vierspinterme fiir grofer werdende ¢/U an.

4.1.3 pCUT fiir die VBS-Phase

In dem vorherigen Unterkapitel wurde ein effektives Niederenergiemodell (4.20) fiir das
Hubbardmodell abgeleitet. Dazu wurde die Methode der graphenbasierten kontinuierli-
chen unitédren Transformationen verwendet. Dieses effektive Spinmodell sollte die relevante
Niederenergiephysik des Hubbardmodells erfassen, solange ¢t/U < t/W ist, das heift die
Ladungsfluktuationen nicht zu stark sind. Dennoch ist es eine schwierige Aufgabe das re-
sultierende Spinmodell zu l6sen. Fiir den Starkkopplungslimes ¢ /U — 0 wird erwartet, dass
der Grundzustand fiir |t /t| < 1.5873 eine langreichweitige Néelordnung ausbildet, wihrend
er fiir grofere Werte |t /t| > 1.5873 ein Valenzbondkristall ist (siehe Gleichung (4.9)). Eine
grundlegende Frage ist nun, ob es in Abhéngigkeit von ¢/U fiir feste '/t einen Quantenpha-
seniibergang innerhalb der Mottphase zwischen dem Valenzbondkristall und der Néelord-
nung gibt. Dazu kann untersucht werden, wann der liickenbehaftete VBS zusammenbricht
— das heifst wann die Triplonliicke schlieft —, da die antiferromagnetisch geordnete Néel-
phase liickenlos ist.

Der Grundzustand des Valenzbondkristalls ist adiabatisch mit dem Produktzustand aus
Singuletts auf den #-Bonds verkniipft. Es ist deshalb moglich eine Reihenentwicklung um
diesen Referenzzustand mittels pCUT durchzufiihren. Die néchstnachbar Wechselwirkung
der ¢-Bonds wird im Spinmodell (4.20) durch H' (Gleichung (4.21)) beschrieben. Fiir die
pCUT werden entsprechend die Entwicklungsparameter

Je .
Zp == mit k € {1,2,3, ||, = ,x} (4.23)

eingefiihrt, wobei explizit

T4 = acH (424)
x5 = T— (4.25)
T6 = Tx (4.26)

gesetzt werden. Das effektive Spinmodell ldsst sich dann als

6
(Bo+H') + Y x,H, (4.27)

k=1

Hspin o 1
JoT
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J1, J3 o

Abbildung 4.5: Effektives Dreiecksgitter, welches entsteht, wenn die t’-Bonds durch effektive
Gitterplatze (schwarze Quadrate) ersetzt werden. Die durchgezogenen schwarzen Linien korre-
spondieren zu den Zweispinkopplungen J; und Js, wahrend die gestrichelten schwarzen Linien zu
der Zweispinkopplung J, korrespondieren.

schreiben. Die H,; lassen sich durch einen Koeffizientenvergleich direkt aus Gleichung (4.22)
ablesen. Fiir z, = 0 ergibt sich dann der Hamiltonoperator isolierter Dimere. Der Pro-
duktzustand von Singuletts auf den #-Bonds ist dann der exakte Grundzustand und die
elementaren Anregungen sind durch lokale Spin-1 Tripletts mit Anregungsenergie .J' gege-
ben. Die zu x,, proportionalen Operatoren induzieren dann Hiipf-, Wechselwirkungs- sowie
Erzeugungs- und Vernichtungsterme der Tripletts. Fiir die pCUT wird eine Quasiteilchen-
beschreibung in Triplonen, welche angezogene Tripletts sind, gewahlt. Diese Triplonen stel-
len die elementaren Anregungen von liickenbehafteten VBS-Phasen dar [115]. Die ¢-Bonds
werden in dieser Beschreibung durch effektive Gitterplatze v ersetzt, wodurch sich das in
Abbildung 4.5 skizzierte effektive Dreiecksgitter ergibt.

Auf diese Weise wird H' als ungestorter, lokal auf die einzelnen Gitterplatze des effektiven
Dreiecksgitters wirkender Anteil definiert und ist diagonal im Triplettzéhloperator

Qtriplon = Z t:f/,atz/,a . (428)
v,a

Die Summe lduft dabei iiber alle Gitterpléitze v des effektiven Gitters und die drei Triplett-
typen a € {—1,0, 4+ 1}. Durch t:ﬂ,a und ¢, , werden die Tripletterzeuger bzw. -vernichter
definiert, die ein Triplett vom Typ « auf dem Gitterplatz v erzeugen bzw. vernichten. Der
ungestorte Diagonalanteil H' nimmt dann die Form

H 3

7 = _gN + Qtriplon (429)
an. Dabei spiegelt die Konstante —3/8N die Gesamtenergie von Singuletts auf den N/2
t’-Bonds wider.

Nach diesen Uberlegungen lisst sich der Gesamthamiltonoperator in der fiir die pCUT
erforderlichen Form

H E 6 3

spin _ L0 j

7 = 7 + Qtriplon + I;jz_:g an,gj) (430)
Ey=FEy — %NJ’ (4.31)
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schreiben. Wiahrend die Zweispinterme lediglich zu Operatoren T,.gj ) mit j € {0,£1,£2} fiih-
ren, so entstehen die T,Ei?’) durch die Vierspinwechselwirkungen, welche drei ¢’-Bonds gleich-
zeitig koppeln (siehe Abbildung 4.3). Auf dem effektiven Dreiecksgitter (Abbildung 4.5)
wirken die Vierspinterme also auf drei Gitterplatze. Wie in Kapitel 2.2.2 beschrieben, wird
durch die pCUT der Hamiltonoperator Hgpin in jeder Storungsordnung auf einen effektiven,

mit Qtriplon kommutierenden, Hamiltonoperator Heg abgebildet.

Um die Triplonliicke A/J’ zu bestimmen, wird der Eintriplonblock, das heift der Block mit
einem Quasiteilchen, von H.g betrachtet. Fiir die Berechnung ist es notig die Hiipfelemente,
das heift die Anderung der (riumlichen) Position des Quasiteilchens auf dem Gitter, zu
bestimmen. Dies gelingt, indem auf einem ausreichend groften Cluster die Anfangs- und
Endposition des Quasiteilchens in den beiden Zusténden |i) und |j) festgelegt und das
Matrixelement

heff,ij = <i|Heff|j> (4'32>

mittels pCUT berechnet wird. Ausreichend grofs bedeutet in diesem Fall, dass alle verbun-
denen Prozesse, die das Quasiteilchen von seiner Anfangs- zu seiner Endposition bringen,
auf diesem Cluster moglich sind. Alternativ konnte auch eine Graphenentwicklung geméfs
dem Linked-Cluster Theorem (siehe Kapitel 2.1.2) durchgefiihrt werden, um die Hiipfele-
mente hef;; zu bestimmen.

Nachdem alle Hiipfelemente, also der Eintriplonblock von Heg, berechnet wurden, kann
dieser Block mit einer Fouriertransformation diagonalisiert werden, wobei der Ortsvektor
die Position des Quasiteilchens angibt. Hieraus resultiert dann die Eintriplondispersion
w(k) sowie die Triplonliicke

A=w(k=0) (4.33)
in Einheiten von J'.

Bevor die Ergebnisse diskutiert werden, werden noch einige technische Details zur Ausfiih-
rung der pCUT gegeben. Dafiir wird erst einmal festgestellt, dass eine Reihenentwicklung
in den sechs Storparametern z,, mit k € {1,2,3, || , = ,x} sehr aufwendig ist. Deshalb wurde
diese allgemeine Entwicklung des Spinmodells (4.27) nur bis Ordnung 5 durchgefiihrt. Die
mittels gCUT bestimmten Parameter J, miissen hingegen fiir jeden Wert von ¢/U und ¢'/t
numerisch bestimmt werden, kénnen dann aber in die allgemeine Storungsreihe eingesetzt
werden. Dies hat den grofsen Vorteil, dass die pCUT-Rechnung nur einmal durchgefiihrt
werden muss.

Alternativ kénnen die mit der gCUT ermittelten Parameter J,; fiir jede pCUT-Rechnung
konkret spezifiziert werden. Dazu werden alle Entwicklungsparameter z, in Abhéngigkeit
von einem dieser dargestellt. Zum Beispiel kann

x =1 (4.34)

definiert werden, wodurch sich dann

Ik

== 4.35
T (4.35)

Tk
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flir die anderen Entwicklungsparameter ergibt. Dadurch muss die pCUT nur in einem
Storparameter x durchgefiihrt werden, wodurch Ergebnisse bis Ordnung 6 erzielt werden
konnten. Allerdings muss dies fiir alle Werte von ¢/U und ¢'/t individuell gemacht werden.
Die mittels pCUT in Ordnung n ermittelten Resutalte werden mit pCUT,, bezeichnet.

Zuletzt wird die Triplonliicke noch mithilfe der in Kapitel 2.3.2 beschriebenen dlog-Padé
Approximationen extrapoliert, um mdgliche Phaseniibergéinge zweiter Ordnung detektieren
zu konnen. Fiir das hier betrachtete Problem wird ein Quantenphaseniibergang erwartet,
der in der O(3)-Universalitdtsklasse mit z = 1 und dem dynamischen kritischen Expo-
nenten v = 0.7112(5) liegt [146]. Weiterhin sollte sich die Qualitédt der Extrapolation mit
zunehmender Ordnung stetig verbessern.

4.1.4 Ergebnisse

Der QMC-Ansatz funktioniert ausgehend vom Schwachkopplungslimes ¢ > U am Besten,
wahrend die Kombination von gCUT und pCUT fiir den Starkkopplungslimes ¢t < U aus-
gelegt ist. Zusétzlich wird erwartet, dass die Reihenentwicklung um den Valenzbondkristall
nur fir |¢'/t] > 1.5873 gut funktioniert, da das storungstheoretisch bis zweiter Ordnung be-
rechnete effektive Spinmodell erst fiir geniigend grofe J' einen Valenzbondkristall ausbildet.
Eine Kombination beider Methoden sollte daher eine Bestimmung des Phasendiagramms
fiir das Hubbardmodell auf dem flussgefiillten Quadratgitter ermoglichen. Im Folgenden
wird sich zuerst auf die Werte ¢/t € {—1, — 2} konzentriert und es werden représentative
Ergebnisse fiir die verschiedenen Phasen des Modells gegeben. Im Anschluss wird der Zu-
sammenbruch des Valenzbondkristalls in Abhéngigkeit von kontinuierlichen ¢/t und ¢t/U
studiert. Abschliefsend wird dann das Phasendiagramm angegeben.

Samtliche QMC-Ergebnisse dieses Unterkapitels wurden von Fakher Assaad an der Uni-
versitdt Wiirzburg produziert und zusammen mit den im Rahmen dieser Doktorarbeit
ermittelten CUT-Rechnungen in Referenz 40 publiziert. Sie werden deshalb ebenfalls hier
présentiert, um die Diskussion des Modells vollstandig abzuschliefen. Allerdings werden
die methodischen Details nicht weiter erldutert und fiir eine detaillierte Erklarung sei an
dieser Stelle auf Referenz 40 verwiesen.

Ubergang vom Halbmetall zur Néelordnung: t/ Jt=-1

Der Fall ¢/t = —1 korrespondiert zum 7-Fluss Quadratgitter [110]. Die Ergebnisse aus
Referenz 110 deuten auf eine ungeordnete nichtmagnetische isolierende Phase innerhalb
des Mottisolators hin. Zuvor wurde die Existenz einer Quantenspinfliissigkeitsphase auf
dem, ebenfalls unfrustrierten, Bienenwabengitter (¢ = 0) in Aussicht gestellt [147]. Mithil-
fe verbesserter QMC-Berechnungen [148, 149] konnte dieses Szenario jedoch ausgeschlossen
werden. Die in dieser Arbeit und Referenz 40 gezeigten Ergebnisse, profitieren ebenfalls
von den verbesserten Berechnungen und liefern keinerlei Hinweise auf eine nichtmagne-
tische Zwischenphase, sondern deuten auf einen direkten Ubergang von der antiferroma-
gnetisch geordneten Néelphase zum Halbmetall hin, welcher im Rahmen der Gross-Neveu
Kritikalitét verstanden werden kann [150-152].
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Abbildung 4.6: Pinning-Feld QMC Ergebnisse flir das induzierte magnetische Moment m in
Abhéngigkeit von der inversen Léngenskala 1/L fiir t'/t = —1. Beide Pinning-Felder (a) hg = 1
und (b) ho = 5 liefern denselben extrapolierten Wert fiir die Magnetisierung. Die durchgezogenen
Linien sind Extrapolationen zum thermodynamischen Limes und die extrapolierten Werte sind als
Symbol bei 1/L = 0 dargestellt.
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4.1 Hubbardmodell auf flussgefiillten Quadratgittern

Fiir ' = 0 liegt die Rotationssymmetrie des zugrundeliegenden Dreiecksgitters vor, sodass
die Dirackegel bei schwachen Wechselwirkungen bei festen, d.h. wechselwirkungsunabhén-
gigen, Impulsen k liegen. Fiir ¢ # 0 wird diese Symmetrie gebrochen und die Position der
Dirackegel kann sich in Abhéngigkeit von U veréndern.

Interessanterweise weist das Gitter fiir ¢/t = —1 ebenfalls eine erhthte Symmetrie auf.
Sie wird deutlich, wenn die Phase gleichméfig auf alle Kopplungen des Gitters verteilt
wird, sodass t,t' — texp(ir/4) wird. Die Dirackegel liegen dann wieder bei festen Impul-
sen k = (£7/2, + 7/2). Eine feste Position der Dirackegel ist vorteilhaft fiir die QMC-
Rechnungen, da diese bei der Wahl der Gittergrofe ausgenutzt werden kénnen und so eine
glatte Skalierung ermdglicht wird.

In Abbildung 4.6 ist die mittels Pinning-Feld QMC (engl. pinning field QMC) [40, 149]
bestimmte Magnetisierung m in Abhéngigkeit von U/t aufgetragen. Details wie dieses
Verfahren fiir das hier untersuchte Modell und Gitter angewendet werden, finden sich in
Referenz 40 und werden hier nicht erlautert. Aus Abbildung 4.6 wird klar, dass beide
Werte fiir das Pinning-Feld zum selben Wert extrapolieren und ein magnetischer Uber-
gang im Bereich U./t € (5.25,5.5) erkennbar ist. Eine Berechnung der Einteilchenliicke
Agp mit QMC fiihrt zu den in Abbildung 4.7 dargestellten Ergebnissen. Auch hier ist
fiir U/t € (5.25,5.5) ein kritischer Punkt erkennbar, was zu der Schlussfolgerung fiihrt,
dass die Energieliicke aus der durch die, fiir die magnetische Ordnung inhérenten, Sym-
metriebrechungen der Untergitter und Zeitumkehrinvarianz hervorgeht. Folglich sind die
Resultate fiir #//t = —1 konsistent mit einem direkten Ubergang vom Halbmetall zu einem
Néel-geordneten magnetischen Isolator.

t’/t=-1
1 ‘
U/t=5.00
Ut=5.25 ——O—
08 Un=5.50 ——4&—— |

Ut=5.75 VvV

A,

0 0.02 004 006 008 01 012 0.14
1/L

Abbildung 4.7: Mittels QMC bestimmte Einteilchenliicke Ay, in Einheiten von ¢ als Funktion
der inversen Lingenskala 1/L fiir '/t = —1. Die durchgezogenen Linien sind lineare Extrapola-
tionen zum thermodynamischen Limes und die extrapolierten Werte sind als Symbol bei 1/L =0
dargestellt.
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U'bergang vom Halbmetall zur Néelordnung und zum VBS: ¢//t = —2

Nun wird der Fall ¢/t = —2 betrachtet, fiir den im Starkkopplungslimes — im Gegensatz
zum 7-Fluss Quadratgitter — ein Valenzbondkristall realisiert wird. Durch Kombination von
QMC und CUT kann das Phasendiagramm, ausgehend vom Starkkopplungslimes, studiert
werden und es zeigt sich, dass eine magnetische Néel-geordnete Phase zwischen Halbmetall
und Valenzbondkristall existiert.

Fir die QMC existiert keine Symmetrie mehr, die die Position der Diracpunkte festlegt,
sodass eine prézise Berechnung der Einteilchenliicke schwierig ist. Es ist deshalb einfacher
auch fiir die QMC-Berechnungen vom Grenzfall starker Wechselwirkungen auszugehen.
Der VBS weist eine endliche Spinliicke zu den Triplonanregungen auf, welche sowohl mit
QMC — analog zur Einteilchenliicke aus dem vorherigen Abschnitt — als auch mit dem
CUT-Verfahren berechnet wird. Die pCUT liefert dabei die Triplonliicke als Potenzrei-
he in den magnetischen Austauschwechselwirkungen, welche zuvor mittels gCUT (siehe
Kapitel 4.1.2) aus dem urspriinglichen Hubbardmodell bestimmt wurden.

In Abbildung 4.8 ist die mit QMC bestimmte Spinliicke
As=FEp(S=1)—Ey(S=0), (4.36)

welche die Energiedifferenz zwischen den niedrigsten Energien mit Gesamtspin S = 1 und
S =0 ist, fiir verschiedene Clustergrofen und U/t aufgetragen.

t'/t=-2.0

0.6

Ui=12.5
Uh=11.0 —&—
U/=9.5 —A—
UN=9.0 —5—
U/=8.5 ——
UN=8.0 —&—
UN=T7.5 —O—
UA=7.0 —O—
UN=6.5 —@—

0.2

0.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2
1/L

Abbildung 4.8: Mittels QMC bestimmte Spinliicke fiir ¢/t — 2. Die durchgezogenen Linien sind
Fits an die Datenpunkte und die Punkte bei 1/L = 0 sind die extrapolierten Werte. Dabei ist
zu beachten, dass die Extrapolationen empfindlich sind. In der liickenbehafteten Phase wurde die
Spinliicke mit der Funktion a + bexp(—§/L) gefittet, welche fir Korrelationslangen £ die kleiner
als die Systemgrofe sind, eine sinnvolle Wahl darstellt. Wenn diese Interpretation nicht durch die
Daten gestiitzt wurde, wurden sie stattdessen mit einem polynomiellen Fit extrapoliert.
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Abbildung 4.9: Mittels CUT (Kreise) und QMC (Quadrate) bestimmte Triplonliicke A in Ein-
heiten von 4¢'* /U als Funktion von /U fiir '/t = —2. Fiir die CUT werden verschiedene Trunkie-
rungen gCUT(v) mit v € {4,6,8} der gCUT sowie beide Maximalordnungen pCUT; und pCUTg
der pCUT gezeigt. Letztere wurden mit den dlog-Padé Approximationen D[2,2]a bzw. D[2,3]a ex-
trapoliert. Der voraussichtliche quantenkritische Punkt wird durch die gestrichelte vertikale Linie
angezeigt.

Es lasst sich erkennen, dass der VBS bis zu einem kritischen Wert U, /t € (7.5,8.0) existiert
und dann zusammenbricht. Ein Vergleich mit den CUT-Daten fiir die Triplonliicke ist in
Abbildung 4.9 dargestellt und zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung.

Zusétzlich werden auch die Spin-Spin Korrelationen im Ortsraum berechnet und das lokale
Moment

m(ri) = \/<(nm = 1ni1) (ot —no,)) (4.37)

welches die Wurzel der Spin-Spin Korrelationen ist, extrahiert. In Abbildung 4.10 ist die-
ses fiir 7, = (L/2,0) auf einem L x L Gitter dargestellt. Die z-Richtung wurde dabei
gewahlt, da die Dimerisierung entlang der y-Richtung stattfindet und deshalb dominante
Spin-Spin Korrelationen entlang der z-Richtung erwartet werden. An den Ergebnissen in
Abbildung 4.10 l&sst sich erkennen, dass fiir U > 8¢ keine Ordnung in der VBS-Phase nach-
weisbar ist. Unterhalb der VBS-Phase fiir z.B. U = 7t unterstiitzen die Daten die Existenz
von langreichweitiger magnetischer Ordnung, welche dann fiir U < 6t in eine paramagne-
tische Phase iibergeht. Demzufolge unterstiitzen die QMC-Daten folgendes Szenario fiir
t'/t = —2: Zuerst entwickelt das Halbmetall eine Energieliicke aufgrund der antiferroma-
gnetischen Korrelationen und es wird erwartet, dass dieser Ubergang in der Gross-Neveu
Universalitatsklasse liegt. Danach geht, bei etwas groferen U/t, die magnetisch geordnete
Phase in einen VBS iiber. Da dieser Ubergang nicht mit den fermionischen Freiheitsgraden
verkniipft ist, sollte er erwartungsgeméf zur O(3)-Universalititsklasse gehoren.
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Abbildung 4.10: Mit QMC berechnetes lokales Moment der Spin-Spin Korrelationen im Ortsraum
fir (a) U/t > 7und (b) U/t < 7 des flussgefiillten Quadratgitters mit ¢'/t = —2. Das lokale Moment
wurde entlang der l&ngsten Distanz in z-Richtung auf einem L x L Gitter berechnet. Durchgezogene
Linien sind Fits der Form a + b/L + ¢/L?* an die Datenpunkte.
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4.1 Hubbardmodell auf flussgefiillten Quadratgittern

Diese Analyse des zweiten Ubergangs wird auch durch die CUT-Ergebnisse gestiitzt: Ers-
tens befindet sich der Ubergang zwischen VBS und Néelordnung bei t/U ~ 0.13
(U/t = 7.69), also U/t < 8, wo das Spinmodell gut konvergiert ist und zweitens ver-
schwindet die Triplonliicke bei dhnlichen Werten und Impuls k = 0. Da das Gitter eine
zweielementige FEinheitszelle besitzt, stimmt der Impuls mit dem der Néelordnung iiberein.
Weiterhin ist auch der kritische Exponent zv der Triplonliicke konsistent mit der erwarteten
O(3)-Universalitatsklasse, wie im néchsten Abschnitt genauer erldutert wird.

Triplonkondensation

Die Triplonkondensation wird fiir allgemeine ¢/t > —3 untersucht, indem die mittels pCUT
bestimmte Triplonliicke des effektiven Spinmodells (4.20), wie weiter oben beschrieben, be-
stimmt wird. Dabei wird die pCUT mit dem effektiven Spinmodell aus gCUT(6) bis Ord-
nung 5 durchgefiihrt. Hohere Ordnungen weichen von diesem Ergebnis nicht mehr stark ab,
wie bereits in Abbildung 4.9 zu erkennen ist, allerdings erlaubt die pCUT5 Rechnung mit
gCUT(6) eine deutlich hohere Punktdichte, da zum einen die Bestimmung des effektiven
Modells in gCUT(8) aufwendig ist und zum anderen die sechste Stérungsordnung fiir alle
Werte von ¢t/U und t'/t einzeln durchgefithrt werden muss. Die mit der dlog-Padé D[2,2]a
extrapolierten Werte fiir die Triplonliicke A, sind in Abhéngigkeit von ¢/U und t'/t in
Abbildung 4.11 aufgetragen.

0.8
0.6
wZ]U

0.4

0.2

-3

2
v/t

Abbildung 4.11: Mittels kombinierten CUT-Rechnungen (pCUT; mit gCUT(6)) bestimmte und
mit dlog-Padé D[2,2]a extrapolierte Triplonliicke A in Einheiten von 4¢' 2 /U als Funktion von t'/t
und ¢/U (rote Punkte). Die durchgezogene griine Linie stellt die charakteristische Energieskala ¢ /W
dar. Der quantenkritische Punkt fiir den Ubergang zwischen Néelordnung und VBS [111] im Stark-
kopplungslimes ¢/U < 1 wird durch den blauen Punkt gekennzeichnet. Quadrate reprisentieren
die QMC-Resultate fiir den Ubergang des VBS zur Néelordnung (ausgefiilltes blaues Quadrat) und
den Ubergang von der Néelordnung zum Halbmetall fiir ¢/t = —2 (ungefiilltes blaues Quadrat).
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Fiir den Starkkopplungslimes t/U < 1 wird erwartet, dass die mit gCUT abgeleiteten
effektiven Spinmodelle konvergiert sind und die Niederenergiephysik sollte, wie in Kapi-
tel 4.1.1 beschrieben, durch ein J-J' Modell mit J/J" = 1/4 gut erfasst werden. Dennoch
folgt daraus nicht, dass die Analyse der Storungsreihe einfach ist, aber in diesem Fall
funktioniert sie tatsdchlich sehr gut, obwohl die Storungsordnung nicht besonders grofs
ist. Fiir den quantenkritischen Punkt ergibt sich ¢/t ~ 1.6, was mit dem QMC-Ergebnis
t'/t = £1.5873 (siehe Gleichung (4.9)) des J-J' Modells [111] gut ibereinstimmt und
sich auch in Abbildung 4.11 erkennen ldsst. Gleichzeitig ergibt sich aus der dlog-Padé
Extrapolation ein kritischer Exponent zv ~ 0.73, der nur leicht grofer als der fiir die O(3)-
Universalitdtsklasse erwarteten Exponenten [111, 146] von 0.7 ist. Dieses Verhalten, dass
der kritische Exponent etwas zu grof ist, ist iiblich fiir Reihenentwicklungen.

Die Resultate fiir ¢/t = —2 suggerieren, dass der Zusammenbruch des Valenzbondkristalls
immer zu einem Aufweichen der Eintriplonmode korrespondiert und sich so ein Quanten-
phaseniibergang vom VBS zur Neéelordnung innerhalb des Mottisolators ergibt. Deshalb
ist es sinnvoll den kritischen Exponenten in Abhéngigkeit von '/t zu berechnen und zu
iiberpriifen, ob dieser konstant ist. In Abbildung 4.12 ist der kritische Exponent zv dar-
gestellt und es ldsst sich erkennen, dass dieser monoton von zv ~ 0.73 (bei '/t = —1.6)
bis fast 0 (bei '/t = —3) abfillt. Dieses unphysikalische Verhalten sollte sich auf Unsi-
cherheiten des CUT-Verfahrens zuriickfiihren lassen, insbesondere die Trennung von Spin-
und Ladungsfreiheitsgraden mittels gCUT. In der Tat liegt fiir ¢'/t < —2 der erwartete
Quantenphaseniibergang zwischen VBS und Néelordnung bei Werten von t/U > t/W,
die grofer als die inverse Bandbreite ¢/W sind. Wie bereits bei der Diskussion der Spin-
kopplungen (vergleiche Abbildung 4.4) diskutiert wurde, ist es anspruchsvoll die Spin- und
Ladungsfreiheitsgrade in diesem Bereich zu trennen. Letztendlich lasst dies den Schluss
zu, dass die verwendete gCUT-Implementierung fiir t/U > ¢/W zusammenbricht und die
Resultate nicht zuverléssig sind. Obwohl dieser Effekt vermutlich bereits fiir ¢/t ~ —2
vorhanden ist, konnen gute Abschédtzungen fiir den kritischen Punkt ermittelt werden.
Hingegen ist der kritische Exponent eine deutlich empfindlichere Groéfse, weshalb die Re-
sultate fiir den kritischen Exponenten auch deutlich stirker von den erwarteten Werten
abweichen. Zusammenfassend kann die Eintriplonliicke in einem grofsen Parameterbereich
des Valenzbondkristalls bestimmt werden, aber die quantenkritischen Punkte lassen sich
nur fiir —1.6 < '/t < —2 quantitativ gut beschreiben.
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Abbildung 4.12: Mit der dlog-Padé Extrapolation aus der Triplonliicke A bestimmter kritischer
Exponent zv des Ubergangs vom VBS zur Néelordnung in Abhéingigkeit von ¢’ /t. Fir die CUT
werden die beiden gCUT(v)-Ergebnisse mit v € {6,8} gezeigt und die pCUT wurde bis Ordnung
5 durchgefiihrt. In dem gelben Bereich bricht der VBS bei grofen Werten ¢t/U > t/W zusammen,
wo die Entwicklung nicht mehr zuverldssig funktioniert.
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4.1.5 Phasendiagramm und Schlussfolgerungen

Aus den mit QMC und CUT erzielten Ergebnissen (siehe Kapitel 4.1.4) ldsst sich das
in Abbildung 4.13 abgebildete Phasendiagramm fiir das Hubbardmodell auf dem flussge-
filllten Quadratgitter ableiten. Es besteht aus einer halbmetallischen Phase (SM), einem
magnetisch Néel-geordneten Antiferromagneten (AF), einem Valenzbondkristall und Ban-
disolator. Valenzbondkristall und Bandisolator sind kontinuierlich verkniipft und keine zwei
verschiedenen Phasen. Die begriffliche Unterscheidung der beiden ist dennoch niitzlich,
wenn der Schwach- oder Starkkopplungslimes betrachtet wird. Im Schwachkopplungslimes
verschmelzen die Dirackegel des Halbmetalls fiir ¢/ /¢t = —3 und fiir kleinere ¢’ /t < —3 6ffnet
sich eine Liicke, wodurch das Halbmetall in einen Bandisolator iibergeht. Ausgehend vom
Starkkopplungslimes bilden sich hingegen Singuletts auf den '-Bonds, wenn ¢/t < —1.6 ist.
Dieser Valenzbondkristall hat Triplonen als Anregungen und bricht fiir ¢'/¢t 2 —1.6 zusam-
men, sodass sich ein langreichweitig magnetisch geordneter Grundzustand mit liickenlosen
Anregungen ergibt.

Das Phasendiagramm besitzt insgesamt die folgenden Ubergéinge:

1. Ein direkter Ubergang von der Néelordnung zum Halbmetall fiir den Bereich
-16<t/t<0.

2. Ein Ubergang vom Valenzbondkristall zum Bandisolator fiir ausreichend groke Di-
merisierung (t'/t < —3).

3. Zwei Quantenphaseniibergdnge vom Valenzbondkristall zur Néelordnung und von der
Néelordnung zum Halbmetall im dazwischenliegenden Bereich —3 < t'/t < —1.6.

Insbesonders gibt es fiir das m-Fluss Quadratgitter (¢'/t = —1) keine Anzeichen fiir eine
Spinfliissigkeitsphase innerhalb des Mottisolators, wodurch die hier présentierten Ergeb-
nisse im Widerspruch zu den Ergebnissen aus Referenz 110 stehen.

Das CUT-Verfahren bestand aus zwei Teilen, welche gCUTs und pCUTs vereinen. Zuerst
wurden die Spin- und Ladungsfreiheitsgrade mittels gCUT voneinander getrennt, um ein
effektives nichtperturbativ bestimmtes Spinmodell innerhalb des Mottisolators zu erhalten.
Sobald die Freiheitsgrade anfingen zu {iberlappen, wurde das Verfahren problematisch, wel-
ches fiir die grofsten Graphen oder groke Werte von t’/t beobachtet werden konnte. Eine
Verbesserung des verwendeten Generators, um die Spin- und Ladungsfreiheitsgrade fiir
Parameterbereiche zu entkoppeln in denen die verwendete CUT versagt, aber die Niede-
renergiephysik noch durch Spinzustéinde beschrieben werden kann, wére spannend, aber
auch eine grofte Herausforderung. Die in dieser Arbeit verwendete Idee, die Losung der
Flussgleichung in einem Minimum der ROD zu stoppen, ist ein erster Schritt in diese
Richtung, reicht offensichtlich aber noch nicht aus. Auf dieser Idee aufbauend wurde vor
kurzem bereits ein verbesserter Generator vorgestellt [104]|, wodurch eine deutliche Ver-
besserung der gCUT-Methode erzielt werden kann, wenn die auf den endlichen Graphen
gebrochene Translationssymmetrie zu einem energetischen Uberlapp fiihrt.

Zweitens wurde mittels pCUT fiir das effektive Spinmodelle die Triplonliicke als Potenzrei-
he abgeleitet. Es konnten durch die Einschréankung auf die relevanten Spinkopplungen, die
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Abbildung 4.13: Phasendiagramm fiir den Grundzustand des flussgefiillten Quadratgitters in
Abhingigkeit von ¢'/t und U/t. Rote Kreise sind QMC-Ergebnisse aus Referenz 40 und 153. Die
blauen Kreise sind die durch die kombinierte g/pCUT-Methode gewonnen Ergebnisse. Die durch-
gezogenen Linien sind Hilfslinien fiir die erwarteten Uberginge zwischen der antiferromagnetisch
geordneten Néelphase (AF), dem Halbmetall (SM) und dem Valenzbondkristall (VBS).

auf einzelnen Quadraten definiert sind, die quantenkritischen Punkte fiir den Zusammen-
bruch des Valenzbondkristall quantitativ richtig bestimmt werden. Die prézise Bestimmung
des kritischen Exponenten gestaltet sich hingegen, selbst in den Bereichen wo das Spinmo-
dell anscheinend gut konvergiert ist, als deutlich schwieriger. Vermutlich liegt dies daran,
dass in diesen t/U-Bereichen weitere Spinkopplungen, wie z.B. Sechsspinterme, eine erhéhte
Wichtigkeit erlangen. Auferdem wurden die Stérungsrechnungen nur bis fiinfter Ordnung
durchgefiihrt, welches keine besonders hohe Stérungsordnung darstellt. Es wurde bereits
gezeigt, dass die Verwendung von ,weifsen Graphen eine Optimierung der Storungsrech-
nung zulésst, wodurch héhere Ordnungen erreicht werden kénnen [124]. Die Verwendung
von ,weifen Graphen bedeutet, dass die Kopplungstypen der einzelnen Graphen erst nach
der Berechnung eingesetzt werden. Dazu muss allerdings wihrend der pCUT festgehalten
werden, auf welche Kopplungen die T(™_-Operatoren wirken. Dadurch reduziert sich jedoch
die Anzahl an notwendigen Graphen deutlich und es kénnen hohere Stérungsordnungen
berechnet werden. Fiir zukiinftige Studien wére dies ein sinnvoller Ankniipfungspunkt, um
die Ergebnisse zu verfeinern.
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4.2 Hubbardmodell auf dem n-Fluss Dreiecksgitter

Das Hubbardmodell [28] auf dem isotropen Dreiecksgitter realisiert bei Temperatur 7" = 0
und halber Fiillung fiir kleine ¢/U eine antiferromagnetisch langreichweitig geordnete ma-
gnetische Phase, die sogenannte 120°-Ordnung [65-68|. Weiterhin wurden starke Anzeichen
fiir einen Phaseniibergang erster Ordnung von dieser magnetischen Phase zu einer exoti-
schen nichtmagnetischen Phase — vermutlich ein liickenloses Spin-Bose-Metall — innerhalb
des Mottisolators gefunden [38, 45-50|. Dabei kann dieser Phasentibergang durch ein ef-
fektives Niederenergiemodell fiir die Mottphase beschrieben werden und die relevanten
Effekte treten schon in einem stérungstheoretisch bis Ordnung 4 abgeleiteten Spinmodell
auf [38]. Entscheidenden Einfluss besitzen dabei die Vierspinterme und eine Untersuchung
des Spinmodells mittels exakter Diagonalisierung erfasst den Phaseniibergang [38]. Der
Phaseniibergang zum Halbmetall fiir grofse Hiipfamplituden — wie er generisch fiir Hub-
bardmodelle vorliegt [31] — ist ebenfalls erster Ordnung [38, 47, 49, 50].

Fiir das Hubbardmodell auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter wird durch VCA-Rechnungen eben-
falls die Existenz einer exotischen Zwischenphase in Aussicht gestellt und es wird vorge-
schlagen, dass auch hier die Vierspinterme entscheidend sind [51]|. Gegeniiber dem isotropen
Dreiecksgitter wo der Ubergang bei t/U = 0.1 auftritt [38], deuten die VCA-Rechnungen
das Auftreten eines Ubergangs bei noch kleineren t/U ~ 0.07 an [51]. Folglich sollten
die Storungsreihen, die bei der Ableitung des effektiven Spinmodells auftreten, noch bes-
ser konvergiert sein. Im Unterschied zum isotropen Dreiecksgitter, wo die Uberginge zur
Spinfliissigkeit und dem Halbmetall erster Ordnung sind, suggerieren die VCA-Rechnungen,
dass beide Ubergiinge zweiter Ordnung sind [51]. Das mit der VCA in Referenz 51 bestimm-
te Phasendiagramm ist in Abbildung 4.14 dargestellt, aus dem unter anderem hervorgeht,
dass die nichtmagnetische Zwischenphase (NMI) innerhalb des Mottisolators eine endliche
Ladungsliicke besitzt.

myp0e

0 5 10 15 20
U/t

Abbildung 4.14: Mit der VCA bestimmtes Phasendiagramm fiir das Hubbardmodell auf dem
m-Fluss Quadratgitter. myggo ist der Ordnungsparameter der antiferromagnetisch geordneten Néel-
phase (AFM) und A/t ist die Ladungsliicke. Die VCA suggeriert, dass die Ubergéinge zwischen
dem Halbmetall (SM), der nichtmagnetischen isolierenden Phase (NMI) und der Néelphase (AFM)
zweiter Ordnung sind. Diese Abbildung wurde aus Referenz 51 entnommen.
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In dieser Arbeit wird ein, mithilfe von perturbativen kontinuierlichen unitdren Transfor-
mationen im Starkkopplungslimes abgeleitetes, effektives Spinmodell bis Ordnung 6 vorge-
stellt. Untersucht wird hingegen das Spinmodell in Ordnung 4, da, wie bereits angemerkt,
die relevante Physik hier bereits erfasst sein sollte.

Die Analyse des Spinmodells in vierter Ordnung wird mit exakter Diagonalisierung (ED)
auf einem grofen endlichen Cluster durchgefiihrt. Dabei lassen sich keine Anzeichen fiir die
Existenz einer Zwischenphase finden. Deshalb wurde noch ein reines Heisenbergmodell mit
Vierspintermen (J;-.J4 Modell) untersucht, bei dem allerdings ebenfalls keine Anzeichen fiir
eine Zwischenphase vorliegen. Dies steht im Gegensatz zum isotropen Dreiecksgitter, wo
der Phaseniibergang zur Spinfliissigkeitsphase durch genau diese Vierspinterme getrieben
wird. Demzufolge stellt sich die Frage, ob ein anderer Mechanismus die Ausbildung einer
Spinfliissigkeitsphase auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter antreibt.

Fiir das Heisenbergmodell mit iibernéchstnachbar Kopplungen (J;-J2 Modell) wird bereits
seit langem iiber die Natur der Phase zwischen der 120°-Ordnung und einer Streifenordnung
(von engl. stripy order) diskutiert [52-57, 78-80]. W&hrend erste Arbeiten bereits einen
Spin-ungeordneten Zustand (engl. spin disordered state) gefunden haben [78-80], so deuten
neuere numerische Arbeiten auf die Existenz einer Spinfliissigkeitsphase hin [52-57]. Auch
wenn diese Spinfliissigkeit vermutlich ausgebildet wird, so ist die tatsichliche Art ebendieser
noch nicht abschlieffend geklart. Das liegt daran, dass die Charakterisierung dieser Phase
sehr subtil ist. Auch wenn das J;1-Jo Modell in Referenz 57 mit exakter Diagonalisierung
untersucht wurde, so wurde diese mit einer variationellen Wellenfunktion verglichen, um
Aussagen iiber die Natur der Spinfliissigkeit zu treffen.

Da das effektive Spinmodell fiir das Hubbardmodell ebenfalls einen iibernédchstnachbar
Term aufweist, konnte es sein, dass die mit der VCA gefundene Zwischenphase zu der
Spinfliissigkeit im Ji-Jo Modell korrespondiert. Aus diesem Grund wird das Ji-Jo Hei-
senbergmodell in dieser Arbeit ebenfalls untersucht und die Ergebnisse aus Referenz 57
konnen reproduziert werden. Der ermittelte Wert von Jy/Jp fiir den Phaseniibergang zur
Spinfliissigkeit, entspricht allerdings recht grofen Werten von ¢/U im Hubbardmodell, bei
denen die Storungsreihen vermutlich nicht mehr konvergiert sind. Demzufolge sollten die
Vierspinterme zusammen mit den iiberndchstnachbar-Termen die Ausbildung der Spinfliis-
sigkeit weiter begilinstigen, damit die Interpretation schliissig ist.

Als erstes wird nun das effektive Spinmodell bis Ordnung 6 angegeben und anschliefsend das
effektive Spinmodell in vierter Ordnung mittels exakter Diagonalisierung untersucht. Im
Anschluss daran werden das Ji-J4 sowie das J1-Js Modell unabhéngig vom Hubbardmodell
untersucht.

4.2.1 Effektives Spinmodell

Mittels Graphenentwicklung und pCUT (siehe Kapitel 2) kann ein effektives Niederener-
giemodell fiir das halbgefiillte Hubbardmodell (4.1) bei Temperatur 7' = 0 auf dem in Ab-
bildung 4.15 dargestellten w-Fluss Dreiecksgitter abgeleitet werden. Dazu wird die pCUT

. (%)
auf allen Graphen Ql(,z) durchgefiihrt und liefert ein effektives Spinmodell Hegfg’ . Der Index
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Kapitel 4 Hubbardmodelle

Abbildung 4.15: Ausschnitt aus dem 7-Fluss Dreiecksgitter. Schwarze Kreise symbolisieren die
Gitterpléatze, wihrend schwarze Linien die Kopplung ¢ und blaue Linien die Kopplung —t darstellen,
wodurch sich ein 7-Fluss in jedem zweiten Dreieck ergibt.

v bezeichnet dabei die erste Storungsordnung bei der der reduzierte Beitrag (vergleiche
Definition 10)

g . g G
Heff,red " Heff - Z Heff,red (438>
gcgl?

nicht verschwindet und ¢ nummeriert alle Graphen derselben Stérungsordnung durch.

Wie bereits in Kapitel 4.1 iiber das Hubbardmodell auf dem flussgefiillten Quadratgitter
erldutert wurde, wird durch das Losen des Gleichungssystems

. (i) . . @),
(i[HZ |5) = (i|HSx, 1) (4.39)
mit H fpin aus Gleichung (4.11) ein effektives Spinmodell in zweiter Quantisierung bestimmt.

Im Gegensatz zu den Ergebnissen aus Kapitel 4.1 liegen die Spinkopplungen jedoch als
Storungsreihe in t/U vor. Analog zu Gleichung (4.38) konnen auch die reduzierten Beitrige

(@) (4)
v P— v g
Hspin,red T Hspin - 2 : Hspin,red (44())
gcgl)

bestimmt werden. Durch Einbetten der reduzierten Beitriage kann dann ebenfalls das Spin-
modell Hgpin im thermodynamischen Limes bestimmt werden.

Mithilfe der pCUT wurde das effektive Spinmodell bis Ordnung v = 6 abgeleitet. Fiir
das isotrope Dreiecksgitter wurde bereits gezeigt, dass die Quantenspinfliissigkeitsphase
insbesondere durch die Vierspinwechselwirkungen beschrieben werden kann [38], weshalb
fiir das m-Fluss Dreiecksgitter eine dhnliche Erwartungshaltung vorliegt. Angegeben werden
nur die Operatoren, welche bereits in vierter Ordnung auftreten, die Kopplungen werden

66



4.2 Hubbardmodell auf dem w-Fluss Dreiecksgitter

aber bis Ordnung 6 angegeben. Das effektive Spinmodell fiir das Hubbardmodell auf dem
m-Fluss Dreiecksgitter lautet dann

Hspin =FEy-N+J; Z SZSJ + Jo Z stj + J3 Z SZS]
(4.5) (8,90 ({(i,50))
+ D Ty ((SiS)) (SkS) + J= (SiSk) (8;S1) + Jx (SiS1) (SjSk))  (4.41)
ij,k,leN
mit den Kopplungen
t2 t+ 561 ¢

Ey=-3——6— — —— 4.42
=SB T (4.42)
12 t t6
t4 6
Jy = 12m + 276m (4.44)
t 16
t 16
t* 16
J_ = —80m - 408ﬁ (4.47)
4 6
Jy = 8()W + 296m ) (4.48)

Die Kopplungen des effektiven Spinmodells fiir das Hubbardmodell auf dem isotropen
Dreiecksgitter wurden ebenfalls abgeleitet und lauten bis Ordnung 6 (in Referenz 38 wurde
das Spinmodell bis Ordnung 12 abgeleitet)

12 t 16
J = 45 — 28m + 406ﬁ (4.50)
t 16
t4 10
t4 t6
Jj = 80m — 1560m (4.53)
4 t6
J_ = 80m - 1560m (4.54)
t 16
Jy = —80m + 300m ) (4.55)

Die wichtigsten Unterschiede des effektiven Spinmodells fiir das m-Fluss Dreiecksgitter
zum isotropen Dreiecksgitter ist das umgekehrte Vorzeichen vor den Vierspintermen in
Ordnung 4 und die, ebenfalls in Ordnung 4, um einen Faktor 3 groRere Uberniichstnach-
barkopplung Jo.
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(a) Cluster mit 18 Gitterplitzen
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Abbildung 4.16: Fiir die ED verwendete Cluster mit (a) 18, (b) 24, (c¢) 30 und (d) 36 Gitter-
plédtzen. Die gestrichelten Linien deuten die Periodizitét an.
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4.2 Hubbardmodell auf dem w-Fluss Dreiecksgitter

4.2.2 ED fiir das effektive Ordnung 4 Spinmodell

Als erstes wird das komplette effektive Spinmodell (4.41) in Ordnung 4 mit der in Kapi-
tel 3 beschriebenen Methode zur exakten Diagonalisierung untersucht. Zuerst wird dazu ein
kleiner Cluster mit 18 Gitterplétzen fiir sowohl das isotrope als auch das m-Fluss Dreiecks-
gitter betrachtet, um die Unterschiede beider Modelle deutlich zu machen. Darauffolgend
wird dann das effektive Spinmodell des Hubbardmodells auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter auf
einem aus 36 Gitterplétzen bestehenden Cluster mit exakter Diagonalisierung untersucht.

Ein Vergleich des Energiespektrums zwischen dem isotropen und m-Fluss Quadratgitter,
fiir den in Abbildung 4.16 (a) dargestellten Cluster mit 18 Gitterplétzen, ist Abbildung 4.17
zu entnehmen. Dabei wird der jeweils niedrigste Eigenwert in allen Symmetriesektoren mit
ke {0,...,5} x{0,1,2}, f € {—1,1} und S* € {0,1} gezeigt. Es lésst sich fiir das isotrope
Dreiecksgitter (siehe linke Seite in Abbildung 4.17) eindeutig erkennen, dass fiir ¢t/U ~ 0.1
ein Phaseniibergang erster Ordnung stattfindet. Dieser korrespondiert zu dem Ubergang
zur Spinfliissigkeit und lésst sich bereits auf diesem kleinen Cluster mit 18 Gitterplétzen
erkennen. Fiir das 7-Fluss Dreiecksgitter (siehe rechte Seite in Abbildung 4.17) ist hingegen
ein sehr glattes Verhalten erkennbar und auch die zweite Ableitung der Grundzustands-
energie in Abbildung 4.18 weist keinerlei Indizien fiir einen Phaseniibergang auf.

Sowohl fiir die 120°-Ordnung als auch fiir die symmetrieungebrochene Spinfliissigkeitspha-
se wird erwartet, dass der Grundzustand auf endlichen Systemen im Symmetriesektor mit

(ei —eo)/U

0.20 0.15 0.10 0.05 0./00 0.05 0.10 0.15 0.20
t/U

Abbildung 4.17: Energiedifferenz (e; — ep) /U zur Grundzustandsenergie pro Gitterplatz fiir das
effektive Spinmodell in Ordnung 4 des Hubbardmodells auf dem isotropen Dreiecksgitter (links) und
dem 7-Fluss Dreiecksgitter (rechts). Die Energieeigenwerte e; wurden mit exakter Diagonalisierung
auf einem Cluster mit 18 Gitterplatzen berechnet. Gezeigt sind die niedrigsten Eigenwerte aus
samtlichen Symmetriesektoren mit k € {0,...,5} x {0,1,2} und f € {—1,1} fiir S* = 0 (schwarze
Linien) und S% = 1 (rote Linien). Die vertikalen gestrichelten Linien sind die mit ED [38] (isotropes
Dreiecksgitter) und der VCA [51] (m-Fluss Dreiecksgitter) ermittelten ungefihren Positionen des
Phaseniibergangs zur Spinfliissigkeit.
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Abbildung 4.18: Zweite Ableitung der Grundzustandsenergie pro Gitterplatz des effektiven Spin-
modells in Ordnung 4 des Hubbardmodells auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter. Die Grundzustands-
energie eg wurde mit exakter Diagonalisierung auf einem Cluster mit 18 Gitterpldtzen berechnet.
Die vertikale gestrichelte Linie ist die mit der VCA [51] ermittelte ungefihre Position des Phasen-
iibergangs zur Spinfliissigkeit.

k = 0 liegt. Zusétzlich ist der Grundzustand auf endlichen Clustern auch ein Singulett [154],
sodass bei Ausnutzung der S*-Symmetrie dieser S = 0 besitzt. Fiir den Cluster mit 36
Gitterpldtzen (vergleiche Abbildung 4.16 (d)) wird sich deshalb auf k = 0, S* = 0 und die
beiden niedrigsten Eigenwerte beider Spin-Flip Sektoren (f = —1 und f = 1) beschrénkt.
Abbildung 4.19 (a) zeigt die Energiedifferenzen (e; — ep)/U zur Grundzustandsenergie pro
Gitterplatz eq fiir den Cluster mit 36 Gitterplatzen. Aus der Grundzustandsenergie, sowie
den gezeigten Anregungen, lassen sich keine Hinweise fiir die Existenz einer Spinfliissig-
keitsphase ableiten. Das einzige aufféillige Merkmal ist eine Energieniveaukreuzung des
kleinsten Energieeigenwertes im Symmetriesektor mit f = —1 und der ersten Anregung im
Symmetriesektor mit f = 1 bei t/U ~ 0.29. Diese liegt allerdings bei sehr grofen Werten
von t/U — bei denen die Reihen vermutlich nicht mehr konvergiert sind — und geméf den
VCA-Rechnungen befindet sich hier bereits das Halbmetall. Die in Abbildung 4.19 (b)
gezeigte zweite Ableitung der Grundzustandsenergie ist ebenfalls sehr glatt und weist kei-
nerlei Resonanzen oder andere besondere Merkmale auf.

Da fiir das Spinmodell (4.41) in Abhéngigkeit von ¢/U keine Anzeichen fiir die Existenz
einer Spinfliissigkeitsphase auf dem 7w-Fluss Dreiecksgitter gefunden wurden, soll nun das
entsprechende Spinmodell unabhéngig vom Hubbardmodell diskutiert werden. Fir das
isotrope Dreiecksgitter wurde bereits gezeigt, dass die Spinfliissigkeitsphase mafsgeblich
von den Vierspintermen angetrieben wird [38] und auch fiir das w-Fluss Dreiecksgitter
wurde ein &hnliches Szenario vorgeschlagen [51]. Als néchstes wird deshalb ein J;-J4 Modell
diskutiert, bei dem die Vierspinkopplungen auf Jy = —J = —J= = Jx gesetzt werden und
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nicht mehr
werden.
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Abbildung 4.19: (a) Energiedifferenz (e; — eg)/U zur Grundzustandsenergie pro Gitterplatz e
fiir das effektive Ordnung 4 Spinmodell des Hubbardmodells auf dem m-Fluss Quadratgitter fiir
die niedrigsten beiden Eigenwerte (GZ und 1. Anregung im jeweiligen Symmetriesektor) der Sym-
metriesektoren mit k = (0,0), S* = 0 und f € {—1,1} sowie (b) zweite Ableitung der Grundzu-
standsenergie pro Gitterplatz ey. Die Energieeigenwerte e; wurden mit exakter Diagonalisierung
auf einem Cluster mit 36 Gitterplitzen berechnet. Es ist zu beachten, dass nur der niedrigsten
Eigenwert in jedem Symmetriesektor konvergiert ist, wihrend die néchsthéheren Eigenwerte nu-
merischen Ungenauigkeiten unterworfen sind.
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4.2.3 J;-J4s Modell

Der Hamiltonoperator des hier betrachteten J;-J4 Modells lautet

Hyg =D Y SiS;
(1,9
—Ji Y ((5iS)) (SkS)) + (8iS) (8;81) — (8iS1) (S;Sk)) (4.56)

1,7,k,lEN

mit Ji, Jy > 0. Das negative Vorzeichen von Jy folgt aus dem effektiven Spinmodell des
Hubbardmodells auf dem 7-Fluss Quadratgitter (siche Gleichungen (4.41) bis (4.48)).

Zusétzlich zu den bereits im vorangegangenen Unterkapitel betrachteten Clustern mit 18
und 36 Gitterplatzen, werden in diesem Unterkapitel auch die in Abbildung 4.16 (b) und (c)
dargestellten Cluster mit 24 und 30 Gitterpldtzen untersucht. Als erstes wird die in Ab-
bildung 4.20 (a) dargestellte Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eyp/J; sowie ihre in
Abbildung 4.20 (b) gezeigte zweite Ableitung diskutiert. Beide Grofen zeigen keinerlei
Auffalligkeiten im betrachteten Parameterbereich und sind damit konsistent zu den Er-
gebnissen aus dem vorherigen Unterkapitel 4.2.2. Wahrend der Grundzustand bei allen
Clustern bei k = 0 und S*% = 0 liegt, so ist ein Paritétseffekt bei der Spin-Flip Symmetrie
erkennbar: Fiir die Cluster mit 18 und 30 Gitterplédtzen besitzt der Grundzustand f = —1,
wahrend er fiir die Cluster mit 24 und 36 Gitterplatzen f = 1 besitzt.

Um festzustellen welche Korrelationen auf den Clustern vorhanden sind, wird der Spin-
strukturfaktor

1 N-1 27“((117‘(%*1]') qy~<yryj>>
SZZ(q) — N Z e Tmax Ymax <S,LZS]Z> (457)
4,7=0

mit dem Impulsvektor ¢ = (¢,g,)” und den Koordinaten (z;,y;) des Spins am Gitterplatz i
(vergleiche auch mit der Fouriertransformation in Gleichung (3.30)) berechnet. Der Spin-
strukturfaktor (4.57) erlaubt die Detektion langreichweitiger Spinordnung. Da fiir kleine
Ju/J1 das Spinmodell eine langreichweitige antiferromagnetische 120°-Ordnung ausbildet,
kann durch die Untersuchung des Spinstrukturfaktors untersucht werden, ob die Ordnung
verschwindet.

Fiir alle betrachteten Cluster ist der Spinstrukturfaktor bei ¢ = (2,0) und ¢ = (4,0)
maximal, welches, bei der hier getroffenen Clusterwahl, dem Impuls der 120°-Ordnung
entspricht. In Anhang B.1 sind die Spinstrukturfaktoren S%*(q) fiir alle g und alle Cluster
in den Abbildung B.1 und B.2 dargestellt. Abbildung 4.21 zeigt den Spinstrukturfaktor
pro Gitterplatz S**(q = (2,0))/N ausgewertet beim Impuls ¢ = (2,0) der 120°-Ordnung.
Dieser sollte mit wachsender Clustergréfe in der geordneten Néelphase gegen einen festen
Wert konvergieren. Wird angenommen, dass der Paritdtseffekt fiir die Spin-Flip Symme-
trie auch einen Paritétseffekt fiir diese Konvergenz besitzt, so ldsst sich erkennen, dass
die beiden Cluster mit 24 und 36 Gitterpldtzen fiir kleine J;/J; sehr &hnliche Werte fiir
S#*(q = (2,0))/N liefern. Bemerkenswert ist jedoch, dass S**(q = (2,0))/N mit wachsen-
dem Jy/J; kaum abfillt, wie es bei einem Phaseniibergang in eine ungeordnete Phase zu
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Abbildung 4.20: (a) Grundzustandsenergie pro Gitterplatz ey/J; und (b) zweite Ableitung der
Grundzustandsenergie pro Gitterplatz fiir verschiedene Clustergrofien N in Abhéngigkeit von Jy/J;
fir das Ji-J4 Modell.
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Abbildung 4.21: Spinstrukturfaktor S**(q = (2,0))/N pro Gitterplatz beim Impuls der 120°-
Ordnung in Abhéngigkeit von Jy/J; fiir verschiedene Clustergrofen N.

erwarten ware. Insbesondere deuten die Ergebnisse darauf hin, dass die Vierspinterme auf
dem 7-Fluss Dreiecksgitter der 120°-Ordnung nicht entgegenwirken. Dies lasst sich fiir klas-
sische Spins anschaulich verstehen. Im klassischen Limes wurde die klassische Energie der
120°-Ordnung fiir ein Ji-J4 Modell bereits bestimmt [155, 156]. In den hier angegebenen
Parametern lautet sie dann

€120°0 — —gjl - %le (4.58)
und es ist erkennbar, dass fiir den dem 7-Fluss Dreiecksgitter entsprechenden Fall Jy > 0,
die Vierspinterme die Energie der 120°-Ordnung weiter absenken, wahrend fiir Jy < 0,
welches dem isotropen Dreiecksgitter entspricht, die Energie angehoben wird. Von einem
klassischen Standpunkt aus betrachtet, ist es daher plausibel, dass die Vierspinterme der
120°-Ordnung nicht entgegenwirken. Es kann allerdings sein, dass die Vierspinterme eine
andere Phase noch stérker begiinstigen als die 120°-Ordnung, welches hier nicht weiter
untersucht wird.

Nun sollen — analog zum effektiven Ordnung 4 Spinmodell — die niedrigsten beiden Ei-
genwerte in den beiden Spin-Flip Sektoren bei k = 0 und S* = 0 auf dem Cluster mit
36 Gitterplatzen betrachtet werden. Es ergeben sich die in Abbildung 4.22 dargestellten
Energiedifferenzen beziiglich der Grundzustandsenergie. In Ubereinstimmung mit den bis-
herigen Ergebnissen lassen sich auch hier keine Indizien fiir einen Quantenphaseniibergang

finden.

Zusammenfassend sind sdmtliche hier prisentierten Ergebnisse mit der Abwesenheit ei-
ner Spinfliissigkeitsphase im reinen J;-J4 Modell konsistent. Da die Identifizierung einer
Spinfliissigkeit dufterst subtil ist und vor allem die untersuchten Cluster noch zu klein
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Abbildung 4.22: Energiedifferenz (e; — eg)/J1 zur Grundzustandsenergie pro Gitterplatz fiir das
J1-J4 Modell fiir die niedrigsten beiden Eigenwerte (GZ und 1. Anregung im jeweiligen Symmetrie-
sektor) der Symmetriesektoren mit k = (0,0), S* = 0 und f € {—1,1}. Die Energieeigenwerte e;
wurden mit exakter Diagonalisierung auf einem Cluster mit 36 Gitterpldtzen berechnet. Es ist zu
beachten, dass nur der niedrigsten Eigenwert in jedem Symmetriesektor konvergiert ist, wihrend
die néchsthoheren Eigenwerte numerischen Ungenauigkeiten unterworfen sind.

sein konnten, kann natiirlich nicht ausgeschlossen werden, dass eine solche Phase auch im
J1-J4 Modell existiert. Es wurden ebenfalls nur einige Symmetriesektoren betrachtet, wo-
durch Anderungen im Anregungsspektrum eventuell nicht erkannt werden. Die Frage, die
sich nun stellt, ist, ob ein anderer Mechanismus als die Vierspinwechselwirkungen fiir die
Ausbildung einer Quantenspinfliissigkeitsphase im Hubbardmodell auf dem m-Fluss Drei-
ecksgitter verantwortlich ist. Zu diesem Zweck wird im nédchsten Unterkapitel das Ji-Ja
Modell untersucht.

4.2.4 Jl-JQ Modell

Es gibt starke Anzeichen dafiir, dass das Ji-Jo Modell

HJI_J2:J125i'Sj+J2 Z SZS] (4.59)
() ()

auf dem Dreiecksgitter eine Spinfliissigkeitsphase besitzt [52—-57]. Insbesondere konnte diese
Phase durch einen Vergleich zwischen exakter Diagonalisierung und variationellen Wellen-
funktionen im Bereich 0.08 < J2/J1 < 0.16 nachgewiesen werden [57|. In Abbildung 4.23
findet sich das aus Referenz 57 entnommene Energiespektrum des Clusters mit 36 Gitter-
pléatzen. Sollte die mit der VCA gefundene nichtmagnetische Zwischenphase der Spinfliis-

sigkeit des Ji-Jo Modells entsprechen, so wiirde sich — wenn nur die Kopplungen J; und Js
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Abbildung 4.23: Oberer Teil: ED Spektrum des J;-J2 Modells auf dem Cluster mit 36 Gitter-
platzen fiir verschiedene Symmetriesektoren (unterschiedlich farbige Symbole) und J; = 1. Die
Symmetriesektoren werden durch I'; K und M fiir die entsprechenden Punkte in der ersten Bril-
louinzone sowie A1, A2 und E2 fiir die zugehdrigen Punktgruppen bezeichnet. Gefiillte (ungefiillte)
Symbole gehoren zu geraden (ungeraden) Spinsektoren. Die ermittelten Phasenbereiche sind durch
einen unterschiedlich farbigen Hintergrund dargestellt. Unterer Teil: Spektralzerlegung fiir ver-
schiedene Wellenfunktionen |¢nodel) fiir Jo = 0.12 (linker unterer Teil) und Jo = 0.15 (rechter
unterer Teil). Der Durchmesser der Kreise entspricht dem quadratischen Uberlapp |<1/1ED|1/1MOde1)|2
zwischen dem mit ED bestimmten Eigenzustand |¢¥gp) und |[¥ymoder). Es wurden variationelle Wel-
lenfunktionen fiir eine Dirac Spinfliissigkeit, chirale Spinfliissigkeit (CSL) sowie die Grundzustinde
im entsprechenden Symmetriesektor (I.A1, I'.A2, T".E2) bei J; = 0.3 verwendet. Diese Abbildung
wurde aus Referenz 57 entnommen, wo sich auch detaillierte Ausfithrungen finden lassen.

im effektiven Spinmodell betrachtet werden — mit den Spinkopplungen (4.43) und (4.44)
in vierter Ordnung der Bereich

J.
0.08 < jj <0.16 (4.60)
i
©0.085 L <016 (4.61)
4L +1245
t
© 0175 5 $0.25 (4.62)

ergeben. Dieser Bereich liegt bei sehr grofen ¢/U-Werten, bei denen das Spinmodell iib-
licherweise nicht mehr konvergiert ist. Demzufolge sollten die anderen Kopplungen des
effektiven Spinmodells oder hohere Ordnungen den Bereich zu kleineren Werten von ¢/U
verschieben, sofern dies der gesuchte Ubergang ist.

In diesem Unterkapitel soll nun die in Kapitel 3 beschriebene Methode zur exakten Diago-
nalisierung auf das Ji-Jo Modell angewendet werden und anschlieffend der Einfluss von zu-
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4.2 Hubbardmodell auf dem w-Fluss Dreiecksgitter

sétzlichen Vierspinkopplungen untersucht werden. Der dafiir verwendete periodische Clus-
ter besteht aus 36 Gitterpliatzen und ist in Abbildung 4.16 (d) dargestellt. Wahrend in
Referenz 57 auch Raumsymmetrien fiir die exakte Diagonalisierung ausgenutzt werden,
wird in dieser Arbeit nur die Translations-, Spin-Flip und S*-Symmetrie ausgenutzt. Fiir
jeden Symmetriesektor — das heifst festes k, f und S? — werden dann die niedrigsten
Eigenwerte bestimmt. Die Energiedifferenz dieser Eigenwerte zur Grundzustandsenergie,
welche bei k = 0 und f = 1 liegt, ist in Abbildung 4.24 eingetragen. Fin Vergleich von
Abbildung 4.24 mit Abbildung 4.23 zeigt, dass die grundlegenden Merkmale des Energie-
spektrums reproduziert werden.

Da nur der Sektor mit 5% = 0 betrachtet wird und deutlich weniger Symmetrien ausgenutzt
werden, sind in Abbildung 4.24 zum Teil andere Energien gezeigt als in Abbildung 4.23.
Dennoch kann insbesondere ein Phaseniibergang erster Ordnung zur gestreiften Phase iden-
tifiziert werden. Bemerkenswert ist auch, dass bei Jy/J; =~ 0.07 sich das Anregungsspek-
trum deutlich verdndert. Dies kénnte auf den Ubergang zur Spinfliissigkeit zuriickzufithren
sein, fiir eine genauere Analyse miisste allerdings untersucht werden, ob der sogenannte
Tower of States [120, 157] vorliegt, wozu hohere S*-Sektoren berechnet werden miissten.
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Abbildung 4.24: Energiedifferenz (e; — eg)/J1 zur Grundzustandsenergie pro Gitterplatz fiir das
Ji-Jo Modell fiir die niedrigsten beiden Eigenwerte aller Symmetriesektoren mit k € {0,...,5}2,
f €{-1,1} und S* = 0. Die Energieeigenwerte e; wurden mit exakter Diagonalisierung auf einem
Cluster mit 36 Gitterplédtzen berechnet. Unterschiedliche Farben gehéren zu unterschiedlichen Im-
pulsen k. Die Quadrate (Kreise) korrespondieren zum niedrigsten Eigenwert im entsprechenden
k-Sektor mit Spin-Flip Quantenzahl f = 1 (f = —1) und die Rauten (Dreiecke) zum néchstgro-
Beren Eigenwert im entsprechenden Symmetriesektor mit f = 1 (f = —1). Es ist zu beachten,
dass nur der niedrigste Eigenwert in jedem Symmetriesektor konvergiert ist, wéhrend die néchst-
héheren Eigenwerte numerischen Ungenauigkeiten unterworfen sind. Die vertikalen gestrichelten
Linien deuten die Phaseniiberginge zur Spinfliissigkeit (J2/J; /2 0.08) und zur gestreiften Phase
(Jo/J1 = 0.16) an [57].
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Kapitel 4 Hubbardmodelle

In Referenz 57 wurde dies tiberpriift und die Energieniveaus stimmen fiir kleine Jo/.J; und
grofe Ja/J; mit dem Tower of States der 120°-Ordnung [65] bzw. der gestreiften Ord-
nung [80] iiberein. Hinzu kommt, dass die Identifikation einer solchen Phase sehr subtil ist
und in Referenz 57 insbesondere iiber einen Vergleich mit variationellen Wellenfunktionen
angestrebt wird.

Der Phaseniibergang zur gestreiften Phase ist weder im effektiven Spinmodell noch im
J1-J4 Modell erkennbar. Interessant ist jedoch, dass die Energieniveaukreuzung zwischen
dem ersten angeregten Zustand bei f = 1 und dem niedrigsten Zustand bei f = —1 im
effektiven Spinmodell bei sehr grofen ¢/U & 0.29 sichtbar, im Jj-J4 Modell aber nicht
vorhanden ist. Sollte der mittels VCA vorhergesagte Phaseniibergang zur Spinfliissigkeit
im Hubbardmodell auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter durch die iiberndchstnachbar Wechsel-
wirkung Jo getrieben werden, so sollten die Vierspinterme diesen Ubergang unterstiitzen,
das heiftt zu kleineren, als den durch Gleichung (4.62) vorgegebenen, Werten von ¢/U ver-
schieben. Die Ergebnisse aus den vorherigen Kapiteln deuten allerdings darauthin, dass die
Vierspinterme diesen Ubergang zu grokeren t/U-Werten verschieben.

Zum Abschluss soll dies noch weiter iiberpriift werden, indem das Ji-J5 Modell um die Vier-
spinterme des Ji-J4 Modells erweitert wird. In Abbildung 4.25 sind dazu die Energiediffe-
renzen zur Grundzustandsenergie in  Abhéngigkeit von Jy/J; fur feste
Ju/J1 € {0.05,0.1,0.15,0.2,0.25} aufgetragen. Wie sich eindeutig erkennen lasst, verschwin-
den die oben erwdhnten Merkmale durch Einfithren der Vierspinterme. Eine Erh6hung von
Jy/Jq lasst die Energiedifferenz zum Grundzustand weiter ansteigen, weshalb die Vermu-
tung nahe liegt, dass die 120°-Ordnung stabilisiert wird.
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Abbildung 4.25: Energiedifferenz (e; — eg)/J1 zur Grundzustandsenergie pro Gitterplatz fiir das
Jl—Jg—J4 Modell in Abhéingigkeit von J2/J1 fur (a) J4/J1 = 0057 (b) J4/J1 = 0.1, (C) J4/J1 = 0.15,
(d) Jy/J1 = 0.2 und (e) J4/J1 = 0.25. Die Energieeigenwerte e; wurden mit exakter Diagonali-
sierung fir k = 0, f € {—1,1} und S* = 0 auf einem Cluster mit 36 Gitterplatzen berechnet
und es werden nur die niedrigsten beiden Eigenwerte jedes Symmetriesektors gezeigt. Es ist zu
beachten, dass nur der niedrigste Eigenwert in jedem Symmetriesektor konvergiert ist, wahrend
die néchsthoheren Eigenwerte numerischen Ungenauigkeiten unterworfen sind.
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4.2.5 Schlussfolgerungen

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass die in dieser Arbeit produzierten ED-Ergebnisse
fir das Ji-Jo Modell auf einem Cluster mit 36 Gitterplatzen mit &hnlichen
ED-Rechnungen [57] auf demselben Cluster iibereinstimmen. Allerdings ist die Charak-
terisierung einer Spinfliissigkeit des Dreiecksgitters dufserst subtil und wird schon seit lan-
gerem fiir das .J;-Jo Modell diskutiert [52-57|. Dennoch konnten Indizien fiir entsprechende
Phaseniibergénge auch in den ED-Spektren des Ji-Jo Modells identifiziert werden, wobei
insbesondere der Vergleich mit variationellen Wellenfunktionen Aufschluss iiber die Art
der Spinflussigkeit gibt [57]. Fiir das Ji-Jy Modell sowie das effektive Spinmodell in vier-
ter Ordnung konnten keine Anzeichen fiir die Existenz eines Phaseniibergangs gefunden
werden. Sollte eine Spinfliissigkeit in dem durch VCA-Rechnungen vorgeschlagenen Be-
reich fiir das Hubbardmodell auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter [51] realisiert sein und durch
die Jo-Terme angetrieben werden, so wird auch erwartet, dass die Vierspinterme die Aus-
bildung der Spinfliissigkeit unterstiitzen. Die Rechnungen dieser Arbeit konnten dieses
Szenario nicht stiitzen, sondern deuten eher darauf hin, dass die Vierspinterme der, im
J1-J2 Modell vorhandenen, Spinfliissigkeitsphase entgegenwirken. Demzufolge kénnte es
sein, dass ein anderer Mechanismus fiir die Ausbildung der Spinfliissigkeit im Hubbardmo-
dell auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter zusténdig ist. Es besteht auch die Mo6glichkeit, dass gar
kein Phaseniibergang existiert, sondern die gefundenen Anzeichen auf Artefakte der VCA
zuriickzufiihren sind. Sollte der Phaseniibergang, wie durch die VCA-Rechnungen sugge-
riert wird, tatsichlich zweiter Ordnung sein, so ist die Identifikation eines solchen deutlich
schwieriger als beim isotropen Dreiecksgitter, wo der Phaseniibergang erster Ordnung ist.
Es sind deshalb weitere Untersuchungen notwendig, um die Existenz einer Spinfliissigkeits-
phase fiir das Hubbardmodell auf dem w-Fluss Dreiecksgitter zu kldren. In Solchen sollte
vor allem auch der Einfluss von Sechsspintermen evaluiert und das Anregungsspektrum
genauer analysiert werden.
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NLCEs fiir Quantenspinmodelle

Um exotische Quantenphasen zu verstehen, ist es essentiell Techniken zu entwickeln, die
diese Phasen quantitativ erfassen kénnen. Da solche Phasen jedoch oft im Parameterraum
nah an konventionellen Phasen liegen, ist es ebenso wichtig Methoden zu kennen, mit
denen diese Phasen quantitativ untersucht werden kénnen, um sie zum einen besser von den
unkonventionellen Phasen abzugrenzen und zum anderen reale Systeme zu charakterisieren,
wodurch Experimente in die Richtung exotischerer Phasen geleitet werden konnen.

Das antiferromagnetische Heisenbergmodell [64] in zwei Dimensionen bei Temperatur 7' = 0
ist ein gutes mikroskopisches Modell, um solche Methoden zu testen, da es, abhéngig vom
Grad der geometrischen Frustration und dem Wert des Gesamtspins, verschiedene geord-
nete und ungeordnete Phasen aufweist. So ist zum Beispiel der Grundzustand auf dem
unfrustrierten Spin-1/2 Quadratgitter durch eine langreichweitige Néelordnung charakte-
risiert [158-160|. Das frustrierte Spin-1/2 Dreiecksgitter (siche auch Kapitel 4.2) weist
ebenfalls einen antiferromagnetisch geordneten Grundzustand auf — die sogenannte 120°-
Ordnung — und wurde in den letzten Jahrzehnten intensiv studiert [65-68|. In beiden
Fiéllen ist die SU(2)-Symmetrie spontan gebrochen und die Anregungen sind geméaf des
Goldstone-Theorems [142] liickenlose Spinwellen. Im Unterschied dazu steht das Spin-1/2
Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter, wo der Grundzustand vermutlich eine Quanten-
spinfliissigkeit mit exotischer topologischer Ordnung ist [58, 59]. Die Spin-1 Variante auf
dem Kagomegitter weist vermutlich eine spontante Trimerisierung mit langreichweitiger
Singulettordnung und Energieliicke auf [69-74]. Fiir noch grofere S > 1 ist der Grund-
zustand des Heisenbergmodells auf dem Kagomegitter wieder langreichweitig magnetisch
geordnet [73, 75-77].

Wiéhrend die liickenlosen Systeme zu einer unendlichen Korrelationslénge fiihren, welche die
nichtperturbativen Linked-Cluster Entwicklungen (NLCEs) deutlich erschwert, so wurde
fiir das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter bereits gezeigt, dass divergierende
Teilsysteme zu einem nichtmonotonen Konvergenzverhalten fiihren [74]. In diesem Kapitel
wird deshalb die in Kapitel 2.2.1 eingefiihrte Methode — welche die NLCE um Randfelder
erweitert, die den einzelnen Graphen eine Referenzordnung vorgeben — angewendet, um
zu iberpriifen, ob dadurch die Konvergenzprobleme der konventionellen NLCEs behoben
werden kénnen. Dazu wird die Methode zuerst fiir liickenlose Systeme mit langreichweitiger
magnetischer Ordnung angewendet, indem das Heisenbergmodell auf dem Quadrat- und
Dreiecksgitter fiir jeweils Spin-1/2 und Spin-1 untersucht wird. Es stellt sich heraus, dass
die Erweiterung der NLCE um Randfelder auch dort quantitativ richtige Resultate liefert,
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wo die NLCE ohne Randfelder divergiert. Im Anschluss daran wird dieselbe Methode fiir
das liickenbehaftete Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter angewendet, wodurch
sich das nichtmonotone Konvergenzverhalten ebenfalls beheben lésst.

Die Inhalte dieses Kapitels wurden zum Grofteil bereits in den Referenzen 74 und 109
publiziert.

5.1 Langreichweitig magnetisch geordnete Quantenphasen

In diesem Kapitel wird die NLCE-Methode mit Randfeldern (siehe Kapitel 2.2.1) auf Sys-
teme mit einem langreichweitig magnetisch geordneten Grundzustand angewendet. Diese
Systeme sind liickenlos und weisen somit eine divergierende Korrelationslange auf. Mithilfe
der Randfelder konnen allerdings dennoch gute Resultate erzielt werden, wie in diesem
Kapitel gezeigt wird.

Zuerst wird dabei die Methode fiir das Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Quadratgit-
ter getestet, da die Grundzustandseigenschaften dieses Systems ausgiebig untersucht wur-
den [158-160]. Im Anschluss daran wird die Methode auf das Spin-1 Heisenbergmodell auf
demselben Gitter angewendet. In beiden Féllen liefert die NLCE mit Randfeldern sehr gute
Resultate fiir die Grundzustandsenergie und Untergittermagnetisierung.

Ein deutlich anspruchsvolleres System ist das Heisenbergmodell auf dem Dreiecksgitter,
wo die starke Frustration zu einer reichhaltigeren Physik fiihrt. Fiir dieses System werden
ebenfalls die Spin-1/2 und Spin-1 Félle durch eine NLCE mit Randfeldern behandelt und
auch hier lassen sich gute Ergebnisse fiir die Grundzustandsenergie sowie Untergitterma-
gnetisierung erzielen.

5.1.1 Graphenentwicklungen

Insgesamt werden vier verschiedene Graphenentwicklungen verwendet, um die Grundzu-
standsenergie und Untergittermagnetisierung mittels NLCE zu berechnen. Diese werden
in den folgenden Abschnitten vorgestellt.

Volle Graphenentwicklung

Eine volle Graphenentwicklung nutzt fiir eine gegebene Ordnung N der NLCE alle Graphen
mit maximal N Knoten. Dabei werden, wie in Kapitel 2.2.1 beschrieben, nur vollstéandige
(feste) Graphen betrachtet, was allerdings keine Ndherung darstellt. In dieser Entwicklung
wéchst die Anzahl an Graphen sehr schnell an, wihrend die Anzahl an Knoten recht klein
bleibt, weshalb die exakte Diagonalisierung (ED) nicht den Flaschenhals fir die NLCE
darstellt. Es ist ebenfalls nicht moglich den Graphen eine Léngenskala zuzuordnen, wodurch
eine Skalierung erschwert wird.

In den Abbildungen und Tabellen wird die volle Graphenentwicklung mit ,Voll“ abgekiirzt.
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Rechteckentwicklung

Im Gegensatz zu einer vollen Graphenentwicklung, bei der die Anzahl an Graphen sehr
schnell wéchst, ldsst sich auch in rechteckigen Graphen entwickeln [104, 108, 116-118],
wodurch die Anzahl an Graphen sehr langsam anwéchst. Die Graphen besitzen dann die
linearen Dimensionen L, und L, sodass die Anzahl an Knoten N = L, - L, ist. Die exakte
Diagonalisierung wird jetzt zum limitierenden Faktor fiir die Entwicklung.

Ein weiterer Vorteil der Rechteckentwicklung ist, dass die Berechnung der reduzierten Bei-
tridge und Einbettungsfaktoren trivial ist. Fiir den Graphen Gy, 1, mit den Ausdehnungen
L, und L, ergibt sich dann der reduzierte Beitrag

GLa,L GLa,L G
Pred ‘=P ‘= Zpred “ (5'1)
L, L,

wobei die Summe iiber alle L}, und L; mit

1<L <L, (5.2)
1< L, <L,
(Ly,Ly) # (Lo Ly) (5-4)

lauft [118] und der Einbettungsfaktor offensichtlich immer gleich 1 ist.

Diese Entwicklung sollte insbesondere fiir das Quadratgitter gut geeignet sein, da die Gra-
phen deutlich mehr Raumsymmetrien des Gitters respektieren als bei einer vollen Graphen-
entwicklung. Die Ordnung der NLCE ist weiterhin durch die Anzahl N an Gitterplétzen
definiert. Es ist auch moglich eine typische Langenskala

Leeht = VN (5.5)

zu definieren [108], wodurch Skalierungen zu unendlicher Ordnung erméglicht werden. Den-
noch gestaltet sich — wie in Kapitel 5.1.3 genauer erldutert wird — eine Skalierung als schwie-
rig, da die Rechteckentwicklung kein glattes Verhalten beziiglich der NLCE-Ordnung zeigt.

Arithmetische Graphenentwicklung

Ein weiteres Schema, welches arithmetische Graphenentwicklung [161, 162] genannt wird,
definiert die Ordnung tiber die zugeordnete Langenskala entlang der Diagonalen (im Sinne
der Manhattan-Metrik). Die Ordnung M mit den Ausdehnungen L, und L, ist dann durch

M =L, + L, —2 (5.6)

definiert. Die —2 ist so gewahlt, dass ein einzelner Bond aus 2 Gitterplatzen die Ordnung
M =1 besitzt und weicht somit leicht von der durch Kallin [161] und Clever [162] gegebe-
nen Definition ab. Folglich ist die arithmetische Ordnung identisch zur Anzahl an Kanten
entlang der beiden Richtungen eines rechteckigen Graphen.
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Fiir alle Skalierungen ist allerdings die Anzahl an Gitterplidtzen (Knoten der Graphen) von
Relevanz und obwohl die Anzahl an Knoten fiir die Graphen einer arithmetischen Ordnung
nicht gleich ist, wird fiir alle Skalierungen die Léngenskala

Ly + L,
2

verwendet, da dies der durchschnittlichen linearen Ausdehnung des grofiten quadratischen
Graphen der Ordnung entspricht. Wie sich in den folgenden Unterkapiteln zeigen wird,
werden nur gerade NLCE-Ordnungen fiir die Skalierungen verwendet, sodass l..itn €ine
ganze Zahl ist.

larith = (5 . 7)

Die arithmetische Graphenentwicklung wird in den Abbildungen und Tabellen mit ,, Arith.”
abgekiirzt.

Quadratentwicklung

In der Rechteckentwicklung sind die Graphen mit der lingsten Ausdehnung in eine Rich-
tung stets Kettengraphen. Dies kann fiir zweidimensionale Systeme problematisch werden,
da so eindimensionale Effekte einen zu groffen Einfluss haben. Dies wurde in der arithmeti-
schen Graphenentwicklung teilweise behoben, da dort der langste Kettengraph die gleiche
Léange hat wie die Manhattan-Distanz der quadratischeren Cluster. Die Quadratentwick-
lung geht noch einen Schritt weiter und definiert die Ordnung M in der ein Graph beitragt
als Maximum der beiden Ausdehnungen:

M = max{L,,L,} . (5.8)

Es sollte beachtet werden, dass aufgrund der Forderung nach Schnittstabilitét (siehe Kapi-
tel 2.1.2) alle Schnittgraphen ebenfalls benétigt werden. Dadurch sind nicht alle Graphen
quadratisch, aber die Definition der Ordnung ist so gewéhlt, dass der Graph mit den meis-
ten Knoten immer quadratisch ist.

Die Kettengraphen sind in dieser Entwicklung niemals ldnger als eine Seite der quadrati-
schen Graphen. Wie in der arithmetischen Entwicklung ist die Anzahl an Gitterplatzen fiir
die Graphen einer Ordnung nicht immer gleich, allerdings hat der quadratische Graph der
Ordnung mit L = L, = L, immer die meisten Gitterplétze, weshalb

lquad =1L (59)
fiir alle Skalierungen verwendet wird.

Abgekiirzt wird die Quadratentwicklung in den Abbildungen und Tabellen mit ,Quad.*.

5.1.2 Skalierungen fiir NLCEs

NLCEs werden aufgrund der Einbettung auf das Gitter direkt im thermodynamischen
Limes durchgefiihrt, weshalb es keine finite-size Effekte gibt. Allerdings korrespondiert je-
de NLCE-Ordnung zu einer Trunkierung in den Realraumfluktuationen des unendlichen
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Systems. Aus diesem Grund ist es interessant Skalierungen der NLCE-Ergebnisse zu un-
endlichen Ordnungen durchzufiihren. Dies ist jedoch eine herausfordernde Aufgabe, da
keine aus grundsétzlichen Prinzipien abgeleiteten Skalierungsgesetze fiir NLCEs bekannt
sind. In dieser Arbeit werden deshalb zwei verschiedene Skalierungen getestet: Die erste
(i) Skalierungsvorschrift ist aus konventionellen finite-size Skalierungen fiir liickenlose ma-
gnetisch geordnete Heisenbergmodelle bekannt [163]|, wiahrend die zweite (ii) verwendete
Skalierungsvorschrift heuristisch fiir die Coupled-Cluster Methode (CCM) gefunden wur-
de (siehe Referenzen 164, 165, 166, 167 und die dort enthaltenen Referenzen). Die CCM
ist, wie NLCEs auch, eine Methode, welche direkt im thermodynamischen Limes arbeitet.
Grundlage der CCM ist es, ausgehend von einer Anfangswellenfunktion, den Grundzustand
des Systems systematisch anzundhern. Dazu wird eine Transformation auf den Ausgangs-
zustand angewendet und in den Operatoren dieser Transformation trunkiert (eine gute
Einfithrung in die CCM findet sich zum Beispiel in Referenz 168).

(i) Fiir einen langreichweitig antiferromagnetisch geordneten Grundzustand mit liicken-
losen Goldstone-Anregungen ergeben sich in zwei Dimensionen die finite-size Skalierun-
gen [163]

a a
eo(l) = e skal(i) + l% + Tj +... (5.10)
by by
m%(l) = mg’skal(i) —+ T -+ ﬁ + ... (511)

fiir die Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eg und die Untergittermagnetisierung my.
Mit e kati), @1, a2, m(Q],skal(i)’ b1 und by werden die Parameter der Ausgleichsrechnungen
bezeichnet und eg ga1(s) und mg grai(i) stellen dann die fiir [ — oo skalierten Werte dar. Die
Punkte deuten Terme hoherer Ordnung in 1/ an. Diese Skalierung wird in dieser Arbeit
als Skalierung vom Typ (i) bezeichnet und mit ,Skal. (i) abgekiirzt.

(ii) Im Rahmen der CCM wurden die Skalierungsgesetze

ap . a

eo(l) = e skal(ii) + I + B +. (5.12)
by b
mo(l) = Mg skal(ii) + l% + Tz + ... (5.13)

heuristisch gefunden (siehe Referenzen 164, 165, 166, 167 und die dort enthaltenen Refe-
renzen), wobei €g gal(ii), @1, @25 M0 skal(ii)s b1, by wieder Parameter der Ausgleichsrechnung
sind und die Punkte héhere Ordnungen in 1/ andeuten. Mit Typ (ii) wird diese Skalierung
in dieser Arbeit bezeichnet und mit ,Skal. (ii)* wird sie abgekiirzt.

Beide Skalierungsgesetze werden in dieser Arbeit fiir die NLCEs mit Randfeldern bei An-
wendung der verschiedenen Graphenentwicklungen (siehe Kapitel 5.1.1) iiberpriift, indem
die Langenskala [ mit der typischen Lingenskala lrecht, larith b2W. lquaa der Entwicklungen
identifiziert wird.

In den néchsten Unterkapiteln wird die NLCE mit Randfeldern fiir das Spin-1/2 und Spin-1
Heisenbergmodell auf dem Quadrat- und Dreiecksgitter sowie dem zugehérigen Spin-1/2
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XXZ-Modell angewendet und die Skalierungsgesetze werden genutzt, um die Grundzu-
standsenergie und Untergittermagnetisierung bis zu unendlichen Ordnungen zu extrapolie-
ren. Begonnen wird mit einer Diskussion der Methode fiir das Spin-1/2 Heisenbergmodell
auf dem Quadratgitter, welches bereits ausgiebig studiert wurde und aufgrund der fehlen-
den Frustration ein idealer Kandidat fiir das Testen der Methode darstellt. Aus den so
erzielten Ergebnissen kénnen dann optimale Kombinationen von Graphenentwicklung und
Bestimmungsmethode fiir K ermittelt werden, auf welche sich dann fiir die darauffolgenden
Modelle konzentriert wird.

5.1.3 Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter

Der Hamiltonoperator des Spin-1/2 Heisenbergmodells auf dem Quadratgitter ist durch

H=J) S;-S; (5.14)
(i.4)

mit antiferromagnetischem J > 0 gegeben. Die Summe Z ) lduft dabei iiber alle Paa-
re von néchsten Nachbarn auf dem Quadratgitter. Es 1st bekannt dass dieses System
bei Temperatur T' = 0 einen langreichweitig magnetisch geordneten Néelzustand ausbil-
det [158-160], wodurch dieses Modell einerseits aufgrund der liickenlosen Anregungen und
der unendlichen Korrelationslange eine grofse Herausforderung fiir jede ortsraumbasierte
Methode darstellt. Andererseits ist das System geometrisch unfrustriert, welches die Kon-
vergenz einer NLCE begiinstigt.

Durch eine Untergitterrotation — wie sie fiir die Spinwellentheorie iiblich ist [120, 158] —
geht der Hamiltonoperator, dann in

Hiyot = JZ (5285 - sr87+ 518Y) (5.15)

tiber. Durch Einfiihren des Parameters A, welcher zwischen dem Ising (A = 0) und Heisen-
berg (A = 1) Grenzfall interpoliert, ergibt sich der Hamiltonoperator

HXXZ JZ [—555; + A (sgv's;/ - st;?)] (5.16)

des XXZ-Modells und hat damit genau die Form aus Gleichung (2.28). Der Referenzzustand
kann nun als der vollstiandig in z-Richtung polarisierte Ferromagnet gewéhlt werden und
die Randfelder konnen, wie durch Gleichung (2.31) definiert, eingefiithrt werden. Zuerst
wird sich in diesem Unterkapitel auf den liickenlosen — und daher anspruchsvollsten — Fall
A = 1 konzentriert. Der einfachere — da liickenbehaftete — Fall A < 1 (XXZ-Modell) wird
im néchsten Unterkapitel behandelt.

Samtliche Resultate fiir die Grundzustandsenergie pro Gitterplatz ep und die Untergit-
termagnetisierung mg des Grundzustands werden mit den Quanten-Monte-Carlo (QMC)
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Werten [163|
eIMC = _0.669437(5).J (5.17)
m™MC = 0.3070(3) (5.18)

verglichen, um die NLCE mit Randfeldern zu testen. Diese QMC-Werte sind aus einer
Skalierung vom Typ (i), geméf den Gleichungen (5.10) und (5.11), hervorgegangen.

In Abbildung 5.1 ist die mit der vollen Graphenentwicklung bis N = 8 Gitterplétzen er-
mittelte Grundzustandsenergie pro Gitterplatz ey in Abhéngigkeit von der Randfeldstérke
K/J aufgetragen. Es lasst sich gut erkennen, dass die Entwicklung fiir kleine K/J — ins-
besondere auch K = 0 — divergiert und es ldsst sich bereits feststellen, dass es wichtig
ist, die langreichweitige magnetische Ordnung zu beriicksichtigen. Fiir grofe K/J wird die
Entwicklung wie erwartet stabilisiert und grofere Ordnungen liegen ndher am QMC-Wert.
Dennoch ist die Entwicklung nicht besonders gut konvergiert und fiir K/J < 0.6 ist ein
Paritétseffekt, bei dem sich die geraden und ungeraden Ordnungen anders verhalten, vor-
handen. Wahrend die geraden Ordnungen kein Energieminimum besitzen, aus denen sich
ein optimaler K-Wert mit der Minimumsmethode ableiten lésst, so besitzen die ungera-
den Ordnungen ein wohldefiniertes Minimum, welches fiir die Wynn-Extrapolationen und
Skalierungen zum thermodynamischen Limes verwendet wird.

—0.52 T T T T
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Abbildung 5.1: Mit der Randfeldmethode und der vollen Graphenentwicklung bestimmte Grund-
zustandsenergie pro Gitterplatz eg/J in Abhéngigkeit von K/J fiir das Spin-1/2 Heisenbergmodell
auf dem Quadratgitter. Verschiedenfarbige Symbole reprisentieren unterschiedliche Ordnungen
und die horizontale schwarze Linie stellt das QMC-Ergebnis [163] dar. Durchgezogene farbige Li-
nien sind Hilfslinien.
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Die mit der Rechteckentwicklung bis N = 25 Gitterplétzen bestimmte Grundzustandsener-
gie pro Gitterplatz ist in Abbildung 5.2 in Abhéngigkeit von K/J dargestellt. Diese Ent-
wicklung liefert deutlich besser konvergierte Ergebnisse, welche allerdings auf die deutlich
grofsere Anzahl an Gitterplatzen der hoheren Ordnungen zuriickzufithren sind. Nun bil-
den sowohl ungerade als auch gerade Ordnungen Minima aus, allerdings besitzt weiterhin
nicht jede Ordnung ein Minimum. Ein genauerer Blick auf die Minima in Abbildung 5.2
zeigt, dass diese gut zum QMC-Ergebnis konvergieren. Eine verniinftige Skalierung der
Minimalwerte ist jedoch problematisch, wie bereits in vorherigen Rechteckentwicklungen
fir NLCEs festgestellt wurde [104, 108|. Da die typische Langenskala lect = VN iiber
die Wurzel der Ordnung definiert ist (siche Gleichung (5.5)), treten Ordnungen auf bei
denen sich die Energie kaum &ndert. Beispielsweise unterscheidet sich Ordnung 13 nur
durch einen Kettengraphen mit 13 Gitterplétzen von Ordnung 12 und da die Energie von
Kettengraphen tiblicherweise sehr schnell abfillt, hat dieser fast keinen Einfluss auf die
Grundzustandsenergie. Die Grundzustandsenergie in Ordnung 12 und 13 ist also nahezu
identisch. Dies fiihrt zur Ausbildung sogenannter ,Energieplateaus® (vergleiche auch mit
dem Bildeinschub in Abbildung 5.5), welche eine Skalierung erschweren. Nichtsdestotrotz
erfasst eine Skalierung von Typ (i) (siehe durchgezogene Linie im Bildeinschub von Abbil-
dung 5.5) die richtige Grofsenordnung fiir die Energie im thermodynamischen Limes.

Ein solcher Plateaueffekt ist in der arithmetischen Entwicklung nicht mehr vorhanden,
wie sich Abbildung 5.3 entnehmen lésst. Die Grundzustandsenergie ist weiterhin sehr gut
konvergiert, allerdings ist immer noch ein Paritatseffekt sichtbar, sodass Energieminima nur

—0.666

—0.668

—0.670 H

eo/J

—-0.672

—0.674 H

—0.676
0.0
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Abbildung 5.2: Mit der Randfeldmethode und der Rechteckentwicklung bestimmte Grundzu-
standsenergie pro Gitterplatz ep/J in Abhéngigkeit von K/J fiir das Spin-1/2 Heisenbergmodell
auf dem Quadratgitter. Verschiedenfarbige Symbole reprisentieren unterschiedliche Ordnungen
und die horizontale schwarze Linie stellt das QMC-Ergebnis [163] dar. Durchgezogene farbige Li-
nien sind Hilfslinien.
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fiir gerade Ordnungen vorhanden sind. Bemerkenswert ist, dass genau die Ordnungen ein
Minima aufweisen, in welcher ein quadratischer Graph hinzukommt. Es wird erwartet, dass
diese quadratischen Cluster die Physik des zweidimensionalen Quadratgitters in optimaler
Weise erfassen und sie sollten folglich wichtig fiir die Entwicklung sein.

Infolgedessen werden die Resultate durch die Quadratentwicklung noch einmal verbessert,
wie sich an der in Abbildung 5.4 dargestellten Grundzustandsenergie erkennen lasst. Bereits
die Minima von Ordnung 4 und 5 sind sehr nah am QMC-Wert. So weicht das mit der
Quadratentwicklung in Ordnung 5 bestimmte Energieminimum

el (lquad = 5) = —0.66874.] (5.19)

nur um 0.0007.J vom QMC-Wert (5.17) ab. Wird das Ergebnis von Ordnung 2 ausgeschlos-
sen (Ordnung 2 besteht nur aus einem einzelnen Bond mit zwei Gitterplatzen und einem
Quadrat mit vier Gitterpliatzen, welches beides sehr kleine Cluster sind), so wird erwar-
tet, dass wieder ein Paritdtseffekt auftritt, und zwar sollten die geraden und ungeraden
Ordnungen separat gegen den Wert im thermodynamischen Limes konvergieren. In diesem
Zusammenhang wére ein Ergebnis fiir Ordnung 6 sehr hilfreich, dieses erfordert jedoch
einen offenen Cluster mit N = 36 Gitterplatzen. Die Berechnung der Grundzustandsener-
gie eines solchen Clusters ist ohne eine betrichtliche Ausnutzung von Symmetrien nicht
moglich.

Fiir die arithmetische Graphenentwicklung und die Quadratentwicklung wird die Grund-
zustandsenergie in jeder Ordnung — zusdtzlich zur Bestimmung {iber die Energiemini-
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Abbildung 5.3: Mit der Randfeldmethode und der arithmetischen Graphenentwicklung bestimm-
te Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eg/J in Abhéngigkeit von K/J fiir das Spin-1/2 Heisen-
bergmodell auf dem Quadratgitter. Unterschiedlich farbige Symbole représentieren unterschiedliche
Ordnungen und die horizontale schwarze Linie stellt das QMC-Ergebnis [163] dar. Durchgezogene
farbige Linien sind Hilfslinien.
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Abbildung 5.4: Mit der Randfeldmethode und der Quadratentwicklung bestimmte Grundzu-
standsenergie pro Gitterplatz ep/J in Abhéngigkeit von K/J fiir das Spin-1/2 Heisenbergmodell
auf dem Quadratgitter. Unterschiedlich farbige Symbole reprisentieren unterschiedliche Ordnun-
gen und die horizontale schwarze Linie stellt das QMC-Ergebnis [163] dar. Durchgezogene farbige
Linien sind Hilfslinien.

ma — ebenfalls mit der Fixpunktmethode (siche Kapitel 2.2.1) ermittelt. Durch die er-
haltenen Energien der Fixpunkt- und Minimumsmethode werden dann die Skalierungen
von Typ (i) (Gleichung (5.10)) und Typ (ii) (Gleichung (5.12)) durchgefiihrt sowie der
Wynn-Algorithmus (siehe Kapitel 2.3.1) angewendet, um verbesserte Resultate fiir die
Grundzustandsenergie pro Gitterplatz im thermodynamischen Limes zu erhalten. Die vol-
le Graphenentwicklung und Rechteckentwicklung werden dabei nicht betrachtet, da fiir
die volle Graphenentwicklung die Ordnung offensichtlich nicht besonders hoch ist und der
Plateaueffekt eine wohldefinierte Skalierung, der mittels Rechteckentwicklung bestimmten
Energiewerte, erschwert. Es wire spannend die volle Graphenentwicklung fiir groftere Ord-
nungen durchzufiihren, was jedoch nicht Fokus dieser Arbeit ist. Die Extrapolationen sind
zusammen mit den verwendeten Ordnungen in Tabelle 5.1 eingetragen und Abbildung 5.5
stellt die Skalierungen grafisch dar. Angemerkt sei an dieser Stelle, dass nicht jede Ordnung
einen Fixpunkt mo(K) = K besitzt, wie sich in den Abbildungen 5.6 und 5.7 erkennen
ldsst. Die Ordnungen, welche ein klar definiertes Minimum der Untergittermagnetisierung
aufweisen, haben auch einen Fixpunkt.

Die Skalierungen sind in Abbildung 5.5 gezeigt, wobei die Skalierungen durch die jeweils
ybesten Ordnungen durchgefithrt wurden. Damit ist gemeint, dass die Ordnungen unter
Beriticksichtigung der Paritétseffekte so groft wie moglich gewéhlt werden sollten. Fiir die
arithmetische Graphenentwicklung werden dazu die drei gréfiten Ordnungen 4, 6 und 8
verwendet, wihrend fiir die Quadratentwicklung die Skalierungen durch Ordnung 3 und 5
durchgefiihrt werden. Selbstverstdndlich werden bei weniger als drei Werten nur die fiih-
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Methode Extrapolation eo/J Aeg/J mo Amyg
Arith. (Fix.)  Skal (i) (4,6,8)  —0.669567  0.00013  0.3077  0.0007
Arith. (Fix.)  Skal (i) (4, 6,8)  —0.669486  0.000049  0.3220  0.015
Arith. (Fix.) Wynn (4, 6, 8) —0.669081 0.00036 0.3319 0.025
Quad. (Fix.)  Skal. (i) (3, 5) —0.669692  0.00025  0.3038  0.0032
Quad. (Fix.)  Skal. (ii) (3, 5) —0.669134  0.00030  0.3336  0.027
Quad. (Fix)  Wynn (3-5) —0.668482  0.00096  0.3476  0.041
Arith. (Min.) Skal. (i) (4, 6, 8) —0.669588 0.00015 0.3059 0.0011
Arith. (Min.)  Skal. (i) (4,6,8)  —0.669301  0.00014  0.3316  0.025
Arith. (Min.)  Wynn (4, 6, 8) ~0.669102  0.00034  0.3277  0.021
Quad. (Min.)  Skal. (i) (3, 5) —0.670022  0.00058  0.2877  0.019
Quad. (Min.)  Skal. (ii) (3, 5) ~0.669433  0.000004  0.3252  0.018
Quad. (Min.)  Wynn (3-5) —0.668765  0.00067  0.3435  0.037

Tabelle 5.1: Vergleich der Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eg/J und der Untergitterma-
gnetisierung mg fir das Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter bei Verwendung der
arithmetischen Graphenentwicklung (Arith.) sowie der Quadratentwicklung (Quad.). Die Methode
zur Bestimmung von K ist in Klammern hinter der verwendeten Graphenentwicklung angegeben
(Fix. fiir die Fixpunktmethode und Min. fiir die Minimumsmethode). Die fiir die Extrapolation ver-
wendeten Ordnungen stehen in Klammern hinter dem Extrapolatlonsschema Ebenfalls eingetragen
sind die Abweichungen Aeg := |eg — eo | und Amyg = |mg — mo | zu den QMC-Werten [163].

renden Terme der Skalierungsvorschriften beriicksichtigt, sodass die Skalierung eindeutig
ist.

Alle verwendeten Extrapolationsverfahren liefern Grundzustandsenergien, welche sehr nah
am QMC-Wert (5.17) liegen und die reinen NLCE-Ergebnisse um etwa eine Grofenord-
nung verbessern, wie sich aus Tabelle 5.1 entnehmen lésst. Sowohl die Fixpunkt- als auch
die Minimumsmethode liefern vergleichbar gute Resultate fiir die arithmetische Graphen-
entwicklung und Quadratentwicklung. Gleichzeitig liefern beide Skalierungsverfahren etwas
bessere Ergebnisse als die Wynn-Extrapolationen. Die Qualitdt der beiden Skalierungen ist
jedoch sehr dhnlich, sodass ein Vergleich schwierig ist.

Abschlieffend werden noch die Ergebnisse fiir die Untergittermagnetisierung mgq diskutiert.
Die Untergittermagnetisierung ist der Ordnungsparameter des Néelzustands und eine Be-
stimmung von myg ist nur moglich wenn die NLCE in der symmetriegebrochenen Phase
durchgefiihrt wird. Dies wird durch die Randfelder erreicht und die Abbildungen 5.6 und
5.7 zeigen mg in Abhéngigkeit von K/J fiir die vier Entwicklungen.

Die generellen — bereits fiir die Grundzustandsenergie diskutierten — Eigenschaften lassen
sich ebenfalls in der Untergittermagnetisierung wiederfinden, auch wenn die reinen Ergeb-
nisse nicht so gut konvergiert sind wie bei der Grundzustandsenergie. Wichtig ist, dass die
Magnetisierung ein Minimum aufweist, welches an ungefdhr derselben Stelle liegt wie das
Energieminimum. Es ldsst sich weiterhin feststellen, dass die Minimalwerte der Magnetisie-
rung stets grofer als der QMC-Wert (5.18) sind, da der klassische vollstédndig polarisierte
Zustand ein zu groftes Randfeld fiir die betrachteten Graphen generiert.
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Abbildung 5.5: Skalierung der Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eg/J des Spin-1/2 Hei-
senbergmodells auf dem Quadratgitter fiir die (a) arithmetische Graphenentwicklung und (b)
Quadratentwicklung in Abhéngigkeit von der inversen Léngenskala 1/I. Rote Quadrate und cy-
anfarbene Kreise stellen die Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode dar und die schwarze Raute ist
der QMC-Wert [163]. Durchgezogene und gestrichelte Linien sind Skalierungen von Typ (i) bzw.
Typ (ii). Bildeinschub: Grundzustandsenergie pro Gitterplatz ep/J in Abhéngigkeit von 1/1 fiir die
Rechteckentwicklung. Die durchgezogene blaue Linie ist eine Skalierung von Typ (i).
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Analog zur Skalierung der Grundzustandsenergie wird eine Skalierung der Untergitterma-
gnetisierung geméaf der beiden Skalierungstypen (i) und (ii) durchgefiihrt (siehe Gleichun-
gen (5.11) und (5.13)) und die Ergebnisse sind in Abbildung 5.8 grafisch dargestellt. Um das
Schema konsistent durchzufiihren, werden fiir die Skalierung jedoch nicht die Minima der
Magnetisierung verwendet, sondern die Werte der Magnetisierung bei den K-Werten, an
denen die Grundzustandsenergie ein Minimum aufweist. Bei der Fixpunktmethode entspre-
chen die Magnetisierungen dem ermittelten Fixpunkt. Die ermittelten Magnetisierungen
sind zusammen mit den Abweichungen vom QMC-Wert (5.18) in Tabelle 5.1 eingetragen.
Die Abweichungen sind, wie erwartet, grofer als bei der Grundzustandsenergie pro Git-
terplatz, da die Untergittermagnetisierung eine deutlich empfindlichere Groéfse darstellt.
Nichtsdestotrotz liegt die Ubereinstimmung in der Grofenordnung 1072, An den Abwei-
chungen vom QMC-Wert in Tabelle 5.1 ldsst sich erkennen, dass die arithmetische Ent-
wicklung bessere Ergebnisse erzielt. Dies ist vermutlich darauf zuriickzufiihren, dass bei
der Quadratentwicklung nur zwei Datenpunkte fiir die Skalierung verwendet werden, wo-
durch die Skalierungsverfahren ungenauer sind. Ein Vergleich der beiden Skalierungstypen
zeigt, dass Typ (i) iiberzeugendere Ergebnisse produziert als Typ (ii), bei welchem die
Extrapolationen stets iiber dem QMC-Wert liegen.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die NLCE mit Randfeldern quantitativ vergleich-
bare Ergebnisse fiir die Grundzustandsenergie pro Gitterplatz und die Untergittermagne-
tisierung des Spin-1/2 Heisenbergmodells auf dem Quadratgitter liefert, obwohl der Néel-
geordnete Grundzustand eine unendliche Korrelationslange besitzt. Die Fixpunkt- und Mi-
nimumsmethode liefern dabei dhnlich gute Ergebnisse. In den folgenden Unterkapiteln wird
sich auf das Skalierungsverhalten konzentriert und diskutiert wie sich die beiden Skalie-
rungstypen verhalten. Der Wynn-Algorithmus wird demzufolge nicht mehr angewendet.
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Abbildung 5.6: Mit der Randfeldmethode und der (a) vollen Graphenentwicklung sowie der
(b) Rechteckentwicklung bestimmte Untergittermagnetisierung mg in Abhéngigkeit von K/J fiir
das Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter. Verschiedenfarbige Symbole reprisentieren
unterschiedliche Ordnungen und die horizontale schwarze Linie stellt das QMC-Ergebnis [163] dar.
Durchgezogene farbige Linien sind Hilfslinien.
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Abbildung 5.7: Mit der Randfeldmethode und der (a) arithmetischen Graphenentwicklung sowie
der (b) Quadratentwicklung bestimmte Untergittermagnetisierung mg in Abhéngigkeit von K/ J fiir
das Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter. Verschiedenfarbige Symbole représentieren
unterschiedliche Ordnungen und die horizontale schwarze Linie stellt das QMC-Ergebnis [163] dar.
Durchgezogene farbige Linien sind Hilfslinien.
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Abbildung 5.8: Skalierung der Untergittermagnetisierung mg des Spin-1/2 Heisenbergmodell auf
dem Quadratgitter fiir die (a) arithmetische Graphenentwicklung und (b) Quadratentwicklung in

Abhingigkeit von der inversen Lingenskala 1/1.

Rote Quadrate und cyanfarbene Kreise stellen die

Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode dar und die schwarze Raute ist der QMC-Wert [163]. Durch-
gezogene und gestrichelte Linien sind Skalierungen von Typ (i) bzw. Typ (ii).
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5.1.4 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter

In diesem Unterkapitel wird die NLCE mit Randfeldern fiir das durch den Hamiltonope-
rator (5.16) definierte Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter untersucht. Der Para-
meter A wird dazu im Bereich A € [0,1] variiert, um zwischen dem Ising-Grenzfall A = 0
und dem Heisenbergmodell bei A = 1 zu interpolieren. Im Gegensatz zum, im vorherigen
Unterkapitel diskutierten, Heisenbergmodell besitzt das XXZ-Modell fiir A < 1 eine end-
liche Energieliicke. Die NLCE sollte deshalb schneller konvergieren und fiir kleine A mit
perturbativen Reihenentwicklungen iibereinstimmen.

Fiir die Diskussion wird sich auf die Quadratentwicklung beschréinkt, da diese fiir das Hei-
senbergmodell die besten Ergebnisse erzielt hat. Abbildung 5.9 zeigt eine repréasentative
Darstellung der Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eg/J und der Untergittermagneti-
sierung mg in Abhéngigkeit von der Randfeldstéirke K/J fiir A = 0.85. Die dazugehérigen
Skalierungen von Typ (i) und (ii) durch die mit der Fixpunkt- und Minimumsmetho-
de bestimmten Werte fiir ep/J und mg lassen sich Abbildung 5.10 entnehmen. Bereits
die nichtextrapolierten Werte der NLCE sind sehr gut konvergiert und wie schon beim
Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter, fiihren die Skalierungen von Typ (i)
und (ii) durch Ordnung 3 und 5 zu einer weiteren Verbesserung der NLCE-Ergebnisse
fir die Grundzustandsenergie als auch die Untergittermagnetisierung (vergleiche Abbil-
dung 5.10). Es sollte beachtet werden, dass der in Abbildung 5.10 dargestellte Wert fiir
die Reihenentwicklung nicht extrapoliert ist und deshalb — insbesondere bei der Untergit-
termagnetisierung — etwas zu grofs ist. Grafische Darstellungen der Grundzustandsenergie
und Untergittermagnetisierung sowie die entsprechenden Skalierungen fiir andere A-Werte
finden sich in den Abbildungen B.3 bis B.18 in Anhang B.2.

In Abbildung 5.11 sind die skalierten Werte fiir eg/J und mg entlang der A-Achse aufgetra-
gen. Ein Vergleich mit Hochordnungsreihenentwicklungen [118, 169, 170] bis Ordnung 14
in A zeigt, dass die Reihenentwicklungs- und NLCE-Ergebnisse fiir kleine A quantitativ
iibereinstimmen. Dies muss so sein, da die NLCE in Ordnung 5 sdmtliche Beitrdge einer
Storungsrechnung bis Ordnung 8 exakt enthélt. Im Allgemeinen ist dies fiir grofsere A nicht
mehr der Fall, da die reine Reihenentwicklung nicht konvergieren muss, wahrend eine NLCE
durchaus konvergent sein kann. Fiir das unfrustrierte XXZ-Modell auf dem Quadratgitter
sind jedoch alle Reihenentwicklungen monoton und selbst die nichtextrapolierten perturba-
tiven Ergebnisse liefern zufriedenstellende Resultate. In Kapitel 5.1.7 wird das XXZ-Modell
auf dem Dreiecksgitter untersucht, wo die Reihen aufgrund der geometrischen Frustration
alternierend sind und deshalb die nichtextrapolierten NLCE und Reihenentwicklungen fiir
groke A\ stiarker voneinander abweichen.

Die Grundzustandsenergie stimmt im gesamten A-Bereich sehr gut mit der Reihenentwick-
lung iiberein und auch die Skalierungen liefern nahezu identische Werte. Fiir die Unter-
gittermagnetisierung hingegen sind fiir grofe A\-Werte Abweichungen erkennbar. Die Ord-
nung 5 der NLCE stimmt weiterhin sehr gut mit dem Ergebnis der Reihenentwicklung
iiberein, da beide aber nicht extrapoliert sind, weichen diese am Heisenbergpunkt deut-
lich vom QMC-Resultat ab. Die Skalierungen von Typ (i) und Typ (ii) liefern hingegen
sehr gute Ergebnisse, wie bereits in Kapitel 5.1.3 erldutert wurde. Insgesamt liefert die
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NLCE mit Randfeldern konvergente und gute Resultate fiir die gesamte A-Achse des un-
frustrierten Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Quadratgitter. Im néchsten Unterkapitel wird
das Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter fiir Spin-1 untersucht.
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Abbildung 5.9: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz eg/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung myg in
Abhingigkeit von der Randfeldstirke K/J fiir A = 0.85 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Qua-
dratgitter. Die horizontale schwarze Linie ist der nichtextrapolierte durch Reihenentwicklung (SE)
bis Ordnung 14 bestimmte Wert [118, 169, 170]. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind
Hilfslinien.

99



Kapitel 5 NLCEs fiir Quantenspinmodelle

(a) —0.610 , , , ,
/
4
4
—0.615 |- / a
e
7
P
~ 10]
> —0.620 - .
S “ o §
—0.625 H B Fix. Skal. (i) L
—— Skal. (i) Skal. (ii)
— - Skal. (ii) ¢ SE
© Min.
—0.630 I I | |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
1/1
(b)  0.44 : : | |
B Fix. Skal. (i)
—— Skal. (i Skal. (ii
0.43 H (..) ) .
— — Skal. (ii) ¢ SE .
© Min. 7
7
0.42 |- - i
7
7~
£ 041} 4
4 _
040 E — — — = -
q
0.39 [ i
0.38 ' ' l l
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

1/1

Abbildung 5.10: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustandsener-
gie pro Gitterplatz eg/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des Spin-
1/2 XXZ-Modells auf dem Quadratgitter in Abhéngigkeit von 1/I fiir A = 0.85. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise repréasentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie mg und die schwarzen Rauten stellen die nichtextrapolierten durch Reihenent-
wicklung (SE) bis Ordnung 14 bestimmten Werte [118, 169, 170] dar. Die roten und cyanfarbenen
Linien gehdéren zu den entsprechenden Skalierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Mi-
nimumsmethode. Durchgezogene Linien sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte
Linien von Typ (ii) sind.
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Abbildung 5.11: Durch Skalierungen von Typ (i) (Quadrate) und Typ (ii) (Dreiecke) aus der
Quadratentwicklung fiir das Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter ermittelte (a) Grund-
zustandsenergie pro Gitterplatz ep/J und (b) Untergittermagnetisierung mg. Rote Symbole korre-
spondieren zur Fixpunktmethode, wihrend cyanfarbene Symbole zur Minimumsmethode gehoren.
Ebenfalls aufgetragen sind die nichtextrapolierten Ergebnisse einer Hochordnungsreihenentwick-
lung (SE) [118, 169, 170] in A bis Ordnung 14 (schwarze durchgezogene Linie). Die blauen Kreise
sind die nichtextrapolierten Werte fiir die Untergittermagnetisierung der NLCE in Ordnung 5 und
die schwarzen Rauten entsprechen den QMC-Werten [163] fiir den Heisenbergpunkt A = 1.
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5.1.5 Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter

Fiir das Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter konnte gezeigt werden, dass die
NLCE mit Randfeldern eine systematische, nichtperturbative Entwicklung um die lang-
reichweitig geordnete klassische Néelphase ist. Als nichtperturbative Methode werden alle
Quantenfluktuationen auf allen in der Ordnung auftretenden Clustern vollstdndig mitein-
bezogen. Es zeigte sich in den vorherigen Kapiteln, dass der Heisenbergfall A = 1 am
herausforderndsten ist, da die Korrelationsldnge aufgrund der Liickenlosigkeit des Modells
divergiert. In diesem Unterkapitel wird wiederum das Heisenbergmodell auf dem Quadrat-
gitter betrachtet, aber der Spin auf S = 1 erhdht. Das System ist weiterhin langreichweitig
geordnet und liickenlos, aber die Quantenfluktuationen werden aufgrund des groferen Spins
reduziert. Demzufolge dndert sich der Néel-geordnete Referenzzustand nicht, aber die Ent-
wicklung sollte aufgrund der geringeren Quantenfluktuationen schneller konvergieren, da
die Randfelder aus der Molekularfeldentkopplung eines klassisch geordneten Referenzzu-
stands entstanden sind. Gleichzeitig ist jedoch die exakte Diagonalisierung auf den ein-
zelnen Clustern anspruchsvoller, da der lokale Hilbertraum fiir Spin-1 grofer ist. Folglich
konnen nicht so grofse Cluster wie fiir das Spin-1/2 System betrachtet werden.

Die Quadratentwicklung stellte sich fiir den Spin-1/2 Fall als beste der vier betrachteten
Entwicklungen heraus, weshalb fiir das Spin-1 Heisenbergmodell nur diese Entwicklung ge-
nutzt wird. Insgesamt konnte Ordnung 4 der Quadratentwicklung erreicht werden, das heifst
der grofte Cluster besitzt 16 Gitterplatze. Fiir die Grundzustandsenergie pro Gitterplatz
eo/J und die Untergittermagnetisierung mg ergeben sich die in Abbildung 5.12 gezeig-
ten Abhéngigkeiten von der Randfeldstirke K/J. Analoge Skalierungen wie im Spin-1/2
Fall wurden ebenfalls durchgefiihrt und sind in Abbildung 5.13 gegen die inverse typische
Léangenskala 1/1 aufgetragen. Ein direkter Vergleich der ermittelten Werte ist in Tabel-
le 5.2 eingetragen. Zusétzlich wurden die Werte noch mit den durch die CCM ermittelten
Werten [166]

e§M = —2.32975.7 (5.20)
m§M = 0.7938 (5.21)

verglichen und die Abweichungen sind ebenfalls in Tabelle 5.2 zu finden. Der recht grofse
Wert fiir die Untergittermagnetisierung — klassisch sollte sich mg = 1 ergeben — zeigt
schon, dass die Quantenfluktuationen gegeniiber dem Spin-1/2 Modell reduziert sind, wo
die Untergittermagnetisierung aufgrund von Quanteneffekten auf etwa 60% ihres klassi-
schen Wertes gesenkt wird.

Wie sich anhand von Abbildung 5.12 (a) erkennen lésst, sind die nichtextrapolierten NLCE-
Werte fiir die Grundzustandsenergie recht gut konvergiert. Lediglich die Ordnung 2 Ergeb-
nisse passen nicht — wie schon im Spin-1/2 Fall — zum generellen Konvergenzverhalten der
NLCE und werden folglich nicht fiir die Skalierungen verwendet. Bereits das Ergebnis in
Ordnung 4 liefert einen minimalen Wert

et (lquaa = 4) = 2.32744.J (5.22)
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Methode Extrapolation eo/J Aeg/J mo Amyg
Quad. (Fix.) Skal. (i) (3, 4) 232779 0.0020 0.8112  0.017
Quad. (Fix.) Skal. (ii) (3, 4) ~2.32645  0.0033 0.8387  0.045
Quad. (Min.)  Skal. (i) (3, 4) ~2.33133  0.0016 0.7630  0.031
Quad. (Min.) Skal. (ii) (3, 4) ~2.32992  0.00017  0.8057  0.012

Tabelle 5.2: Vergleich der Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eg/.J und der Untergittermagne-
tisierung myg fiir das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter bei Verwendung der Quadrat-
entwicklung. Die Methode zur Bestimmung von K ist in Klammern hinter der verwendeten Gra-
phenentwicklung angegeben (Fix. fiir die Fixpunktmethode und Min. fiir die Minimumsmethode).
Die fiir die Extrapolation verwendeten Ordnungen stehen in Klammern hinter dem Extrapolations-
schema. Ebenfalls eingetragen sind die Abweichungen Aeg = |eg—e§“™| und Amg = |mg—m§M|
zu den CCM-Werten [166].

und weicht damit nur um 0.0023.J vom CCM-Wert (5.20) ab. Dies bedeutet, dass die Ord-
nung 4 (16 Gitterplidtze) der NLCE fiir das Spin-1 Modell so gut wie die Ordnung 5 (25
Gitterplatze) fiir den Spin-1/2 Fall ist. Eine Skalierung durch Ordnung 3 und 4 (siehe
Tabelle 5.2 und Abbildung 5.13 (a)) fithrt nur zu einer leichten Verbesserung der Grund-
zustandsenergie, was sich vermutlich auf die geringe Ordnung der NLCE zuriickfiihren
l&sst.

Analog zum Spin-1/2 Modell ist die Qualitat der Methoden zur Bestimmung der Untergit-
termagnetisierung etwas schlechter als bei der Grundzustandsenergie, wie aus Tabelle 5.2
und Abbildung 5.13 (b) hervorgeht. Wie fiir die Grundzustandsenergie konvergieren die
einzelnen Ordnungen monoton zum CCM-Wert (5.21), aber auch hier féllt das Ergebnis in
Ordnung 2 etwas heraus. Es lésst sich ebenfalls feststellen, dass die Skalierung der Minima
von Typ (i) zu einem, mit dem CCM-Wert (5.21) verglichenen, kleineren Wert fur die Un-
tergittermagnetisierung fiithrt, wihrend die Skalierung von Typ (ii) einen zu groken Wert
liefert. Diese Abweichungen folgen aus Ungenauigkeiten bei der Skalierung, da nur die zwei
Datenpunkte von Ordnung 3 und 4 zur Verfiigung stehen und zusétzlich ein Paritétseffekt
wie bei den Spin-1/2 Daten erwartet wird.

Insgesamt funktioniert die NLCE mit Randfeldern auch fiir das Spin-1 Heisenbergmodell
auf dem Quadratgitter gut, obwohl die erreichbare NLCE-Ordnung aufgrund des gréfseren
lokalen Hilbertraums gegeniiber dem Spin-1/2 Modell reduziert ist.
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Abbildung 5.12: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstarke K/J des Spin-1 Heisenbergmodells auf dem Quadratgitter.
Die horizontale schwarze Linie ist der durch die CCM bestimmte Wert [166]. Die farbigen Linien
zwischen den Punkten sind Hilfslinien.
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Abbildung 5.13: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustandsener-
gie pro Gitterplatz ey /J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des Spin-1
Heisenbergmodells auf dem Quadratgitter in Abhingigkeit von 1/I. Rote Quadrate und cyanfar-
bene Kreise repriasentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten Werte fiir
eo/J sowie mgo und die schwarzen Rauten stellen die mit der CCM bestimmten Werte [166] dar.
Die roten und cyanfarbenen Linien gehoren zu den entsprechenden Skalierungen durch Ordnung 3
und 4 der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode. Durchgezogene Linien sind dabei Skalierungen vom
Typ (i), withrend gestrichelte Linien von Typ (ii) sind.
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5.1.6 Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Dreiecksgitter

Das Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter ist fiir beliebige Werte des Spins unfrustriert.
Dies sollte die Konvergenz der NLCE mit Erhchen der Ordnung verbessern, da der Re-
ferenzzustand von Hy (siehe Kapitel 2.2.1) auf jedem Cluster unfrustriert ist und so auf
den meisten Clustern keine energetisch naheliegenden Grundzusténde konkurrieren. Im
Gegensatz dazu ist die Situation bei geometrisch frustrierten Systemen, wie dem antiferro-
magnetischen Heisenbergmodell auf dem Dreiecksgitter, deutlich komplizierter und es ist
nicht klar, wie gut die NLCE mit Randfeldern funktioniert. Dies soll in diesem Unterkapitel
anhand des Spin-1/2 Heisenbergmodells auf dem Dreiecksgitter untersucht werden.

Genau wie der Grundzustand des Heisenbergmodells auf dem Quadratgitter, bricht der
Grundzustand auf dem Dreiecksgitter ebenfalls die kontinuierliche SU(2)-Symmetrie. Das
System besitzt daher ebenfalls liickenlose Goldstonebosonen als Anregungen, wodurch die
NLCE erschwert wird. Der Grundzustand ist fiir alle Spinwerte durch die sogenannte 120°-
Ordnung gegeben [65-68] (siche dazu auch Kapitel 4.2 iiber das Hubbardmodell auf dem
Dreiecksgitter), welche eine Struktur aus drei Untergittern ausbildet. Er kann dann als
angezogene (von engl. dressed) Variante der klassischen 120°-Ordnung des zugehorigen
Ising-Modells verstanden werden und die NLCE mit Randfeldern kann — der Argumentation
fiir die Néelordnung auf dem Quadratgitter folgend — angewendet werden.

Eine fiir die 120°-Ordnung passende Untergitterrotation ist ebenfalls aus Arbeiten zur
Spinwellentheorie auf dem Dreiecksgitter bekannt [121, 171-173| und fiihrt auf den rotierten
Hamiltonoperator

Hyot = JZ S{SY + cos (0; — 0;) (S7S% + S57S%)
(i,4)
+sin (0; — 0;) (S7ST — S7S5) (5.23)
wobei 6; den Werten 65 = 0, 0 = 27/3, Oc = 47/3 entspricht, je nachdem ob Gitter-
platz ¢ zu Untergitter A, B oder C gehort. Durch Einfithren des Parameters A vor allen,
beziiglich des ferromagnetischen Referenzzustandes, nichtdiagonalen Termen, ergibt sich
der Hamiltonoperator
1 1 V3 V3
HS =7 —55755 + A (5;/5;/ — S SS) + =878 - 25;55;) , (5.24)
(4,3)
welcher die gewiinschte Form aus Gleichung (2.28) aufweist. Die Reihenfolge von i und j

wurde in Gleichung (5.24) so gewéhlt, dass der Term 5757 einen positiven Vorfaktor hat.
Verglichen werden die Ergebnisse dieses Unterkapitels mit den Werten

eSO — 0 5458(1)J (5.25)
el = —0.5502(4)J (5.26)

mg T MC = 0.205(10) (5.27)
mg = 0.19 (5.28)
(5.29)
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aus Greensfunktionen QMC (GFQMC) [67] und extrapolierter Reihenentwicklung (SE) [174].
Die Untergittermagnetisierung ist noch geringer als fiir das Spin-1/2 Heisenbergmodell auf
dem Quadratgitter, woran sich die erhohten Quantenfluktuationen aufgrund der geometri-
schen Frustration erkennen lassen.

Begonnen wird mit der Diskussion der Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eg/J fiir
den Heisenbergfall A = 1. Es wurde sowohl die Fixpunkt- als auch die Minimumsmetho-
de verwendet, wobei wie zuvor beide Verfahren dhnlich gute Resultate erzielen. In den
Abbildungen 5.14 und 5.15 sind die Ergebnisse der NLCE mit Randfeldern fiir die mit
der Quadratentwicklung und der arithmetischen Graphenentwicklung bestimmten Grund-
zustandsenergie pro Gitterplatz gegen die Randfeldstirke K/J aufgetragen. Ahnlich wie
beim Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter sind die Randfelder auch hier
notwendig, um sinnvolle Resultate fiir beide Entwicklungen zu erhalten, da diese sonst
zu divergieren scheinen. Bei der Quadratentwicklung lassen sich wohldefinierte Minima
erkennen (siche Abbildung 5.14), welche sehr gut konvergieren und im Gegensatz zum
Quadratgitter keinen Paritatseffekt zeigen. Bereits das Minimum der Quadratentwicklung
in Ordnung 5 weicht mit

e (lquad = 5) = —0.548258.7 (5.30)

nur um etwa 0.002J vom GFQMC-Wert (5.25) und dem Wert aus der extrapolierten Rei-
henentwicklung (5.26) ab.

—0.44

—0.46

—0.48

—0.50

eo/J

—0.52

—0.54

—0.56 | | |

Abbildung 5.14: Mit der Randfeldmethode und der Quadratentwicklung bestimmte Grundzu-
standsenergie pro Gitterplatz eg/J in Abhéngigkeit von K/J fiir das Spin-1/2 Heisenbergmo-
dell auf dem Dreiecksgitter. Unterschiedlich farbige Symbole représentieren unterschiedliche Ord-
nungen. Die durchgezogene und die gestrichelte horizontale schwarze Linie stellen die Ergebnisse
aus Greensfunktionen QMC (GFQMC) [67] bzw. extrapolierter Reihenentwicklung (SE) [174] dar.
Durchgezogene farbige Linien sind Hilfslinien.
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Fiir die arithmetische Graphenentwicklung (siehe Abbildung 5.15) ist die Konvergenz nicht
ganz so gut und das Minimum von Ordnung 5 liegt etwas hoher. Interessanterweise be-
findet sich das Minimum von Ordnung 5 der Quadratentwicklung bereits niedriger als der
GFQMC-Wert und da die Minima aus der NLCE mit Randfeldern fiir die Quadratentwick-
lung monoton mit der Ordnung abfallen, wird angedeutet, dass der extrapolierte Wert aus
der Reihenentwicklung naher am Wert des unendlichen Systems liegt als der mit GFQMC
bestimmte Wert.

—0.35 .
—— Ord. 1

Ord. 2

—0.40 |- Ord. 3
Ord. 4
Ord. 5

o045 | Ord. 6
Ord. 7
Ord. 8
GFQMC

—0.50 |- SE H

—0.55 = F ol = = — — — — o

—0.60 .

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Abbildung 5.15: Mit der Randfeldmethode und der arithmetischen Graphenentwicklung be-
stimmte Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eg/J in Abhéngigkeit von K/J fir das Spin-1/2
Heisenbergmodell auf dem Dreiecksgitter. Unterschiedlich farbige Symbole reprisentieren unter-
schiedliche Ordnungen. Die durchgezogene und die gestrichelte horizontale schwarze Linie stellen
die Ergebnisse aus Greensfunktionen QMC (GFQMC) [67] bzw. extrapolierter Reihenentwicklung
(SE) [174] dar. Durchgezogene farbige Linien sind Hilfslinien.

Diese Schlussfolgerung wird durch die in Abbildung 5.16 und Tabelle 5.3 gezeigten Skalie-
rungen von Typ (i) und Typ (ii) weiter unterstiitzt. Die beiden Skalierungstypen liefern fiir
die arithmetische Entwicklung qualitativ unterschiedliche Werte. Wahrend die Skalierung
von Typ (ii) Werte ergibt, welche sehr nah an der extrapolierten Reihenentwicklung (5.26)
liegen, so ergeben die Skalierungen von Typ (i) etwas zu niedrige Energiewerte. Im Unter-
schied dazu fithren beide Skalierungen fiir die Quadratentwicklung zu sehr guten Ergeb-
nissen, welche sich innerhalb der Fehlerabschitzung fiir den extrapolierten Wert (5.26) aus
der Reihenentwicklung befinden.
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Abbildung 5.16: Skalierung der Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eg/J des Spin-1/2 Hei-
senbergmodells auf dem Dreiecksgitter fiir die (a) arithmetische Graphenentwicklung und (b) Qua-
dratentwicklung in Abhéngigkeit von der inversen Léngenskala 1/I. Rote Quadrate und cyanfarbene
Kreise stellen die Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode dar. Die schwarzen Rauten und Sterne sind
die Ergebnisse aus Greensfunktionen QMC (GFQMC) [67] bzw. extrapolierter Reihenentwicklung
(SE) [174]. Durchgezogene und gestrichelte Linien sind Skalierungen von Typ (i) bzw. Typ (ii).
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Methode Extrapolation eo/J Aeg/J mo Amyg
Arith. (Fix.)  Skal. (i) (4,6,8)  —0.55301  0.0028 - -
Arith. (Fix.) Skal. (ii) (4, 6,8)  —0.54778  0.0024 0.0438  0.15
Quad. (Fix.) Skal. (i) (3-5) ~0.55178  0.0016 0.0898  0.10
Quad (Fix.) Skal. (ii) (3-5) —0.55110 0.00090 0.2104 0.020
Arith. (Min.) Skal.(i) (4, 6, 8) —0.55451 0.0043 - -
Arith. (Min.)  Skal. (i) (4, 6,8)  —0.54877  0.0014 0.0646  0.13
Quad. (Min.)  Skal. (i) (3-5) —0.55015  0.00005  0.1949  0.0049
Quad. (Min.)  Skal. (i) (3-5) 055049 0.00029  0.2196  0.030

Tabelle 5.3: Vergleich der Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eg/J und der Untergitterma-
gnetisierung mq fiir das Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Dreiecksgitter bei Verwendung der
arithmetischen Graphenentwicklung (Arith.) sowie der Quadratentwicklung (Quad.). Die Methode
zur Bestimmung von K ist in Klammern hinter der verwendeten Graphenentwicklung angegeben
(Fix. fiir die Fixpunktmethode und Min. fiir die Minimumsmethode). Die fiir die Extrapolation
verwendeten Ordnungen stehen in Klammern hinter dem Extrapolationsschema. Ebenfalls einge-
tragen sind die Abweichungen Aeg = |eg — eSF| und Amg = |my — m§T| zu den extrapolierten
Werten aus der Reihenentwicklung [174].

Als néchstes wird die Untergittermagnetisierung mg der langreichweitigen 120°-Ordnung
des Heisenbergmodells auf dem Quadratgitter untersucht. Auch hier sind die Randfelder
essentiell, um eine stabile NLCE zu erhalten. Wohldefinierte Minima in Abhéngigkeit von
K/J sind in Abbildung 5.17 fiir die arithmetische Graphenentwicklung und die Quadrat-
entwicklung erkennbar. Wie fiir die Grundzustandsenergie fallen diese monoton in Richtung
der mit GFQMC und Reihenentwicklung ermittelten Werte (5.27) bzw. (5.28) ab. Sie sind
allerdings — wie bereits bei der Diskussion des Heisenbergmodells auf dem Quadratgit-
ter festgestellt wurde — nicht so gut konvergiert wie die Grundzustandsenergie. So ist das
Minimum der Quadratentwicklung in Ordnung 5 etwa

M (lquaq = 5) &~ 0.27 (5.31)

und damit deutlich vom Reihenentwicklungswert (5.28) entfernt, wiahrend die zugehori-
ge Grundzustandsenergie lediglich um etwa 1072 vom Reihenentwicklungswert (5.26) ab-
weicht. Entsprechende Skalierungen der Untergittermagnetisierung von Typ (i) und (ii)
sind fiir beide Entwicklungen in Abbildung 5.18 dargestellt. Fiir die arithmetische Ent-
wicklung ist in Abbildung 5.18 (a) ganz deutlich erkennbar, dass beide Skalierungstypen
ziemlich schlechte Ergebnisse liefern. Die Skalierung von Typ (i) versagt sogar vollstandig.
Aus diesem Grund ist noch eine Ausgleichsgerade in 1/I eingetragen, welche einen plau-
siblen Wert fiir mq liefert. Ganz im Gegensatz dazu steht die Quadratentwicklung (siehe
Abbildung 5.18 (b)), wo die Skalierung zu guten Werten fiir die Untergittermagnetisierung
fiihrt, wie auch ein Vergleich der in Tabelle 5.3 eingetragenen Werte, mit dem GFQMC-
Wert (5.27) und dem extrapolierten Reihenentwicklungswert (5.28), offenbart. Die einzige
Ausnahme ist die Skalierung von Typ (i) fiir die mit der Fixpunktmethode bestimmten
Werte, worin sich die Sensibilitdt der Skalierung aufgrund der geringen Anzahl an Da-
tenpunkten zeigt, da die erwartete Kriimmung von den drei Datenpunkten nicht gestiitzt
wird.
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Abbildung 5.17: Mit der Randfeldmethode und der (a) arithmetischen Graphenentwicklung so-
wie (b) Quadratentwicklung bestimmte Untergittermagnetisierung mg in Abhéngigkeit von K/.J
fiir das Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Dreiecksgitter. Verschiedenfarbige Symbole représen-
tieren unterschiedliche Ordnungen. Die durchgezogene und die gestrichelte horizontale schwarze
Linie stellen die Ergebnisse aus Greensfunktionen QMC (GFQMC) [67] bzw. extrapolierter Rei-
henentwicklung (SE) [174] dar. Durchgezogene farbige Linien sind Hilfslinien.
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Abbildung 5.18: Skalierung der Untergittermagnetisierung mg des Spin-1/2 Heisenbergmodells
auf dem Dreiecksgitter fiir die (a) arithmetische Graphenentwicklung und (b) Quadratentwicklung
in Abhéngigkeit von der inversen Léngenskala 1/I. Rote Quadrate und cyanfarbene Kreise stellen
die Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode dar. Die schwarzen Rauten und Sterne sind die Ergebnisse
aus Greensfunktionen QMC (GFQMC) [67] bzw. extrapolierter Reihenentwicklung (SE) [174].
Durchgezogene und gestrichelte Linien sind Skalierungen von Typ (i) bzw. Typ (ii). Die gepunktet-
gestrichelte Linie in (a) ist eine lineare Ausgleichsgerade durch die Ordnungen 4, 6 und 8 der
arithmetischen Graphenentwicklung.
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Eine Erklarung fiir die schlechte Qualitat der arithmetischen Graphenentwicklung folgt aus
den unterschiedlichen Léangenskalen, der in einer Ordnung betrachteten Graphen. Wah-
rend der reine Beitrag einer NLCE Ordnung bei der arithmetischen Entwicklung Graphen
mit gleicher typischer Langenskala [, enthélt, so konnen die Graphen ein ganz unter-
schiedliches Langenverhéltnis L, /L, aufweisen. Dies kann durchaus zu einem komplizierten
Skalierungsverhalten fithren. Anders verhélt sich dabei die Quadratentwicklung, wo jede
NLCE-Ordnung durch die Léngenskala [qu.q des grokten quadratischen Graphen domi-
niert wird. Folglich wird ein besseres Skalierungsverhalten in der Lingenskala erwartet.
Diese Argumentation gilt auch fiir das Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter, wo die-
se Eigenschaften vermutlich aufgrund des Paritétseffektes, welcher auf dem Dreiecksgitter
nicht vorhanden ist, nicht beobachtet werden. Weiterhin ist eine Skalierung aufgrund der
geringen Anzahl an Datenpunkten herausfordernd und es wére interessant das Skalierungs-
verhalten in Abhéngigkeit von der Langenskala [ weiter zu untersuchen, wozu allerdings
mehr Datenpunkte hilfreich wéren.
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5.1.7 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter

Nun wird die A-Achse zwischen 0 und 1 fiir das Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecks-
gitter untersucht. Der Hamiltonoperator nach der fiir die 120°-Ordnung entsprechenden
Untergitterrotation ist durch Gleichung (5.24) gegeben. Aufgrund der endlichen Energie-
liicke und der daraus folgenden endlichen Korrelationslange wird fiir A < 1, wie beim
Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter, ein besseres Konvergenzverhalten erwartet.
Da sich fiir den Heisenbergfall A = 1 die arithmetische Entwicklung als kompliziert erwie-
sen hat und die Quadratentwicklung sehr gute Ergebnisse erzielte, wird hier nur Letztere
betrachtet.

In Abbildung 5.19 sind die skalierten Werte der Grundzustandsenergie pro Gitterplatz
eo/J sowie der Untergittermagnetisierung mg geméf der Skalierungen von Typ (i) und
Typ (ii) fiir die Fixpunkt- und Minimumsmethode eingetragen. Ebenfalls eingetragen sind
die Storungsreihen [174] bis Ordnung 13 in A, die extrapolierten Werte der Reihenentwick-
lung [174] bei A = 1 und die GFQMC-Werte [67]. Die Abhéngigkeiten der Grundzustands-
energie und der Untergittermagnetisierung von der Randfeldstiarke sowie die Skalierungen
fiir alle betrachteten A-Werte, finden sich in den Abbildungen B.19 bis B.34 in Anhang B.3
und werden hier nicht weiter diskutiert. Generell zeigen sie ein d&hnliches Verhalten wie fiir
das XXZ-Modell auf dem Quadratgitter, auch wenn die Skalierungen etwas sensibler und
damit anspruchsvoller sind. Insbesondere wurden die Werte b; und by der Skalierungen fiir
die Untergittermagnetisierung (siehe Gleichungen (5.11) und (5.13)) fiir A < 1 auf positive
Werte eingeschrankt?).

In der Tat konvergiert die Entwicklung fiir kleine A sehr gut und ist nicht von der Reihenent-
wicklung zu unterscheiden, wie dies bereits fiir das XXZ-Modell auf dem Quadratgitter der
Fall war. Allerdings ist das XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter frustriert und die Stérungs-
reihe ist alternierend in A, wodurch die Reihenentwicklung fiir grofse A > 0.6 problematisch
wird. Um weiterhin sinnvolle Resultate mit einer perturbativen Reihenentwicklung zu er-
halten, kann diese mittels Padé-Approximationen (siehe Kapitel 2.3.2) extrapoliert werden.
Die Minima der NLCE mit Randfeldern in Ordnung 5 verhalten sich hingegen entlang der
gesamten A\-Achse sehr glatt und beschreiben bereits das grundlegende Verhalten. Fiir
A > 0.6, das heiftt im selben Bereich wo die Reihenentwicklungen nicht mehr zuverldssig
funktionieren, werden die Skalierungen zu unendlichen Ordnungen auch fiir die NLCE mit
Randfeldern wichtig. Alles in allem wird die Physik des XXZ-Modells durch die NLCE mit
Randfeldern und die Quadratentwicklung gut erfasst. Lediglich die Skalierung der Unter-
gittermagnetisierung wird nahe A = 1 herausfordernd, wie bereits fiir den Heisenbergfall
in Unterkapitel 5.1.6 diskutiert wurde.

DFiir die Einschrinkung der Parameter wurde die Funktion curve fit aus SciPy 0.17.1 verwendet.
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Abbildung 5.19: Durch Skalierungen von Typ (i) (Quadrate) und Typ (ii) (Dreiecke) aus der
Quadratentwicklung fiir das Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter ermittelte (a) Grund-
zustandsenergie pro Gitterplatz ep/J und (b) Untergittermagnetisierung mg. Rote Symbole korre-
spondieren zur Fixpunktmethode, wihrend cyanfarbene Symbole zur Minimumsmethode gehoren.
Ebenfalls aufgetragen sind die nichtextrapolierten Ergebnisse einer Hochordnungsreihenentwick-
lung (SE) [174] in A bis Ordnung 13 (schwarze durchgezogene Linie) und den extrapolierten Werten
bei A = 1. Die blauen Kreise sind die nichtextrapolierten Werte fiir die Untergittermagnetisierung
der NLCE in Ordnung 5 und die schwarzen Rauten entsprechen den GFQMC-Werten [67] fiir den
Heisenbergpunkt A = 1.
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5.1.8 Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Dreiecksgitter

Abschliefsend soll noch das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Dreiecksgitter diskutiert wer-
den. Da im Spin-1/2 Fall mit der Quadratentwicklung gute Ergebnisse erzielt werden konn-
ten, wird fiir Spin-1 auch nur diese Entwicklung verwendet. Zum Vergleich der Ergebnisse
werden die CCM-Resultate [166]

e§M = —1.83968.7 (5.32)
m§M = 0.7086 (5.33)
verwendet.

In Abbildung 5.20 sind die Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eg/J und die Untergit-
termagnetisierung mg in Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J dargestellt. Das vom
Spin-1/2 Dreiecksgitter bekannte und daher erwartete Verhalten ist auch fiir den Spin-1
Fall erkennbar. Es sind klar definierte Minima vorhanden, welche sich monoton den CCM-
Werten annéhern. Einzig die Untergittermagnetisierung in Ordnung 2 féllt etwas heraus,
was, wie beim Quadratgitter, der kleinen NLCE Ordnung zugeschrieben werden kann. Lei-
der ist wegen des grofseren lokalen Hilbertraums die maximale Ordnung der NLCE auf
Ordnung 4 beschrénkt und die Minima in Ordnung 4 sind nicht so nah am CCM-Wert wie
im Falle des unfrustrierten Quadratgitters. Ein Grund dafiir kénnte sein, dass die Qua-
dratentwicklung aufgrund der geometrischen Frustration nicht so gut konvergiert. Dies ist
allerdings bereits fiir das Spin-1/2 Modell der Fall, wo die Quantenfluktuationen sogar
noch groéfer sind.

Die Skalierungen von Typ (i) und (ii) durch die Daten der Fixpunkt- und Minimumsme-
thode sind in Abbildung 5.21 gegen die inverse Léngenskala 1/1 aufgetragen. Weiterhin
sind die skalierten Werte zusammen mit ihrer Abweichung zu den CCM-Werten (5.32) und
(5.33) in Tabelle 5.4 eingetragen. Beide Skalierungen liefern sowohl fiir die Fixpunkt- als
auch fiir die Minimumsmethode gute Resultate, wobei die Skalierung von Typ (i) fiir die
Daten aus der Minimumsmethode das beste Ergebnis fiir die Untergittermagnetisierung
liefert.

Methode Extrapolation eo/J Aeg/J ™o Amyg
Quad. (Fix.) Skal. (i) (3, 4) ~1.84689  0.0072 0.6961  0.012
Quad. (Fix.) Skal. (ii) (3, 4) —1.83704 0.0026 0.7862 0.078
Quad. (Min.) Skal. (i) (3, 4) ~1.84180  0.0021 0.7175  0.0089
Quad. (Min.) Skal. (ii) (3, 4) —1.83502 0.0047 0.7790 0.070

Tabelle 5.4: Vergleich der Grundzustandsenergie pro Gitterplatz ep/J und der Untergittermagne-
tisierung my fiir das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Dreiecksgitter bei Verwendung der Quadrat-
entwicklung. Die Methode zur Bestimmung von K ist in Klammern hinter der verwendeten Gra-
phenentwicklung angegeben (Fix. fiir die Fixpunktmethode und Min. fiir die Minimumsmethode).
Die fiir die Extrapolation verwendeten Ordnungen stehen in Klammern hinter dem Extrapolations-
schema. Ebenfalls eingetragen sind die Abweichungen Aeg = |eg—e§“M| und Amyg = [mg—m§M|
zu den CCM-Werten [166].

116



5.1 Langreichweitig magnetisch geordnete Quantenphasen

(a) —1.50 , : :
— Ord. 2 —— Ord 4
s —e— Ord. 3 —— CCM

—1.60 |- B

—1.65 -

eo/J

—1.70 -

—1.75 B

—1.80 |- —

~1.85 I I I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

K/J

0.8 |- -

mo

0.4 -

—e— Ord. 2
0.2 - —e— Ord. 3]
—e— Ord. 4
— CCM

0.0 . .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

K/J

Abbildung 5.20: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz eg/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhingigkeit von der Randfeldstéirke K/J des Spin-1 Heisenbergmodells auf dem Dreiecksgitter.
Die horizontale schwarze Linie ist der durch die CCM bestimmte Wert [166]. Die farbigen Linien
zwischen den Punkten sind Hilfslinien.
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Abbildung 5.21: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustandsener-
gie pro Gitterplatz ey /J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des Spin-1
Heisenbergmodells auf dem Dreiecksgitter in Abhéngigkeit von 1/I. Rote Quadrate und cyanfar-
bene Kreise repriasentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten Werte fiir
eo/J sowie mgy und die schwarzen Rauten stellen die mit der CCM bestimmten Werte [166] dar.
Die roten und cyanfarbenen Linien gehoren zu den entsprechenden Skalierungen durch Ordnung 3
und 4 der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode. Durchgezogene Linien sind dabei Skalierungen vom
Typ (i), wihrend gestrichelte Linien von Typ (ii) sind.
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5.1.9 Schlussfolgerungen

Es konnte anhand des Heisenbergmodells auf dem Quadrat- und Dreiecksgitter fiir Spin-1,/2
und Spin-1 gezeigt werden, dass die NLCE mit Randfeldern eine systematische Entwick-
lung um langreichweitig magnetisch geordnete Phasen erlaubt, indem die langreichweitige
Ordnung in die exakte Diagonalisierung auf den einzelnen Graphen miteinbezogen wird.
Dies gelingt durch die Randfelder, welche die relevante Symmetrie der langreichweitigen
Ordnung brechen. Fiir sdmtliche betrachteten Modelle waren die Randfelder essentiell, um
eine kontrollierte NLCE fiir die Grundzustandsenergie und Untergittermagnetisierung zu
erhalten.

Insgesamt wurden vier verschiedene Graphenentwicklungen durchgefiihrt, wobei die volle
Graphenentwicklung und die Rechteckentwicklung ein kompliziertes Skalierungsverhalten
aufweisen. Bei der vollen Graphenentwicklung ist nicht klar, wie eine typische Langenskala
zu definieren wire, wihrend die Rechteckentwicklung kein glattes Verhalten beziiglich der
NLCE-Ordnung besitzt. Im Unterschied dazu lieferten die arithmetische Graphenentwick-
lung sowie die Quadratentwicklung gute Resultate und die zugehorigen Skalierungen zu
unendlichen Ordnungen konnten erfolgreich durchgefiihrt werden. Dennoch konnte beob-
achtet werden, dass die Skalierungen fiir die arithmetische Graphenentwicklung kompli-
zierter sind, was vermutlich auf deutlich unterschiedliche Langenverhéltnisse bei gleicher
Langenskala zuriickgeht. Fir die Quadratentwicklung hingegen wird die Langenskala durch
den grofiten quadratischen Graph dominiert und die Skalierungen verlaufen unproblemati-
scher. Betrachtet wurden zwei verschiedene Skalierungsgesetze fiir die NLCE-Daten, welche
qualitativ ahnliche Resultate lieferten. Es wére eine wichtige, wenn auch sehr schwierige,
Aufgabe korrekte Skalierungsgesetze aus grundlegenden Prinzipien abzuleiten.

Das unfrustrierte Spin-1/2 Heisenbergmodell auf dem Quadratgitter wurde zum Testen der
Methode verwendet und sowohl die Fixpunkt- als auch die Minimumsmethode lieferten fiir
die arithmetische Graphenentwicklung sowie die Quadratentwicklung &hnliche Ergebnis-
se, welche gut mit bereits bekannten QMC-Daten iibereinstimmen. Interessant ist, dass
die Quadratentwicklung fiir das frustrierte Spin-1/2 Dreiecksgitter deutlich besser funk-
tioniert, als fiir das Quadratgitter. Dort ist ndmlich kein Paritétseffekt vorhanden und es
stehen folglich mehr Datenpunkte fiir die Skalierungen zur Verfiigung. Eine reorganisierte
Graphenentwicklung fiir das Quadratgitter zu formulieren, in der kein Paritétseffekt mehr
vorhanden ist, wére eine sinnvolle Erweiterung der betrachteten Graphenentwicklungen.
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5.2 Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter

In diesem Unterkapitel wird das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter mithilfe
von NLCEs untersucht. Dieses Modell besitzt einen langreichweitig geordneten trimerisier-
ten Grundzustand [69-74] und demzufolge keine magnetische Ordnung. Im Unterschied
zu den magnetisch geordneten Quantenphasen in Kapitel 5.1 bricht dieser Grundzustand
nicht die kontinuierliche SU(2)-Symmetrie, sondern die diskrete Symmetrie der ,hoch* und
,runter-Dreiecke des Kagomegitters. Das System weist erwartungsgeméf eine endliche
Energieliicke auf, welches der Konvergenz von NLCEs zugute kommt. Es wird sich heraus-
stellen, dass die Existenz eines quantenkritischen Punktes auf einem quasi eindimensionalen
Teilsystem — der Spin-1 Dreieckskette — dennoch zu einem nichtmonotonen Konvergenz-
verhalten der Grundzustandsenergie des zweidimensionalen Kagomegitters fiihrt. Durch
die Einfithrung von Randfeldern wird ein monotones Konvergenzverhalten erreicht, in-
dem die Quantenkritikalitdt des Teilsystems unterdriickt wird. Zusétzlich wird noch eine
reorganisierte Graphenentwicklung durchgefiihrt, welche — dhnlich der Rechteck- und Qua-
dratentwicklungen aus Kapitel 5.1 — in symmetrischeren Graphen entwickelt und ebenfalls
zu einem monotonen Konvergenzverhalten der Grundzustandsenergie fithrt. Die Ergebnisse
dieses Kapitels wurden bereits in den Referenzen 74 und 109 publiziert.

Der Hamiltonoperator des antiferromagnetischen (J > 0) Spin-1 Heisenbergmodells auf
dem in Abbildung 5.22 (a) dargestellten Kagomegitter lautet

H=J Y Si-S+X > 8-8;, (5.34)
(i,9)€EA (i,9)EV

wobei die Summe Z(z‘,j)e A Uber alle néchsten Nachbarn der ,hoch“-Dreiecke (Spitze ist
oben) lauft und die Summe Z@JEV iiber alle ndchsten Nachbar der ,runter‘-Dreiecke
lduft. Entsprechend sind zwei hoch-Dreiecke immer iiber eine Kopplung AJ eines runter-
Dreiecks verbunden. Der Parameter A € [0,1] erlaubt es zwischen dem Grenzfall isolierter
Dreiecke (A = 0) und dem isotropen Kagomegitter (A = 1) zu interpolieren.

Fiir A = 0 besteht das System aus isolierten hoch-Dreiecken und der eindeutige Grundzu-
stand ist ein Produkt von Singuletts auf den Dreiecken. Es sei angemerkt, dass im Gegen-
satz zum Spin-1/2 Fall drei Spin-1 ein eindeutiges Singulett formen konnen, welches die
niedrigste Energie hat. Alle Anregungen besitzen eine endliche Energieliicke zum Grundzu-
stand und konnen (fiir A = 0) durch die magnetischen Quantenzahlen der 26 verbleibenden
Zusténde der einzelnen Dreiecke komplett beschrieben werden.

Falls das isotrope Modell fiir A = 1 eine spontane Trimerisierung zeigen sollte, so kann
erwartet werden, dass die Grundzustidnde fiir A = 0 und A = 1 adiabatisch miteinander
verkniipft sind und es dementsprechend keinen Phaseniibergang geben sollte und die Ener-
gieliicke fiir alle A € [0,1] endlich bleibt. Es bietet sich fiir die NLCE daher an, vom Grenz-
fall isolierter Dreiecke aus zu starten und eine Graphenentwicklung um die trimerisierte
Phase durchzufiihren, indem die hoch-Dreiecke als elementarer Baustein fiir die Graphen
verwendet werden. Aufgrund der Symmetrie des Gitters wiirde eine analoge Entwicklung
in runter-Dreiecken die exakt selben Ergebnisse liefern.
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(b)

VANYAN A
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Abbildung 5.22: (a) Ausschnitt aus dem Kagomegitter, bei dem die Spins auf den Vertizes
(schwarze Kreise) sitzen. Néchstnachbar Kopplungen J auf hoch-Dreiecken sind durch schwarze
Linien dargestellt, wahrend die néchstnachbar Kopplungen AJ auf den runter-Dreiecken blau dar-
gestellt sind. (b) Effektives Dreiecksgitter, bei denen die hoch-Dreiecke des Kagomegitters durch
effektive Gitterplatze (schwarze Dreiecke) ersetzt werden. Die Kopplung zwischen den effektiven
Gitterplétzen entspricht den Kopplungen auf den runter-Dreiecken im urspriinglichen Kagomegit-
ter. Wichtig ist, dass hoch- und runter-Dreiecke im effektiven Dreiecksgitter (durch graue bzw.
orangene Flichen veranschaulicht) topologisch indquivalent sind, da sie Hexagonen bzw. runter-
Dreiecken im Kagomegitter entsprechen.

Zuerst werden in Unterkapitel 5.2.1 die verwendeten Graphenentwicklungen vorgestellt. Es
werden zwei verschiedene Graphenentwicklungen diskutiert: Erstens eine volle Graphenent-
wicklung in den hoch-Dreiecken des Gitters sowohl ohne als auch mit Randfeldern. Zweitens
eine reorganisierte Graphenentwicklung in symmetrischeren Graphen. Im Anschluss daran
wird als erstes das Heisenbergmodell auf der Spin-1 Dreieckskette in Unterkapitel 5.2.2
diskutiert, um letztendlich in Unterkapitel 5.2.3 die Ergebnisse fiir das Spin-1 Heisenberg-
modell auf dem Kagomegitter vorzustellen.

5.2.1 Graphenentwicklungen fiir das Kagomegitter
Volle Graphenentwicklung in Dreiecken

Da eine Beschreibung ausgehend vom trimerisierten Grundzustand angestrebt wird, ist
eine Entwicklung nicht in einzelnen Gitterplétzen, sondern in einzelnen Dreiecken sinn-
voll. Dazu wird jedes hoch-Dreieck als ein effektiver Gitterplatz behandelt, wie in Ab-
bildung 5.22 (b) grafisch dargestellt ist. Das effektive Gitter ist dann ein Dreiecksgitter,
wobei jedoch die hoch- und runter-Dreiecke dieses effektiven Gitters topologisch indqui-
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valent sind. Sie entsprechen ndmlich Hexagonen bzw. runter-Dreiecken des urspriinglichen
Kagomegitters. Diese Eigenschaft muss bei der Graphenentwicklung berticksichtigt wer-
den, welche in dieser Arbeit bis zu Ny, = 6 effektiven Gitterplatzen, also 6 hoch-Dreiecken
(18 Spin-1) des Kagomegitters, durchgefiithrt wird. In Abbildung 5.23 sind alle topologisch
indquivalenten Graphen des effektiven Dreiecksgitters zusammen mit ihrer Entsprechung
auf dem Kagomegitter bis Ny, = 3 abgebildet. Es gibt fiir Ng, = 1,...,6 jeweils 1, 1, 4, 9,
46 und 228 topologisch indquivalente Graphen.

L= A
a— = A A
s AAA
o AA
] A
. A
o VANIDAN
A A A A
] A
Abbildung 5.23: Alle topologisch infquivalenten Graphen der vollen Graphenentwicklung in

Dreiecken mit bis zu Ny, = 3 Dreiecken. Links sind die Graphen des effektiven Dreiecksgitters und
rechts ihre Entsprechung auf dem Kagomegitter dargestellt.
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Reorganisierte Graphenentwicklung in Dreiecken

Es wird sich zeigen, dass die volle Graphenentwicklung (ohne Randfelder) durch die Kritika-
litdt der eindimensionalen Dreieckskette ein nichtmonotones Konvergenzverhalten besitzt.
Zwar behebt die Einfiihrung von Randfeldern dieses Problem, doch es existiert auch eine
reorganisierte Graphenentwicklung, welche sehr gut fiir das Spin-1 Kagomegitter geeignet
ist. Grundlegend orientiert sich diese Entwicklung an der Rechteckentwicklung fiir das Qua-
dratgitter [108, 116-118] (siehe auch Kapitel 5.1.1) und der Entwicklung in Bienenwaben
fiir das Bienenwabengitter [39]. Dabei wird sich auf eine kleinere schnittstabile Teilmenge
an Graphen beschrankt, welche dafiir allerdings eine deutlich héhere Symmetrie aufweisen,
die zu der Gittersymmetrie korrespondiert.

Ausgehend vom effektiven Dreiecksgitter aus Abbildung 5.22 (b), sind die grundlegenden
Bausteine die topologisch indquivalenten hoch- und runter-Dreiecke. Fiir die reorganisierte
Graphenentwicklung werden genau diese beiden Dreiecke als zentrales Element verwen-
det, sodass die Ordnung N,. der reorganisierten Entwicklung durch die Anzahl an hoch-
und runter-Dreiecken definiert ist. Die Graphen werden weiterhin symmetrisch in den hoch-
und runter-Dreiecken aufgebaut, sodass nur vollstdndige Graphen (siehe Definition 13) auf-
treten. Wie bei der Rechteckentwicklung reduziert dies auch die Anzahl an verwendeten
Graphen enorm und alle Graphen sind zusammen mit der Ordnung, in der sie auftreten,
in Abbildung 5.24 gezeigt. Die reorganisierte Entwicklung kann noch einen Schritt wei-
tergefithrt werden, indem nur Graphen beachtet werden in denen gleich viele hoch- und
runter-Dreiecke (des effektiven Gitters) vorkommen. Dies entspricht der Beschrankung auf
gerade Ordnungen N, der reorganisierten Graphenentwicklung.

(a) Npe =1
A A A
A A
A A A
(b) Nye =2
A A
A A
(¢) Nye =3
A A A A A
A A A
A A A A A
(d) Nye =4
A A A
A A A

Abbildung 5.24: Alle Graphen der reorganisierten Graphenentwicklung die in Ordnung
(a) Nye =1, (b) Nye =2, (¢) Nye =3 und (d) Nyo = 4 auftreten.
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5.2.2 Spin-1 Heisenbergmodell auf der Dreieckskette

In diesem Unterkapitel wird zuerst die eindimensionale Dreieckskette betrachtet, welche ein
Teilsystem des Kagomegitters darstellt. Ausgehend von den Dreiecken ist dieses System
unfrustriert und die Graphenentwicklung ist weiterhin sehr einfach, da es immer genau
einen Graphen in jeder Ordnung gibt — ndmlich die Kette mit exakt so vielen Dreiecken wie
die Ordnung grof ist. Es wird sich herausstellen, dass dieses System einen quantenkritischen
Punkt aufweist, welcher starke Auswirkungen auf eine volle (bezogen auf Dreiecke als
effektiven Gitterplatz) Graphenentwicklung des zweidimensionalen Kagomegitters hat.

Der Hamiltonoperator des Spin-1 Heisenbergmodells auf der in Abbildung 5.25 dargestell-
ten Dreieckskette ist durch

H=J Y 8-S+J> 85, (5.35)
(i) €A (i.4)

gegeben. Die Summe Z(i? jea lauft iber alle Gitterpldtze eines Dreiecks und die Summe
> (i) lauft Giber die beiden Gitterplitze, welche benachbarte Dreiecke koppeln.

Fiir J/ — 0 und J > 0 besteht das System aus entkoppelten Dreiecken, welche Spin-1
Singuletts (Trimere) bilden. Der umgekehrte Fall J — 0 und J’ > 0 fiithrt zu einer Di-
merisierung von zwei Spin-1 zwischen den Dreiecken, wobei es eine extensive Anzahl an
isolierten Spins, welche an den Spitzen der Dreiecke sind, gibt. Wird nun ein kleines J > 0
betrachtet, so kann der Hamiltonoperator in zweiter Ordnung entarteter Storungstheo-
rie in J/J' um den Dimerzustand entwickelt werden, wodurch sich ein effektives Spin-1
Heisenbergmodell

Hes = EO,eff + Jeffz S - Sj (536)
(i,3)

auf einer linearen Spinkette ergibt. Die additive Konstante Ej o ist irrelevant und wird im
Folgenden nicht weiter betrachtet, wahrend die Heisenbergkopplung Jeg den Wert

4 .J?
Jug = = 5.37
=37 (5.37)

Abbildung 5.25: Ausschnitt der eindimensionalen Dreieckskette, bei der sich die Spins an den
Vertizes (schwarze und griine Kreise) befinden. Die Heisenbergkopplung auf den Dreiecken ist J
(schwarze Linien) und die unfrustrierte Kopplung zwischen den Dreiecken ist J' (blaue Linien). Im
Grenzfall J — 0 kann in zweiter Ordnung Stérungstheorie eine effektive Spin-1 Heisenbergkette
fiir die Spins an der Spitze der Dreiecke (griine Kreise) abgeleitet werden. Die effektive Kopplung
Jot (gestrichelte griine Linien) ist antiferromagnetisch.
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aufweist. Die genaue Herleitung des effektiven Hamiltonoperators ist in Anhang C ange-
geben. Dieses System weist einen symmetriegeschiitzten, topologisch geordneten Grundzu-
stand mit endlicher Haldaneliicke auf [175-179]. Demzufolge wird mindestens ein Phasen-
iibergang erwartet, wenn das Verhaltnis

J/

)\:J

(5.38)

variiert wird.

Exakte Diagonalisierung fiir periodische Dreiecksketten

Zunichst wird das Grundzustandsphasendiagramm fiir periodische Ketten mit bis zu
Ngr = 6 Dreiecken (entspricht 18 Spin-1) untersucht. Dazu wird mittels exakter Diago-
nalisierung die Grundzustandsenergie pro Platz eéNdr) sowie die Spinliicke A, als Differenz
der kleinsten Energien im S* = 0 und S* = 1 Sektor, bestimmt. Die Ergebnisse fiir die
Spinliicke A und die zweite Ableitung von eéNdr) finden sich in Abbildung 5.26. Es ist
klar erkennbar, dass die Spinliicke im Bereich A. = 0.8 ein Minimum aufweist. Eine linea-
re Extrapolation in 1/Ng, (sieche unterer Bildeinschub in Abbildung 5.26 (a)) zeigt, dass
diese im thermodynamischen Limes schliefst, was einen Zusammenbruch der trimerisierten
Phase signalisiert. Weiterhin zeigt im selben Bereich die zweite Ableitung der Grundzu-
standsenergie (vergleiche Abbildung 5.26 (b)) eine Resonanz, was im Einklang mit einer
Divergenz ebendieser Grofte im thermodynamischen Limes steht. Fiir A > 1 ergeben sich
keine weiteren Anzeichen fiir einen Phaseniibergang, sodass sich das Grundzustandspha-
sendiagramm aus den beiden bereits diskutierten Quantenphasen zusammensetzt, welche
durch einen Ubergang bei A\ =~ 0.8 getrennt sind.
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Abbildung 5.26: (a) Spinliicke A in Abhéngigkeit von A fiir die Spin-1 Dreieckskette mit pe-
riodischen Randbedingungen und Ny, Dreiecken. Die gestrichelte vertikale Linie liegt bei dem
extrapolierten Wert A, = 0.802 fiir den kritischen Punkt. Oberer Bildeinschub: Lineare Extrapo-
lation der kritischen A-Werte, bei denen die Spinliicke minimal ist. Unterer Bildeinschub: Lineare
Extrapolation des Minimums A, der Spinliicke. (b) Zweite Ableitung der Grundzustandsenergie

pro Gitterplatz e(()Ndr) /J.
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NLCE fiir die Dreieckskette

Als Néchstes wird eine Graphenentwicklung in Dreiecken fiir die Dreieckskette durchge-
fithrt. In jeder Ordnung Ng, existiert dann genau ein Graph Gy, , welcher eine lineare
Kette bestehend aus Vg, verbundenen Dreiecken ist. Der Einbettungsfaktor des Graphen
Gn,, auf die unendliche Kette ist immer gleich 1. Weiterhin ist die Berechnung der Grund-

zustandsenergie e(()Ndr) nach Einbettung aller Graphen bis Ordnung Ng, sehr einfach und

lasst sich leicht iiber die auf den Graphen Gy, bestimmte Grundzustandsenergie Eg Nar
entsprechend der Formel

e{Vor) = g _ pvart (5.39)

ausrechnen, da die Beitrége aller Untergraphen bei der Einbettung exakt wegfallen (ver-

gleiche auch mit der Finite Lattice Method [116, 117|). Die Ergebnisse fiir eéNdr) sind bis
Ngr = 6 in Abbildung 5.27 (a) gegen \ aufgetragen. Erkennbar ist eine mit zunehmender

Ordnung sehr gute Konvergenz und ein glattes Verhalten von egNdr). Auch die zweite Ablei-
tung in Abbildung 5.27 (b) zeigt (bis auf Ungenauigkeiten durch die numerische Ableitung)
keinerlei Resonanzen. In Abbildung 5.28 (a) sind weiterhin die reduzierten Beitrage

emes) = eg o) — etV (5.40)
welche der reinen Energieinderung durch die hinzukommende Ordnung entsprechen, dar-
gestellt. Dort lasst sich das glatte Verhalten noch besser erkennen, insbesondere fallt der
reduzierte Beitrag mit zunehmendem Ny, schnell ab und nimmt mit zunehmendem A zu.
Weder in der Grundzustandsenergie, noch in den reduzierten Beitrdgen lassen sich An-
zeichen fiir einen quantenkritischen Punkt finden. Dies liegt vermutlich daran, dass die
Quantenfluktuationen der trimerisierten Phase auf den gewé&hlten Graphen optimal be-
riicksichtigt werden, wahrend die entsprechenden Fluktuationen der Phase fiir A > A. nur
unzureichend représentiert sind.

Interessanterweise gibt es eine alternative Moglichkeit das quantenkritische Verhalten mit
der NLCE zu erfassen. Aufgrund der endlichen Korrelationsldnge in liickenbehafteten Sys-
temen wird eine exponentielle Konvergenz — also ein exponentieller Abfall der reduzierten
Beitrdge — erwartet. Dies sollte fiir alle A aufer A\, gelten, wiahrend bei A = A, ein alge-
braischer Abfall vorliegen sollte [103]. Abbildung 5.28 (b) zeigt die reduzierten Beitrége
in Abhéngigkeit von 1/Ngy, fiir verschiedene A in doppelt logarithmischer Darstellung. Fiir
A = 0.8 &~ )\ ist das Verhalten sehr gut durch eine algebraische Funktion (gerade in einem
doppelt logarithmischen Plot) beschreibbar, wihrend es fiir kleinere und grofere A deutlich
von diesem abweicht.

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass die eindimensionale Spin-1 Dreieckskette einen
quantenkritischen Punkt bei A. &~ 0.8 besitzt, das heilst die trimerisierte Phase ist nicht
stabil bis zum isotropen Punkt A = 1. Folglich fallen die reduzierten Beitrage der Grundzu-
standsenergie in der NLCE nur algebraisch ab, wenn A in der Ndhe des kritischen Punktes
liegt. Im nun folgenden Unterkapitel wird das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagome-
gitter untersucht und es wird sich zeigen, dass die Existenz des quantenkritischen Punktes
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und der daraus folgende algebraische Abfall der reduzierten Beitrige einen starken Einfluss
auf die Konvergenz der vollen Graphenentwicklung fiir das Kagomegitter hat.
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Abbildung 5.27: (a) Grundzustandsenergie pro Gitterlatz e(()Ndr)/ J der Spin-1 Dreieckskette in
Abhingigkeit von A fiir verschiedene Ordnungen Ng,. (b) Zweite Ableitung der Grundzustands-
energie pro Platz.

129



Kapitel 5 NLCEs fiir Quantenspinmodelle
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Abbildung 5.28: (a) Reduzierte Beitrige egﬁzrd) /J der Grundzustandsenergie pro Gitterplatz in

Abhéngigkeit von A fiir verschiedene Ordnungen Ny,. (b) Reduzierter Beitrag in Abhéngigkeit von
1/Ny; fiir verschiedene \ in doppelt logarithmischer Darstellung. Die rote Linie ist ein algebraischer
Fit der Form aNd;b fiir A =0.8.
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5.2 Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter

5.2.3 NLCEs fiir das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter
Ergebnisse fiir die volle Graphenentwicklung (ohne Randfelder)

Begonnen wird mit einer Diskussion der NLCE Ergebnisse ohne Randfelder fiir die Grund-
zustandsenergie egNdr) des Spin-1 Heisenbergmodells auf dem Kagomegitter, wie sie sich
durch eine volle Graphenentwicklung in der Anzahl Ng an Dreiecken ergeben. Abbil-
dung 5.29 zeigt die Grundzustandsenergie in Abhéngigkeit von A zusammen mit den iPEPS
(von engl. infinite projected entangled pair states) Ergebnissen aus Referenz 70. Verglichen
mit der Dreieckskette (siehe Kapitel 5.2.2 und insbesondere Abbildung 5.27 (a)) konvergiert
die Grundzustandsenergie nicht so gut mit wachsendem Ng,. Die geraden und ungeraden
Ordnungen bilden zwei Familien, die getrennt zum iPEPS-Resultat konvergieren, da die
geraden Ordnungen immer iiber, und die ungeraden Ordnungen immer unter, der iPEPS-
Kurve liegen. Dennoch ist die Konvergenz fiir kleine Werte von A recht gut, wahrend sie
bei grofen Werten von A sehr langsam ist. Deutlich interessanter ist jedoch, dass bereits
fiir A < 1 sichtbare Anomalien auftreten.

—-1.0

—-1.1

—-1.2

—-1.3

eo/J

—-1.4

—-1.5

—-1.6

1.7 I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 5.29: Vergleich der durch die volle Graphenentwicklung (ohne Randfelder) be-

stimmten Grundzustandsenergie pro Gitterplatz e(()Ndr) /J (farbige Dreiecke) und dem iPEPS-

Ergebnis [70] (schwarze Linie) in Abhéngigkeit von A. Ebenfalls eingetragen sind die Wynn-
2) (

Extrapolationen €5 und 614). Die durchgezogenen farbigen Linien sind Hilfslinien.

Es wird ebenfalls der Wynn-Algorithmus [102, 131, 132| zur Reihenextrapolation (siehe
Kapitel 2.3.1) verwendet, wodurch die Resultate entscheidend verbessert werden. Dabei
wird die niedrigste Ordnung (Ng, = 1) weggelassen, damit die hochste Ordnung (Ng, = 6)
vom Wynn-Algorithmus mitberiicksichtigt wird. Dadurch wird in Gleichung (2.62) der
Algorithmus mit

K R (5.41)
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(20)

gestartet und die Werte €;_,, sollten gegen die Grundzustandsenergie des unendlichen Sys-

tems konvergieren. Folglich gibt es zwei Wynn-Extrapolationen ez())?) und 654), welche sich

nach einem bzw. zwei Zyklen des Wynn-Algorithmus ergeben. Sie sind in Abbildung 5.29
eingetragen und stimmen fiir A < 0.8 sehr gut mit den iPEPS-Daten tiberein. Fiir gro-
fere Werte von A wird die Extrapolation schwieriger und es sind sichtbare Abweichungen
vorhanden.

Die schlechte Konvergenz lasst sich, wie bereits in Kapitel 5.2.2 angedeutet, auf den quan-
tenkritischen Punkt der eindimensionalen Dreieckskette zuriickfithren. Sdmtliche Graphen
der Dreieckskette sind ndmlich ebenfalls in der vollen Graphenentwicklung des Kagomegit-
ters als lineare Graphen enthalten. Sie sind unfrustriert und entsprechend sind die reduzier-
ten Beitrége stets negativ, da diese Graphen die Energie des trimerisierten Grundzustandes
immer absenken, wiahrend andere Graphen die Energie aufgrund der geometrischen Frus-
tration iiblicherweise erh6hen. In Kapitel 5.2.2 wurde betont, dass die reduzierten Beitriage
6(()],\1]idnr,)red der Kettengraphen in der Nahe des kritischen Punktes A. &~ 0.8 nur algebraisch
abfallen und fiir das Kagomegitter zu einem Problem fithren, da der Einbettungsfaktor

l/l(ijl:rdr) der linearen Kettengraphen exponentiell mit Ny, anwéchst. Dies fiihrt unweigerlich

zu einer Divergenz des Produktes Vl(ifd‘) . e(()]\{i‘if)red, welches in die NLCE fiir die Grundzu-
standsenergie eingeht (vergleiche mit dem Linked-Cluster Theorem (2.21)), wenn die Linge

der Kettengraphen erhoht wird. In Abbildung 5.30 ist das Produkt yNar) o Nar) - qor Ket-

lin 0,lin,red
tengraphen gegen deren Léinge Ny, fiir A = 1 aufgetragen. Es lasst sich gut erkennen, dass
dieses Produkt mit steigendem Ng, stark anwéchst. Der Bildeinschub in Abbildung 5.30

lasst auch deutlich erkennen, dass der Einbettungsfaktor yl(i]:dr)

an Dreiecken Ng, anwéachst.

exponentiell mit der Anzahl

Der durch die unfrustrierten Kettengraphen entstehende divergierende Anteil, muss durch
die anderen frustrierten Graphen kompensiert werden, um ein nicht-divergentes Endergeb-
nis fiir die Grundzustandsenergie zu erhalten. Deshalb sollte es nicht verwundern, dass
die in Abbildung 5.29 gezeigte Grundzustandsenergie eine schlechte Konvergenz aufweist,
wenn die NLCE in endlichen Ng, trunkiert wird.
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3.5

) . ,(Nar)
: eO,lidn,red/‘]

AV('Ndr

lin

0.0 L L L

Abbildung 5.30: Absoluter Beitrag Vl(iﬁ[dr) . eél\{i‘;;)red der linearen Kettengraphen zur NLCE der

Grundzustandsenergie in Abhéngigkeit der Lange Ng, fir A = 1. Bildeinschub: Einbettungsfaktor
(Na

Vi ") der Kettengraphen. Die durchgezogenen farbigen Linien sind Hilfslinien.
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Ergebnisse fiir die reorganisierte Graphenentwicklung

Als Néchstes soll die bereits erwdhnte reorganisierte Graphenentwicklung verwendet wer-
den, um ein nichtmonotones Konvergenzverhalten aufgrund von divergierenden Teilreihen
zu verhindern. Dazu werden die Graphen so umsortiert, dass die Kettengraphen keinen
exponentiellen Einbettungsfaktor mehr aufweisen und in symmetrischeren Graphen ent-
wickelt wird. Alle Graphen der reorganisierten Entwicklung sind in Abbildung 5.24 einge-
tragen und die Details der Entwicklungen wurden bereits weiter oben diskutiert. Wie sich
aus Abbildung 5.31 entnehmen ldsst, ist die Konvergenz der Grundzustandsenergie e(()Nre)
deutlich verbessert gegeniiber der vollen Graphenentwicklung ohne Randfelder. Ein nicht-
monotones Konvergenzverhalten in der Nahe des kritischen Punktes A. =~ 0.8 ist ebenfalls
nicht mehr sichtbar. Die Ergebnisse e(()Nre) alternieren zwar weiterhin fiir gerade und unge-
rade Ordnungen, nahern sich aber kontinuierlichen dem iPEPS-Resultat an. Im gesamten
Intervall A € [0,1] sind die NLCE-Ergebnisse deutlich ndher am iPEPS-Ergebnis als bei

der vollen Graphenentwicklung ohne Randfelder.

Eine weitere Verbesserung wird durch Anwendung des Wynn-Algorithmus erreicht. Um
die hochste Ordnung Ny = 4 miteinzubeziehen, wird zusédtzlich noch das Ergebnis ei-
nes einzelnen effektiven Gitterplatzes (ein hoch-Dreieck im Kagomegitter) fiir den Wynn-

Algorithmus verwendet. Der Beitrag hat stets die Energie e(()o) = —1 und wird als Ny =0
definiert. Die Startwerte fiir den Wynn-Algorithmus sind dann

61('3)1 = Pz(J(:)l = e(()i) (1=0,...,4), (5.42)

wodurch sich die beiden Werte egz) und 654) nach einem bzw. zwei Wynn-Zyklen ergeben.
Beide Extrapolationen liefern einen fast identischen Wert und sind bei A = 1 gleich weit
vom iPEPS-Ergebnis entfernt wie 6(()4), aber in die andere Richtung.

Zuséatzlich kann, wie bereits oben erwéhnt, die reorganisierte Entwicklung in noch sym-
metrischeren Graphen durchgefiihrt werden, indem nur die geraden Ordnungen beachtet
werden. Der Wynn-Algorithmus besitzt dann die Startwerte

ef(e?/)en,iﬂ = Pz(ﬂ = e(()%) (i=0,...,2) (5.43)

und es kann nur ein Zyklus durchgefithrt werden, welcher auf den extrapolierten Wert
¢ fiihrt. Fiir A = 1 kann dieser Wert mit dem iPEPS-Wert [70] €iPFPS und DMRG-

even,1
Wert [69] e(l))MRG verglichen werden und es zeigt sich, dass diese numerisch fast perfekt
iibereinstimmen:

2 = —14114] (5.44)
elPEPS — _1.4116(4)J (5.45)
eDMRG — _1.410(2)J . (5.46)
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Abbildung 5.31: Vergleich der durch die reorganisierte Graphenentwicklung bestimmten Grund-

zustandsenergie pro Gitterplatz egN“e) /J (farbige Kreise) und dem iPEPS-Ergebnis [70] (schwarze
Linie) in Abhéngigkeit von A. Ebenfalls eingetragen sind die Wynn-Extrapolationen ez(f)7 6§4)
(2

even,l1*

und

€ Bildeinschub: Vergrofserung um A = 1.

Ergebnisse fiir die volle Graphenentwicklung (mit Randfeldern)

Nun werden die Randfelder — wie in Kapitel 2.2.1 erldutert und in Gleichung (2.33) de-
finiert — eingefiihrt und eine volle Graphenentwicklung durchgefiihrt. Dabei wird nur die
Minimumsmethode verwendet.

Aus einer Variation der Randfeldstéirke K fiir A = 0.82, welches nahe des kritischen Punk-
tes Ac &~ 0.8 liegt, ergibt sich die in Abbildung 5.32 (a) dargestellte Grundzustandsenergie

e((]Ndr) pro Gitterplatz in Abhéngigkeit von K/J. Ordnung 4, 5 und 6 weisen ein deutliches
Minimum auf und die Energie des Minimums héngt linear von 1 /Ngr ab, wie der Bild-
einschub in Abbildung 5.32 (a) deutlich macht. Ebenfalls erkennbar ist, dass eine lineare
Skalierung durch die Ordnungen 5 und 6 einen extrapolierten Wert liefert, der sehr gut
mit dem iPEPS-Wert [70] bei A = 0.82 tibereinstimmt. Eine analoge Darstellung fir A =1
findet sich in Abbildung 5.32 (b). Auch hier ist erkennbar, dass der skalierte Wert sehr gut
mit dem iPEPS-Resultat iibereinstimmt.

Die gleiche Skalierung kann auch fiir andere Werte von A durchgefiihrt werden (sieche An-
hang B.4) und die sich ergebenden skalierten Werte sind in Abbildung 5.33 eingetragen.
Ebenfalls eingetragen sind alle Ordnungen der vollen Graphenentwicklung, wenn ein kleines
Randfeld K/J = 0.05 verwendet wird. Ein Vergleich der Ergebnisse mit und ohne Randfeld
in Abbildung 5.33 zeigt, dass selbst ein kleines Randfeld das nichtmonotone Verhalten in
der Nahe des kritischen Punktes A; ~ 0.8 aufhebt.
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Abbildung 5.32: Durch eine volle Graphenentwicklung mit Randfeldern bestimmte Grund-
zustandsenergie pro Gitterplatz eONdr) /J in Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fir (a)
A = 0.82 und (b) A = 1.0. Die horizontale schwarze Linie ist der iPEPS-Wert [70]. Die farbigen
Linien sind Hilfslinien. Bildeinschub: Minimale Energie in Abhéngigkeit von 1 /Ngr sowie lineare
Skalierung (orangene Linie) durch Ordnung 5 und 6. Die schwarze Raute ist der iPEPS-Wert [70].
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Abbildung 5.33: Grundzustandsenergie pro Gitterplatz eéN‘“) /J ohne und mit einem kleinen

Randfeld K/J = 0.05 in Abhéngigkeit von A (farbige Dreiecke bzw. Kreise). Die schwarzen Qua-
drate stellen die mit der Minimumsmethode ermittelten skalierten Werte dar, die schwarze Linie

2

ist das iPEPS-Ergebnis [70] und die Sterne représentieren das beste Ergebnis egvzzn,l der reorgani-

sierten Graphenentwicklung. Farbige Linien sind Hilfslinien. Bildeinschub: Vergleich der skalierten
Werte und der reorganisierten Graphenentwicklung mit dem iPEPS-Ergebnis um A = 1.

Letztendlich fiihrt ein Vergleich der skalierten Werte e und dem besten Ergebnis e((j,)eml

der reorganisierten Graphenentwicklung (siehe auch Abbildung 5.33) zu der Erkenntnis,
dass sowohl die Randfeldmethode als auch die reorganisierte Graphenentwicklung &hnlich
gute Ergebnisse erzielen. Bei A = 1 sind die Werte durch

e2) 1 = —14114] (5.47)
egkel = —1.412037 (5.48)
elPEPS — _1.4116(4)J (5.49)

gegeben, wodurch selbst am isotropen Punkt beide Methoden sehr gut mit dem iPEPS-
Wert [70] iibereinstimmen. Im Bildeinschub von Abbildung 5.33 ist allerdings erkennbar,
dass die reorganisierte Graphenentwicklung in der Ndhe des quantenkritischen Punktes der
Dreieckskette bei A = 0.8 deutlich starker vom iPEPS-Resultat abweicht. Die reorganisierte
Graphenentwicklung spiirt also immer noch die Auswirkungen der Quantenkritikalitat der
Dreieckskette, wiahrend die NLCE mit Randfeldern eine fast konstante Abweichung zum
iPEPS-Resultat fiir alle A € [0,1] besitzt.
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5.2.4 Schlussfolgerungen

In diesem Unterkapitel wurde das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter mittels
nichtperturbativer Linked-Cluster Entwicklungen untersucht. Dazu wurde ein Parameter A
eingefiihrt, welcher zwischen dem isotropen Heisenbergmodell und dem Grenzfall entkop-
pelter Dreiecke interpoliert. Ausgehend vom trimerisierten Limes wurden einzelne Dreiecke
als elementarer Baustein fiir die Graphenentwicklungen verwendet, um die Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz zu bestimmen.

Es konnte gezeigt werden, dass die volle Graphenentwicklung ein nichtmonotones Kon-
vergenzverhalten aufweist, welches auf ein quantenkritisches Verhalten der unfrustrierten
eindimensionalen Kettengraphen zuriickgefiihrt werden kann. Fiir diese steigt der Einbet-
tungsfaktor exponentiell an, wihrend die reduzierten Beitrédge in der Néhe des kritischen
Punktes (A\; =~ 0.8) nur algebraisch abfallen. Diese Untermenge an Graphen liefert demzu-
folge einen divergenten Beitrag zur Grundzustandsenergie, welcher von den anderen (frus-
trierten) Graphen kompensiert werden muss, um ein physikalisch sinnvolles Ergebnis zu
erhalten. Allerdings ist das eine subtile Angelegenheit, wenn die NLCE trunkiert wird.
Wahrscheinlich ist dieses Verhalten von divergenten Teilreihen, ein generischer Aspekt von
NLCE-Rechnungen fiir frustrierte Quantensysteme.

Aufbauend auf den Ergebnissen dieses Kapitels wurden zwei Verfahren entwickelt, welche
in der Lage sind das nichtmonotone Konvergenzverhalten zu umgehen. Zum einen kann eine
reorganisierte Graphenentwicklung durchgefiihrt werden, welche besser fiir das betrachtete
Problem geeignet ist. Dabei ist es essentiell, dass divergierende Teilmengen von Graphen
ausgeschlossen werden. Fiir das Spin-1 Kagomegitter konnte dies durch eine Entwicklung
in symmetrischeren Graphen, welche aus Dreiecken des effektiven Gitters bestehen, erreicht
werden. Die Resultate wiesen dadurch ein deutlich besseres Konvergenzverhalten auf und
stimmten quantitativ mit den Ergebnissen anderer Methoden [69, 70] tiberein.

Zum anderen konnen Randfelder eingefiihrt werden, welche dafiir sorgen, dass die Graphen
stets als Teil des zweidimensionalen Gitters angesehen werden. Dadurch wird das kritische
Verhalten der Kettengraphen unterdriickt und die Resultate fiir das Spin-1 Kagomegitter
sind ebenfalls quantitativ vergleichbar.
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Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit hat Linked-Cluster Entwicklungen — dabei hauptséchlich nichtperturbative
Linked-Cluster Entwicklungen [99-104] — auf verschiedene zweidimensionale Hubbard- und
Spinmodelle bei Temperatur T' = 0 angewendet, um Grundzustandseigenschaften dieser
Modelle zu bestimmen. Die Spinmodelle konnen dabei als effektive Beschreibung der Mott-
phase von zweidimensionalen Hubbardmodellen verstanden werden.

Hubbardmodell auf flussgefiillten Quadratgittern

Zuerst wurde in Kapitel 4.1 das halbgefiillte Hubbardmodell bei Temperatur T" = 0 fiir eine
Einparameterfamilie von 7-Fluss gefiillten Quadratgittern (flussgefiillte Quadratgitter) un-
tersucht [40]. Zuvor wurden bereits Anzeichen fiir eine nichtmagnetische isolierende Phase
innerhalb des Mottisolators auf dem 7-Fluss Quadratgitter gefunden [110]. Fiir das Bie-
nenwabengitter wurde eine dhnliche Zwischenphase vorgeschlagen [147|, welche allerdings
durch eine Verbesserung der verwendeten Quanten-Monte-Carlo-Methoden mittlerweile
ausgeschlossen wurde [148, 149].

Durch eine Kombination dieser verbesserten Quanten-Monte-Carlo-Methoden und konti-
nuierlichen unitéren Transformationen, wurde das Phasendiagramm ermittelt, welches aus
einem Halbmetall, einer magnetisch geordneten Néelphase sowie einem Valenzbondkristall
und einem Bandisolator besteht, wobei die beiden letzteren adiabatisch miteinander ver-
kniipft sind. Der Zusammenbruch des Halbmetalls fiihrt tiblicherweise zur antiferromagne-
tischen Néelordnung, selbst wenn ein Valenzbondkristall bei grofen Kopplungen vorliegt.

Die kontinuierlichen unitéren Transformationen wurden mit den in dieser Arbeit vorgestell-
ten Methoden fiir Linked-Cluster Entwicklungen (siche Kapitel 2) durchgefiihrt, wiahrend
die Quanten-Monte-Carlo-Daten von Fakher Assaad an der Universitdt Wiirzburg berech-
net wurden [40]. Dabei fand fiir die kontinuierlichen unitaren Transformationen ein zweisch-
rittiges Verfahren Anwendung. Zuerst wurde mittels graphenbasierter kontinuierlicher uni-
tarer Transformationen [103, 104| ein effektives Niederenergiemodell fiir die Mottphase des
Hubbardmodells abgeleitet. Dieses nichtperturbative Verfahren trennt die Spin- und La-
dungsfreiheitsgrade voneinander, woraus ein effektives Spinmodell resultiert. Es konnte fiir
die grofsten Graphen aus acht Gitterplétzen, oder grofe Hiipfamplituden, festgestellt wer-
den, dass die Transformation problematisch wird, sobald diese beiden Freiheitsgrade mit-
einander iiberlappen. Dennoch sollten sich in diesem Bereich die untersten Energieniveaus
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noch durch Spinzusténde beschreiben lassen. Es ware deshalb ein faszinierendes, wenn auch
anspruchsvolles, Unterfangen den Generator der kontinuierlichen unitéren Transformatio-
nen zu verbessern, sodass die Separation der Spin- und Ladungsfreiheitsgrade fiir diesen
Bereich weiterhin durchgefiihrt werden kann. Ein erster Schritt in diese Richtung wurde
bereits fiir Systeme durchgefiihrt, bei denen die fehlende Translationssymmetrie auf ein-
zelnen Graphen zu Matrixelementen zwischen energetisch iiberlappenden Zusténden fiihrt,
welche die Durchfithrung der konventionellen kontinuierlichen unitdren Transformationen
erschweren, aber mit einem verbesserten Generator behandelt werden kénnen [104].

Der zweite Schritt bestand aus der Berechnung der Eintriplonliicke in der Valenzbondkris-
tallphase durch perturbative kontinuierliche Transformationen [112-114] um den Grenz-
fall isolierter Dimere. Dazu wurde das mit den graphenbasierten kontinuierlichen unitéren
Transformationen abgeleitete effektive Spinmodell auf die Terme eingeschrankt, welche auf
einzelnen Quadraten definiert sind. In dem resultierenden Modell sind dann nur noch Zwei-
und Vierspinkopplungen enthalten. Ausgehend vom Starkkopplungslimes und dem Valenz-
bondkristall kann dann die Eintriplondispersion bestimmt werden, woraus sich direkt die
Eintriplonliicke ergibt. Triplonen sind dabei die elementaren Anregungen des Valenzbond-
kristalls [115]. Mit diesem Verfahren kann somit festgestellt werden, wann der Valenz-
bondkristall zusammenbricht und sich eine Néel-geordnete Phase ausbildet. Dort wo ein
Vergleich mit Quanten-Monte-Carlo-Daten durchgefiihrt wurde, stimmten die mit konti-
nuierlichen unitdren Transformationen und Quanten-Monte-Carlo ermittelten Ergebnisse
quantitativ iiberein. Interessanterweise ist selbst in dem Parameterbereich in dem das ef-
fektive Modell gut konvergiert zu sein scheint, eine verniinftige Bestimmung des kritischen
Exponenten der Triplonliicke schwierig. Dies ldsst sich vermutlich darauf zurtickfiihren,
dass andere Kopplungen, wie z.B. Sechsspinterme, einen grofteren Einfluss in diesem Pa-
rameterbereich besitzen. In zukiinftigen Studien kann der Einfluss dieser Terme weiter
untersucht werden. Dabei sollte vor allem versucht werden héhere Stérungsordnungen zu
erreichen, indem Graphenentwicklungen auf ,weifien” Graphen [124] durchgefithrt werden.
Dadurch kénnen die in dieser Arbeit erreichten Stérungsordnungen von 5 bzw. 6 erhéht
werden und die Ergebnisse der perturbativen kontinuierlichen unitéren Transformationen
sollten eine quantitative Verbesserung erfahren.

Insgesamt widerlegen die Ergebnisse dieser Arbeit die Anwesenheit einer nichtmagnetischen
isolierenden Zwischenphase innerhalb des Mottisolators fiir das w-Fluss Quadratgitter, wie
sie in Referenz 110 vorgeschlagen wurde.

Hubbardmodell auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter

Das halbgefiillte Hubbardmodell auf dem isotropen Dreiecksgitter besitzt bei Tempera-
tur T" = 0 vermutlich eine Spinfliissigkeitsphase innerhalb des Mottisolators, welche durch
Phaseniibergénge erster Ordnung von einer antiferromagnetisch geordneten Néelphase und
einem Halbmetall getrennt ist [38, 45-50]. Dabei kann die Spinfliissigkeitsphase durch ein
effektives Spinmodell verstanden werden, bei dem die Ringaustauschterme (Vierspinwech-
selwirkungen) den relevanten Beitrag fiir die Ausbildung dieser nichtmagnetischen Phase
darstellen [38].
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Fiir das Hubbardmodell auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter wurde mittels variationeller Clus-
terndherung ebenfalls die Existenz einer nichtmagnetischen Zwischenphase innerhalb des
Mottisolators vorgeschlagen [51]. Im Unterschied zum isotropen Dreiecksgitter suggerieren
die Ergebnisse der variationellen Clusterndherung jedoch Phaseniibergéinge zweiter Ord-
nung zum Halbmetall und dem Antiferromagneten [51|. Dennoch sollte eine Beschreibung
durch ein effektives Spinmodell moglich sein und es wird erwartet, dass auch hier die Vier-
spinterme mafigeblichen Einfluss auf die Ausbildung der Spinfliissigkeitsphase haben.

Dieses Szenario wurde in Kapitel 4.2 untersucht, indem mit einer perturbativen Linked-
Cluster Entwicklung ein effektives Spinmodell fiir das halbgefiillte Hubbardmodell auf dem
m-Fluss Dreiecksgitter abgeleitet wurde. Das Modell wurde —im Gegensatz zu Referenz 51 —
bis Ordnung 6 abgeleitet. Zuerst sollte allerdings tiberpriift werden, ob bereits das effek-
tive Spinmodell in Ordnung 4 Anzeichen fiir die Existenz einer Zwischenphase innerhalb
des Mottisolators aufweist. Dazu wurde die in Kapitel 3 eingefiihrte Methode zur exak-
ten Diagonalisierung verwendet, doch es konnten in den betrachteten Symmetriesektoren
keine Anzeichen auf einen Phasentibergang festgestellt werden. Die Untersuchung eines Hei-
senbergmodells mit zusétzlichen Vierspintermen lieferte ebenfalls keine Indizien fiir einen
Ubergang.

Fiir das Heisenbergmodell mit weiteren Ubernichstnachbarkopplungen (Ji-J Modell) ist
bereits bekannt, dass die Néelordnung mit wachsender Stirke der Ubernichstnachbar-
kopplung Js zusammenbricht und sehr wahrscheinlich in eine Spinfliissigkeitsphase iiber-
geht [52-57]. Diese Wechselwirkung zwischen {ibernéchsten Nachbarn ist im effektiven
Spinmodell des Hubbardmodells auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter auch vorhanden und sogar
dreimal so grof wie fiir das isotrope Dreiecksgitter. Entsprechend kénnte diese Wechselwir-
kung fiir die Ausbildung der vorgeschlagenen Spinfliissigkeitsphase im Hubbardmodell auf
dem w-Fluss Dreiecksgitter verantwortlich sein. Eine Analyse der entsprechenden Kopp-
lungswerte zeigt aber, dass die Vierspinterme die Ausbildung der Spinfliissigkeitsphase
unterstiitzen sollten, damit die mit der variationellen Clusterndherung gefundenen Werte
fiir den Ubergang plausibel sind.

Mit exakter Diagonalisierung wurde das Energiespektrum des Ji-Jo Modell ermittelt, wo-
durch die Ergebnisse aus Referenz 57 reproduziert wurden. Es konnten ebenfalls Charak-
teristika im Energiespektrum identifiziert werden, welche als Indizien fiir mégliche Phasen-
iibergénge fungieren konnten. Interessanterweise fiihrt eine Erweiterung des Ji-Jo Modell
um die Vierspinwechselwirkungen dazu, dass diese Charakteristika verschwinden. Damit
wird die Argumentation gestiitzt, dass die Vierspinterme auf dem 7-Fluss Quadratgitter —
im Unterschied zum isotropen Dreiecksgitter — die Néelphase stabilisieren.

Samtliche Resultate fiir die (effektiven) Spinmodelle auf dem m-Fluss Dreiecksgitter deu-
ten darauf hin, dass keine Zwischenphase innerhalb des Mottisolators existiert. Sollten die
durch die variationelle Clusterniherung suggerierten Ubergiinge jedoch zweiter Ordnung
sein, so ist eine Detektion dieser auch schwieriger als bei den Ubergingen erster Ordnung
des isotropen Dreiecksgitters. Dementsprechend sind weitere Untersuchungen notwendig,
um die Existenz einer Quantenspinfliissigkeit im Hubbardmodell auf dem 7-Fluss Dreiecks-
gitter zu klaren. Dabei sollte auch der Einfluss von Sechsspintermen analysiert sowie das
Anregungsspektrum genauer untersucht werden. Im Endeffekt konnte diese Phase auch gar
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nicht existent sein und die mit der variationellen Clusterndherung gefundenen Hinweise,
konnten sich auf Artefakte der Methode zuriickfiihren lassen.

Nichtperturbative Linked-Cluster Entwicklungen fiir Quantenspinmodelle

In Kapitel 2.2.1 wurde ein generisches Schema vorgestellt, um nichtperturbative Linked-
Cluster Entwicklungen fiir langreichweitig geordnete Quantenphasen durchzufiihren. Die
Grundidee basiert darauf, dass die langreichweitige Ordnung auf den einzelnen Graphen
wahrend der exakten Diagonalisierung beriicksichtigt wird und die Graphen somit als Teil
der langreichweitigen Quantenordnung betrachtet werden [108, 109]. Jeder Graph trigt
dann die auf ihm stattfindenden Fluktuationen, unter Beriicksichtigung der ihn umgeben-
den Ordnung, bei. Erreicht wird dies, indem der Graph um Randkopplungen zu einem
statischen geordneten Referenzzustand erweitert wird. Diese Randkopplungen resultieren
dann in Randfeldern auf den Graphen, welche die mit der Ordnung assoziierte Symmetrie
brechen. Auf diese Weise wird die Berechnung auf jedem Graphen beziiglich der richtigen
Quantenordnung durchgefiithrt. Wichtig ist, dass die Randfelder nur einen subextensiven
Beitrag zur Grundzustandsenergie liefern, da sie mit dem Umfang der Graphen skalie-
ren. Fiir beliebig grofte Entwicklungsordnungen sollten die Randfelder also keinen Einfluss
haben. Praktische Berechnungen sind von diesem Grenzfall jedoch weit entfernt, sodass
die Randfeldstérke als variable Grofe angenommen wird. Um den optimalen Wert fiir die
Randfeldstéarke zu finden, wurden zwei verschiedene Verfahren vorgestellt. Zum einen die
Fixpunktmethode, welche die Randfeldstérke selbstkonsistent iiber den Ordnungsparame-
ter bestimmt und zum anderen die Minimumsmethode, welche den Wert fiir die Rand-
feldstéarke verwendet, bei dem die Grundzustandsenergie minimal von den Randfeldern
abhéngt.

Diese Methode wurde in Kapitel 5 fiir zwei verschiedene Arten von geordneten Phasen ange-
wendet. Als erstes wurden langreichweitig magnetisch geordnete Quantenphasen betrachtet
(siehe Kapitel 5.1), bei denen eine endliche Untergittermagnetisierung vorliegt. Betrachtet
wurde dazu das Heisenbergmodell auf dem Quadrat- und Dreiecksgitter fiir sowohl Spin-1/2
als auch Spin-1 bei Temperatur 7' = 0. Fiir die nichtperturbativen Linked-Cluster Entwick-
lungen wurden insgesamt vier verschiedene Graphenentwicklungen angewendet: Eine volle
Graphenentwicklung, eine Rechteckentwicklung, die sogenannte arithmetische Entwicklung
und eine Quadratentwicklung. Weiterhin wurden zwei verschiedene Skalierungsgesetze ver-
wendet, um Extrapolationen zu unendlichen Ordnungen durchzufiihren.

Bei der vollen Graphenentwicklung werden alle Graphen mit einer maximalen Anzahl an
Knoten betrachtet. Dadurch wéchst die Anzahl an Graphen dufserst schnell und es wurden
in dieser Arbeit nicht besonders grofse Ordnungen erreicht. Es ist bisher nicht gelungen
eine typische Léangenskala zu definieren, sodass Skalierungen zu unendlichen Ordnungen
problematisch sind. Fiir die Rechteckentwicklung werden nur rechteckige Cluster mit ei-
ner maximalen Knotenanzahl betrachtet. Dadurch wéchst die Anzahl an Graphen sehr
langsam und es kann eine typische Langenskala definiert werden [108], aber die groften
Graphen beinhalten stets lineare Ketten. Die betrachtete physikalische Grofse zeigt in den
Ordnungen in denen nur ein Kettengraph hinzukommt, fast keine Verédnderung, da der
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Beitrag der Kettengraphen in zwei Dimensionen extrem schnell abfillt. Folglich entste-
hen Plateaus und die Daten der nichtperturbativen Linked-Cluster Entwicklung zeigen
kein glattes Konvergenzverhalten, wodurch eine wohldefinierte Skalierung erschwert wird.
Diese Probleme werden durch die arithmetische Graphenentwicklung und die Quadrat-
entwicklung behoben, da hier quadratische Cluster die Ordnungen definieren. Wahrend
in der arithmetischen Entwicklung die Entwicklungsordnung iiber die Manhattan-Distanz
der rechteckigen Cluster definiert wird, so werden die Cluster in der Quadratentwicklung
durch ihre maximale Ausdehnung in z- und y-Richtung begrenzt.

Zum Testen der Methode und der verschiedenen Entwicklungen wurde das Spin-1/2 Hei-
senbergmodell auf dem Quadratgitter gewéhlt. Berechnet wurden Grundzustandsenergien
und Untergittermagnetisierungen mit beiden vorgestellten Verfahren zur Bestimmung der
Randfeldstérke. Dabei sind die skalierten Werte beider Verfahren fiir die arithmetische Gra-
phenentwicklung und Quadratentwicklung quantitativ mit Quanten-Monte-Carlo-Daten
vergleichbar. Interessant ist, dass die Quadratentwicklung fiir das Spin-1/2 Heisenberg-
modell auf dem frustrierten Dreiecksgitter besser — in dem Sinne, dass kein Paritétseffekt
vorhanden ist und so mehr Datenpunkte fiir die Skalierungen zur Verfiigung stehen —
funktioniert als fiir das Quadratgitter. Es wére ein sinnvolles Unterfangen eine verbesser-
te Graphenentwicklung fiir das Quadratgitter zu finden, bei der kein Paritédtseffekt mehr
vorhanden ist. Auf dem Dreiecksgitter versagt die arithmetische Entwicklung hingegen
vollkommen fiir die Berechnung der Untergittermagnetisierung. Generell scheint sich die
Skalierung fiir die arithmetische Entwicklung komplizierter zu gestalten. Dies kénnte dar-
auf zuriickzufiihren sein, dass verschiedene Cluster derselben Entwicklungsordnung zwar
die gleiche Léngenskala, aber deutlich unterschiedliche Seitenverhéltnisse besitzen. In der
Quadratentwicklung ist dies nicht der Fall und jede Entwicklungsordnung wird klar von
dem grofiten quadratischen Cluster dieser Ordnung dominiert. Fir die Spin-1 Modelle
konnen aufgrund der grofseren lokalen Hilbertrdume nicht so hohe Entwicklungsordnungen
erreicht werden, aber auch hier werden sehr gute Ergebnisse erzielt. Bemerkenswert ist,
dass fiir die betrachteten Modelle eine normale nichtperturbative Linked-Cluster Entwick-
lung ohne Randfelder divergiert. Dies ist auf die unendliche Korrelationsldnge in Folge der
verschwindenden Energieliicke zuriickzufiihren. Die Randfelder verbessern entsprechend
nicht nur die nichtperturbative Linked-Cluster Entwicklung, sondern sind notwendig, da-
mit iiberhaupt konvergierende Resultate erzielt werden konnen.

Die zweite Klasse von Quantenphasen fiir die nichtperturbative Linked-Cluster Entwick-
lungen mit Randfeldern angewendet wurden (siehe Kapitel 5.2), besteht aus nichtma-
gnetischen Valenzbondkristallen, welche die Translationssymmetrie des Gitters brechen.
Fiir das Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter liegt eine Trimerisierung vor, bei
der drei Spin-1 zu einem Singulett koppeln und dadurch die Symmetrie der hoch- und
runter-Dreiecke des Kagomegitters gebrochen wird [69-74]. Als Ausgangspunkt fiir eine
Graphenentwicklung bietet sich deshalb der trimerisierte Limes an, in dem ein Parameter
A eingefiihrt wird, welcher zwischen dem Grenzfall isolierter hoch-Dreiecke (oder alterna-
tiv runter-Dreiecke) und dem isotropen Kagomegitter interpoliert. Die Dreiecke sind dann
die elementaren Bausteine fiir eine volle Graphenentwicklung. Im Gegensatz zu den vor-
her betrachteten langreichweitig magnetisch geordneten Systemen besitzt der trimerisierte
Grundzustand des Spin-1 Kagomegitters eine endliche Korrelationsldnge und die nicht-
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perturbative Linked-Cluster Entwicklung konvergiert fiir alle Werte von A auch ohne die
Einfiihrung von Randfeldern. Jedoch zeigt sich ein nichtmonotones Konvergenzverhalten,
welches auf einen Quantenphaseniibergang der unfrustrierten eindimensionalen Dreiecks-
kette zuriickgefithrt werden kann [74]. Diese Kette ist némlich ein Teilsystem des Kago-
megitters und in Form von Kettengraphen vorhanden. Ahnlich wie bei den magnetisch
geordneten Phasen spiiren diese Kettengraphen nichts von der vorgegebenen Ordnung und
sie verhalten sich geméf der Physik der eindimensionalen Dreieckskette auf der ein Quan-
tenphaseniibergang stattfindet. Der quantenkritische Punkt fiihrt dann zu einem algebrai-
schen Konvergenzverhalten, wihrend der Einbettungsfaktor weiter exponentiell ansteigt
und es entsteht eine Divergenz in dieser Teilmenge von Graphen. Eine solche Divergenz
muss von den anderen Graphen kompensiert werden, damit ein physikalisch sinnvolles Fr-
gebnis entsteht. Da die Sequenz der Entwicklung trunkiert wird, ist dies eine sehr subtile
Angelegenheit und die Reihen der nichtperturbativen Linked-Cluster Entwicklung kénnen
ein nichtmonotones Konvergenzverhalten aufweisen. Wahrscheinlich ist das Auftreten von
Divergenzen in unfrustrierten Teilsystemen ein allgemeines Merkmal von solchen Entwick-
lungen fiir frustrierte Systeme bei Anwendung einer voller Graphenentwicklung.

Es wurde deshalb eine reorganisierte Graphenentwicklung durchgefiihrt, bei der in deutlich
symmetrischeren Graphen — &dhnlich der Rechteck- und Quadratentwicklung — entwickelt
wurde. Dadurch wird das divergierende Teilsystem aus der Entwicklung entfernt und das
Konvergenzverhalten wird enorm verbessert, indem die Daten nun schneller und monoton
zum Ergebnis aus iPEPS-Rechnungen (iPEPS steht fiir engl. infinite projected entangled
pair states) konvergieren. Nichtsdestotrotz lassen sich im Bereich des quantenkritischen
Punktes der Dreieckskette stirkere Abweichungen vom iPEPS-Resultat feststellen.

Eine Anwendung der nichtperturbativen Linked-Cluster Entwicklungen mit Randfeldern
fiir die volle Graphenentwicklung (bezogen auf die elementaren Dreiecke der Entwicklung)
behebt auch diese Abweichungen und die Ergebnisse weisen entlang der kompletten A-Achse
eine nahezu konstante Abweichung vom iPEPS-Resultat auf. Interessanterweise wurde ein
heuristisches Skalierungsgesetz gefunden, welches es ermdéglicht die Daten der vollen Gra-
phenentwicklung zu unendlichen Ordnungen zu extrapolieren. Extrapolationen kdnnen also
auch fiir volle Graphenentwicklungen von Nutzen sein und es wére erstrebenswert Skalie-
rungsgesetze fiir die volle Graphenentwicklung der langreichweitig magnetisch geordneten
Quantenphasen zu finden.

Generell konnte durch Erweiterung der nichtperturbativen Linked-Cluster Entwicklungen
mit Randfeldern ein Schema vorgestellt werden, welches es ermdglicht Entwicklungen um
geordnete Phasen durchzufiihren. Dies gelingt sogar bei Systemen mit einer unendlichen
Korrelationsldnge, da den Graphen ein Referenzzustand vorgegeben wird, wodurch die
auf den Graphen stattfindenden Fluktuationen als Teil der geordneten Phase angesehen
werden. Nichtperturbative Linked-Cluster Entwicklungen wurden auch fiir Nichtgleichge-
wichtssysteme durchgefiihrt [180-182] und es konnte gezeigt werden, dass Randfelder auch
hier zu einer deutlichen Verbesserung der Resultate fithren, indem — analog zum trimeri-
sierten Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter — die unterschiedliche Kritikalitat
von eindimensionalen Teilsystemen unterdriickt wird [182].

Fiir zukiinftige Arbeiten stehen viele Ankniipfungspunkte bereit, welche die nichtpertur-
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bativen Linked-Cluster Entwicklungen mit Randfeldern erweitern. So wire es in erster
Linie spannend andere numerische Techniken zu verwenden, um grofsere offene Cluster
betrachten zu konnen. Dadurch wiirde die Qualitdt der Skalierungen deutlich verbessert
werden, wodurch deutlich prazisere Ergebnisse erzielt werden kénnen. Mogliche Techniken
wéren in diesem Zusammenhang kontinuierliche unitére Transformationen [103, 104], oder
auf Tensornetzwerken basierende Methoden wie beispielsweise Dichtematrixrenormalisie-
rungsgruppen [107]. Die Ableitung von Skalierungsgesetzen aus grundlegenden Prinzipien
fiir nichtperturbative Linked-Cluster Entwicklungen ist bisher noch nicht gelungen und es
wére sehr erstrebenswert dies zu erreichen, stellt aber auch eine immense Herausforderung
dar. Weiterhin sollten die nichtperturbativen Linked-Cluster Entwicklungen mit Randfel-
dern auf Systeme angewendet werden, bei denen mehrere Quantenphasen miteinander kon-
kurrieren. Ein Vergleich der entsprechenden Energien und deren Konvergenzverhalten kann
dann genutzt werden, um das Grundzustandsphasendiagramm zu ermitteln. Abschliefsend
ware es eine dufserst spannende Fragestellung, ob die Produktdarstellung des Referenzzu-
stands durch einen verschrankten Zustand, z.B. mittels Tensornetzwerken, ersetzt werden
kann. Dies wiirde es vielleicht ermoglichen auch exotische quantenungeordnete Phasen mit
nichtperturbativen Linked-Cluster Entwicklungen zu behandeln.
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Anhang A
Graphen-Algorithmen

In diesem Anhang werden Algorithmen zur Graphenerzeugung, -subtraktion und -einbettung
vorgestellt. Die hier vorgestellten Algorithmen sollen lediglich die Grundidee widerspiegeln,
mit der die Graphen in dieser Arbeit behandelt wurden. Ziel dieses Anhangs ist es, die Al-
gorithmen so darzustellen, dass sie einen verstandlichen Einblick in ihre Funktionsweise
geben. Die tatséchlichen Implementierungen in C++ weichen demzufolge von den hier
dargestellten Algorithmen ab, kénnen aber der beigefiigten CD entnommen werden.

A.1 Algorithmus zur Graphengenerierung

Das kanonische Summationsschema betrachtet sémtliche Graphen, welche maximal Npax
Knoten (Gitterplatzen) oder Verbindungen (Kopplungen) besitzen. In diesem Unterkapi-
tel wird ein einfacher Algorithmus vorgestellt, welcher dazu verwendet werden kann, alle
zusammenhéngenden, topologisch indquivalenten Graphen mit maximal Ny, Knoten zu
erzeugen. Ein Algorithmus der alle Graphen mit einer gewissen Maximalanzahl an Verbin-
dungen generiert, erfordert eine entsprechende Modifikation. Alternativ kénnen nach Ab-
schluss des Algorithmus auch alle Graphen ignoriert werden, welche zu viele Verbindungen
aufweisen, da bei zusammenhéngenden Graphen die Anzahl an Verbindungen mindestens
so grok wie die um Eins reduzierte Anzahl an Knoten ist.

Der Ausgangspunkt fiir die Graphengenerierung ist der Graph G;, welcher aus nur einem
einzelnen Knoten besteht, und die Menge G = {G;}. Dann kann folgender Algorithmus
verwendet werden, um alle Graphen mit maximal Ny, Knoten zu erzeugen:

1: for G = (V,E) € G do > Iteriere iiber alle Graphen in G
2: for v e V do > Iteriere iiber alle Knoten von G
3: fort € T do > Iteriere iiber alle moglichen Kopplungstypen
4: for v € V' # v do > Iteriere iiber alle Knoten v' # v von G
5: if (v,0',t') ¢ E then > Sind v und v’ gekoppelt? (¢’ beliebig)
6: E' «— EU{(vt)} > Verbinde v und v mit Kopplung ¢
7 if ¢ ungerichtet then > Ist ¢ ungerichtet auf dem Gitter?
8: E' « E'U{(vwit)} > Fiige inverse Kopplung hinzu
9: end if
10: G + (V.E") > Erzeuge neuen Graph G’
11: if G’ einbettbar auf das Gitter £ then
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12: if G’ top. indquiv. zu allen Graphen aus G then

13: G+ GU{d'} > Fiige G’ zur Menge G hinzu
14: end if

15: end if

16: end if

17: end for

18: if |V| < Npax then > Besitzt G weniger Knoten als Npay?
19: V'« VU{v} > Erzeuge neuen Knoten v’
20: E' + EU{(v2't)} > Verbinde v und v" mit Kopplung ¢
21: if ¢ ungerichtet then > Ist ¢ ungerichtet auf dem Gitter?
22: E «— EF U{( wt)} > Fiige inverse Kopplung hinzu
23: end if

24: G + (V',E') > Erzeuge neuen Graph G’
25: if G’ einbettbar auf das Gitter £ then

26: if G’ top. indquiv. zu allen Graphen aus G then

27: G+ GU{d'} > Fiige G’ zur Menge G hinzu
28: end if

29: end if

30: end if

31: end for

32: end for

33: end for .

Der Algorithmus iteriert iiber alle Graphen aus G und fiigt solange Verbindungen und Kno-
ten hinzu, bis alle auf das Gitter einbettbaren Graphen mit maximal Ny, Gitterplatzen
erzeugt werden.

Die entscheidende Information iiber das Gitter £ flielt — neben der Definition der Kopp-
lungsmenge T' — iiber die Einbettbarkeit (Zeilen 11 und 25 in obigem Algorithmus) ein. Im
Folgenden wird ein Algorithmus beschrieben, welcher priift, ob ein Graph G auf das Gitter
L eingebettet werden kann und gleichzeitig den Einbettungsfaktor ug bestimmt.

A.2 Algorithmus zur Grapheneinbettung

Ausgangspunkt, um alle Einbettungen eines Graphen G = (V,E) zu bestimmen, ist der
sogenannte Mastercluster Gy = (Var,Ea). Dieser Graph muss grof genug sein, sodass
ausgehend von einem Knoten a € V1 alle einzubettenden Graphen auf den Masterclus-
ter passen. Im Algorithmus werden die Knoten des Masterclusters mit den Knoten des
Graphen identifiziert. Dabei gibt es im Allgemeinen mehrere Méglichkeiten, welche genau
den Einbettungen von G auf Gy; entsprechen, da die Einbettung des Graphen G dadurch
beschrieben werden kann, welche Knoten aus dem Mastercluster den Knoten von G ent-
sprechen.

Der Algorithmus findet in einem ersten Schritt alle Knotenidentifizierungen, bei denen der
Anfangsknoten a € V31 enthalten ist. Dabei wird nicht beachtet, ob diese Identifizierung
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tatséchlich eine erlaubte Einbettung darstellt. Mit N als Anzahl der Knoten von G nimmt
der erste Teil des Algorithmus die folgende Form an:

1: Starte mit der Menge S = () der Knotenidentifizierungen

2: for i€V do

3: s=1(s1,...,sn) = (—1,...,—1) > Erzeuge Tupel der identifizierten Knoten und
assoziiere —1 mit nicht identifiziert

4: si=a > Setze aktuellen Gitterplatz auf den Anfangsknoten

5: Fiige s der Menge S hinzu

6: for s € S do

7 fori=1,...,N do

8: if s; # —1 then

9: for j € V mit (i,5,t) € E do

10: if s; # —1 then

11: for b € V) mit (s;,b,t) € Ey do

12: if Falls b noch nicht im Tupel s vorkommt then

13: s=s

14: S;- =b

15: Fiige s’ der Menge S hinzu

16: end if

17: end for

18: end if

19: end for

20: end if

21: end for

22: end for

23: end for

24: Entferne alle Tupel aus S, welche noch Eintrage enthalten die —1 sind.

Obiger Teil des Algorithmus liefert eine Menge S, welche alle Identifikationen von Knoten
des Graphen G enthélt. Im Allgemeinen sind aber Identifikationen enthalten, welche einen
Graphen darstellen, der kein Untergraph von Gy ist. In einem zweiten Schritt wird deshalb
iiberpriift, welche Knotenidentifikationen erlaubt sind:

1: for s € S do

2: Weise allen Knoten ¢ € V' die Identifizierung s; zu, um den beschrifteten Graphen

Giq zu erhalten.

3: if Giq ¢ Gy then Entferne s aus S.

4: end if

5: end for

Die Menge S enthélt nun alle Einbettungen von G auf Gy inklusive der entsprechenden
Knotenidentifizierungen.
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A.3 Algorithmus zur Graphensubtraktion

Fiir die Berechnung der reduzierten Beitrége (siehe Definition 10 in Kapitel 2.1.1) miissen
alle Untergraphen (Definition 9) des Graphen G abgezogen werden. Da alle topologisch
dquivalenten (Definition 7) Graphen G’ denselben Beitrag PY" zu einer physikalischen Grofe
P liefern, reicht es P9 auf einem dieser Graphen zu berechnen und diesen Beitrag dann
entsprechend der Anzahl v aller topologisch dquivalenten Untergraphen von G abzuziehen.
Die Bestimmung von v gestaltet sich entsprechend einfach, da nur die kanonische Graphzahl
aller Untergraphen bestimmt werden muss.

Ausgehend von einer schnittstabilen Menge G = {G1,Go, . ..,G,} von n topologisch indqui-
valenten (beschrifteten) Graphen, kann der Subtraktionsfaktor 1/;, welcher angibt wie viele
zum Graphen G; topologisch dquivalente Untergraphen in G; enthalten sind, mit folgendem
Algorithmus bestimmt werden:

1: 1/;'. + 0 fiir alle 4,5

2: fori=1,...,ndo > Iteriere iiber alle Graphen in G
3: for G C G; do > Iteriere iiber alle Untergraphen von G;
4 Bestimme die kanonische Graphzahl zfan von G

5 Finde G; aus G mit zfan = zf;n

6: y;- — 1/;- +1 > Erhohe Subtraktionsfaktor
7 end for

8: end for

Fiir die Berechnung von effektiven Modellen ist es zuséatzlich noch wichtig zu wissen, welche
Knoten des Graphen G; den Knoten von G; entsprechen. Dazu muss lediglich die Beschrif-
tung des Untergraphen G C G; mit der Beschriftung von G; verglichen werden, um die
zueinander korrespondierenden Knoten zu identifizieren.
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Anhang B

Weiterfithrende Abbildungen

In diesem Anhang werden weiterfiihrende Abbildungen zu den in Kapitel 4 und 5 darge-
stellten Ergebnissen présentiert. Fiir eine detaillierte Erklarung der Abbildungen sei an
dieser Stelle auf die Beschreibungen des jeweiligen Kapitels verwiesen.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen

B.1 Hubbardmodell auf dem 7-Fluss Dreiecksgitter

(a) Cluster mit 18 Gitterplatzen
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Abbildung B.1: Spinstrukturfaktor S**(q) des Grundzustandes fiir das Ji-J; Modell auf dem
Dreiecksgitter fiir die Cluster mit (a) 18 und (b) 24 Gitterplitzen. Werte von S*?(q), welche fiir
verschiedene g bis auf 0.001 gleich sind, sind zusammengefasst.

152



B.1 Hubbardmodell auf dem w-Fluss Dreiecksgitter

(a) Cluster mit 30 Gitterplatzen
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Abbildung B.2: Spinstrukturfaktor S*?(q) des Grundzustandes fir das J1-J4 Modell auf dem
Dreiecksgitter fiir die Cluster mit (a) 30 und (b) 36 Gitterpldtzen. Werte von S**(q), welche fiir
verschiedene g bis auf 0.001 gleich sind, sind zusammengefasst.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen

B.2 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter
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Abbildung B.3: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz eg/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung myg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstarke K/J fir A = 0.2 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Qua-
dratgitter. Die horizontale schwarze Linie ist der nichtextrapolierte durch Reihenentwicklung (SE)
bis Ordnung 14 bestimmte Wert [118, 169, 170]. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind
Hilfslinien.
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B.2 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter
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Abbildung B.4: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustandsener-
gie pro Gitterplatz eg/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des Spin-
1/2 XXZ-Modells auf dem Quadratgitter in Abhéngigkeit von 1/l fiir A = 0.2. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eq/J sowie mg und die schwarzen Rauten stellen die durch Reihenentwicklung (SE) bis
Ordnung 14 bestimmten Werte [118, 169, 170] dar. Die roten und cyanfarbenen Linien gehoren zu
den entsprechenden Skalierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode.
Durchgezogene Linien sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte Linien von Typ

(ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.5: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fir A = 0.4 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Qua-
dratgitter. Die horizontale schwarze Linie ist der nichtextrapolierte durch Reihenentwicklung (SE)
bis Ordnung 14 bestimmte Wert [118, 169, 170]. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind
Hilfslinien.
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B.2 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter
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Abbildung B.6: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustandsener-
gie pro Gitterplatz eg/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des Spin-
1/2 XXZ-Modells auf dem Quadratgitter in Abhéngigkeit von 1/l fiir A = 0.4. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie mg und die schwarzen Rauten stellen die nichtextrapolierten durch Reihenent-
wicklung (SE) bis Ordnung 14 bestimmten Werte [118, 169, 170] dar. Die roten und cyanfarbenen
Linien gehdéren zu den entsprechenden Skalierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Mi-
nimumsmethode. Durchgezogene Linien sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte
Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.7: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fir A = 0.6 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Qua-
dratgitter. Die horizontale schwarze Linie ist der nichtextrapolierte durch Reihenentwicklung (SE)
bis Ordnung 14 bestimmte Wert [118, 169, 170]. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind
Hilfslinien.
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B.2 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter
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Abbildung B.8: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustandsener-
gie pro Gitterplatz eg/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des Spin-
1/2 XXZ-Modells auf dem Quadratgitter in Abhéngigkeit von 1/l fiir A = 0.6. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie mg und die schwarzen Rauten stellen die nichtextrapolierten durch Reihenent-
wicklung (SE) bis Ordnung 14 bestimmten Werte [118, 169, 170] dar. Die roten und cyanfarbenen
Linien gehdéren zu den entsprechenden Skalierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Mi-
nimumsmethode. Durchgezogene Linien sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte
Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen

(a) —0.600

—0.605

0.50

0.50

~
§ —0.610
2
—0.615 .3
—e— Ord. 4
—o— Ord. 5
— SE
—0.620 l l l l l I
0.10 015 020 025 030 0.35 040 0.45
K/J
(b)  0.425 : :
0.420 >
W
£ 0415 | -
—e— Ord. 2
0.410 —e— Ord. 3
—eo— Ord. 4
—o— QOrd. 5
— SE
0405 1 1 1 1 1
0.10 0.15 020 025 030 035 040 0.45
K/J

Abbildung B.9: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fir A = 0.8 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Qua-
dratgitter. Die horizontale schwarze Linie ist der nichtextrapolierte durch Reihenentwicklung (SE)
bis Ordnung 14 bestimmte Wert [118, 169, 170]. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind

Hilfslinien.
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B.2 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter
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Abbildung B.10: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Quadratgitter in Abhéngigkeit von 1/1 fiir A = 0.8. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie mg und die schwarzen Rauten stellen die nichtextrapolierten durch Reihenent-
wicklung (SE) bis Ordnung 14 bestimmten Werte [118, 169, 170] dar. Die roten und cyanfarbenen
Linien gehéren zu den entsprechenden Skalierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Mi-
nimumsmethode. Durchgezogene Linien sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte
Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.11: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/.J fiir A = 0.85 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Qua-
dratgitter. Die horizontale schwarze Linie ist der nichtextrapolierte durch Reihenentwicklung (SE)
bis Ordnung 14 bestimmte Wert [118, 169, 170]. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind
Hilfslinien.
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B.2 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter
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Abbildung B.12: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Quadratgitter in Abhéngigkeit von 1/ fiir A = 0.85. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie mg und die schwarzen Rauten stellen die nichtextrapolierten durch Reihenent-
wicklung (SE) bis Ordnung 14 bestimmten Werte [118, 169, 170] dar. Die roten und cyanfarbenen
Linien gehéren zu den entsprechenden Skalierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Mi-
nimumsmethode. Durchgezogene Linien sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte
Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.13: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fir A = 0.9 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Qua-
dratgitter. Die horizontale schwarze Linie ist der nichtextrapolierte durch Reihenentwicklung (SE)
bis Ordnung 14 bestimmte Wert [118, 169, 170]. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind

Hilfslinien.
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B.2 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter
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Abbildung B.14: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Quadratgitter in Abhéngigkeit von 1/1 fiir A = 0.9. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie mg und die schwarzen Rauten stellen die nichtextrapolierten durch Reihenent-
wicklung (SE) bis Ordnung 14 bestimmten Werte [118, 169, 170] dar. Die roten und cyanfarbenen
Linien gehéren zu den entsprechenden Skalierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Mi-
nimumsmethode. Durchgezogene Linien sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte
Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.15: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/.J fiir A = 0.95 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Qua-
dratgitter. Die horizontale schwarze Linie ist der nichtextrapolierte durch Reihenentwicklung (SE)
bis Ordnung 14 bestimmte Wert [118, 169, 170]. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind
Hilfslinien.
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B.2 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter
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Abbildung B.16: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Quadratgitter in Abhéngigkeit von 1/ fiir A = 0.95. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie mg und die schwarzen Rauten stellen die nichtextrapolierten durch Reihenent-
wicklung (SE) bis Ordnung 14 bestimmten Werte [118, 169, 170] dar. Die roten und cyanfarbenen
Linien gehéren zu den entsprechenden Skalierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Mi-
nimumsmethode. Durchgezogene Linien sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte
Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.17: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstidrke K/J fiir A = 1 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Qua-
dratgitter. Die horizontale schwarze Linie ist der nichtextrapolierte durch Reihenentwicklung (SE)
bis Ordnung 14 bestimmte Wert [118, 169, 170]. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind
Hilfslinien.
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B.2 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Quadratgitter
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Abbildung B.18: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Quadratgitter in Abhéngigkeit von 1/1 fiir A = 1. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie mg und die schwarzen Rauten stellen die nichtextrapolierten durch Reihenent-
wicklung (SE) bis Ordnung 14 bestimmten Werte [118, 169, 170] dar. Die roten und cyanfarbenen
Linien gehéren zu den entsprechenden Skalierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Mi-
nimumsmethode. Durchgezogene Linien sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte
Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen

B.3 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter
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Abbildung B.19: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz eg/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung myg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fiir A = 0.2 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Drei-
ecksgitter. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind Hilfslinien.
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B.3 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter
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Abbildung B.20: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Dreiecksgitter in Abhéngigkeit von 1/1 fiir A = 0.2. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie myg. Die roten und cyanfarbenen Linien gehoren zu den entsprechenden Ska-
lierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode. Durchgezogene Linien
sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.21: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fiir A = 0.4 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Drei-
ecksgitter. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind Hilfslinien.
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B.3 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter
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Abbildung B.22: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Dreiecksgitter in Abhéngigkeit von 1/1 fiir A = 0.4. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie myg. Die roten und cyanfarbenen Linien gehoren zu den entsprechenden Ska-
lierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode. Durchgezogene Linien
sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.23: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fiir A = 0.6 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Drei-
ecksgitter. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind Hilfslinien.
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B.3 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter
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Abbildung B.24: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Dreiecksgitter in Abhéngigkeit von 1/1 fiir A = 0.6. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie myg. Die roten und cyanfarbenen Linien gehoren zu den entsprechenden Ska-
lierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode. Durchgezogene Linien
sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen

(a) —0.42

—-0.43

—0.44

—0.45

eo/J

—0.46

—0.47

—0.48

—-0.49
0

0.48

0.46

0.44

mo

0.42

0.40 ¢

0.38 I I I I
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

K/J

Abbildung B.25: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fiir A = 0.8 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Drei-
ecksgitter. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind Hilfslinien.
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B.3 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter
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Abbildung B.26: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Dreiecksgitter in Abhéngigkeit von 1/1 fiir A = 0.8. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie myg. Die roten und cyanfarbenen Linien gehoren zu den entsprechenden Ska-
lierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode. Durchgezogene Linien

sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.27: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fiir A = 0.85 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Drei-
ecksgitter. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind Hilfslinien.
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B.3 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter
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Abbildung B.28: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Dreiecksgitter in Abhéngigkeit von 1/ fiir A = 0.85. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir ep/J sowie mg. Die roten und cyanfarbenen Linien gehoren zu den entsprechenden Ska-
lierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode. Durchgezogene Linien
sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.29: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fir A = 0.9 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Drei-
ecksgitter. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind Hilfslinien.
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B.3 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter
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Abbildung B.30: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Dreiecksgitter in Abhéngigkeit von 1/1 fiir A = 0.9. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir eg/J sowie myg. Die roten und cyanfarbenen Linien gehoren zu den entsprechenden Ska-
lierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode. Durchgezogene Linien
sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.31: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstirke K/J fiir A = 0.95 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Drei-
ecksgitter. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind Hilfslinien.
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B.3 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter
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Abbildung B.32: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Dreiecksgitter in Abhéngigkeit von 1/ fiir A = 0.95. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir ep/J sowie mg. Die roten und cyanfarbenen Linien gehoren zu den entsprechenden Ska-
lierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode. Durchgezogene Linien
sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.33: Durch die Quadratentwicklung mit Randfeldern bestimmte (a) Grundzustand-
senergie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierende Untergittermagnetisierung mg in
Abhéngigkeit von der Randfeldstiarke K/J fiir A = 1 des Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Dreiecks-
gitter. Die farbigen Linien zwischen den Punkten sind Hilfslinien.
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B.3 Spin-1/2 XXZ-Modell auf dem Dreiecksgitter
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Abbildung B.34: Skalierung der mittels Quadratentwicklung ermittelten (a) Grundzustands-
energie pro Gitterplatz ep/J und (b) dazu korrespondierenden Untergittermagnetisierung mg des
Spin-1/2 XXZ-Modells auf dem Dreiecksgitter in Abhéngigkeit von 1/I fiir A = 1. Rote Quadrate
und cyanfarbene Kreise représentieren die mit der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode bestimmten
Werte fiir ep/J sowie mg. Die roten und cyanfarbenen Linien gehoren zu den entsprechenden Ska-
lierungen durch Ordnung 3 und 5 der Fixpunkt- bzw. Minimumsmethode. Durchgezogene Linien
sind dabei Skalierungen vom Typ (i), wihrend gestrichelte Linien von Typ (ii) sind.
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen

B.4 Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter
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Abbildung B.35: Durch eine volle Graphenentwicklung mit Randfeldern bestimmte Grundzu-
standsenergie pro Gitterplatz eéNd‘) /J in Abhéngigkeit von der Randfeldstérke K/J fiir (a) A = 0.1
und (b) A = 0.3. Die horizontale schwarze Linie ist der iPEPS-Wert [70]. Die farbigen Linien sind
Hilfslinien. Bildeinschub: Minimale Energie in Abhéngigkeit von 1 /NC%r sowie lineare Skalierung
(orangene Linie) durch Ordnung 5 und 6. Die schwarze Raute ist der iPEPS-Wert [70].
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B.4 Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter
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Abbildung B.36: Durch eine volle Graphenentwicklung mit Randfeldern bestimmte Grundzu-
standsenergie pro Gitterplatz eON‘“) /J in Abhéngigkeit von der Randfeldstérke K/.J fiir (a) A = 0.5
und (b) A = 0.7. Die horizontale schwarze Linie ist der iPEPS-Wert [70]. Die farbigen Linien sind
Hilfslinien. Bildeinschub: Minimale Energie in Abhéngigkeit von 1 /Ngr sowie lineare Skalierung
(orangene Linie) durch Ordnung 5 und 6. Die schwarze Raute ist der iPEPS-Wert [70].
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Anhang B Weiterfiihrende Abbildungen
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Abbildung B.37: Durch eine volle Graphenentwicklung mit Randfeldern bestimmte Grundzu-
standsenergie pro Gitterplatz eéN‘“) /J in Abhéngigkeit von der Randfeldstérke K/.J fiir (a) A = 0.8
und (b) A = 0.82. Die horizontale schwarze Linie ist der iPEPS-Wert [70] (fiir A = 0.8 ist kein direk-
ter iPEPS-Wert vorhanden). Die farbigen Linien sind Hilfslinien. Bildeinschub: Minimale Energie
in Abhingigkeit von 1/N3, sowie lineare Skalierung (orangene Linie) durch Ordnung 5 und 6. Die
schwarze Raute ist der iPEPS-Wert [70].
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B.4 Spin-1 Heisenbergmodell auf dem Kagomegitter

(a) A=0.9

-
~
S
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Abbildung B.38: Durch eine volle Graphenentwicklung mit Randfeldern bestimmte Grundzu-
standsenergie pro Gitterplatz eON‘“) /J in Abhéngigkeit von der Randfeldstérke K/.J fiir (a) A = 0.9
und (b) A = 1.0. Die horizontale schwarze Linie ist der iPEPS-Wert [70]. Die farbigen Linien sind
Hilfslinien. Bildeinschub: Minimale Energie in Abhéngigkeit von 1 /Ngr sowie lineare Skalierung
(orangene Linie) durch Ordnung 5 und 6. Die schwarze Raute ist der iPEPS-Wert [70].
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Anhang C

Effektives Heisenbergmodell fir die Spin-1
Dreieckskette im dimerisierten Limes

Betrachtet werden soll ein Dimer und die beiden von diesem ausgehenden Kopplungen zu
den Spitzen der Dreiecke (siehe Abbildung C.1). Die beiden Spins an den Positionen 0 und
1 sollen nun ein Singulett

1
V3
bilden, wobei |sp,s1) die S*-Komponente s; € {—1,0, + 1} der beiden Spins bezeichnet.
Dadurch ergibt sich der Gesamtzustand

|s) = (11, —1) —10,0) + |-1,1)) (C.1)

1
|s,s92,83) = % (|1, — 1,s9,s3) — 10,0,52,83) + |—1,1,52,53)) . (C.2)

Die Stérung des Hamiltonoperators (5.35) wirkt nun auf die J-Bonds und wird, damit
direkt der verbundene Beitrag zweiter Ordnung extrahiert werden kann, durch zwei Para-
meter J; und Jy als

V =018y 85+ J51 - S5 (03)
geschrieben. Der ungestorte Anteil ist dann durch

Hy=J"> 58, (C.4)
(1,9
gegeben.

\_/

Abbildung C.1: Relevanter Graph fiir die Ableitung des effektiven Heisenbergmodells der Spin-1
Dreieckskette um die Dimerphase J/J' < 1. Die beiden Spins an den Positionen 0 und 1 bilden
ein Singulett.
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Anhang C Effektives Heisenbergmodell fiir die Spin-1 Dreieckskette im dimerisierten
Limes

Als Erstes wird die Wirkung von V' auf den Zustand |s,s2,s3) bestimmt. Um den Ausdruck
iibersichtlich zu halten, wird fiir die Zustdnde implizit angenommen, dass Zustédnde, bei
denen s; + o vorkommt, wegfallen, wenn s; + o < —1 oder s; + a > 1 ist. Dadurch ergibt
sich

J
Vv |S,82,83> = 71(|0, — 1,50 4+ 1,83> — ‘1,0,52 — 1,53> - |—1,0,82 + 1,83>

V3

+ |071>32 - 1733> =+ 82 |1a - 1752753> — 52 ‘_171152753>

J2
+ %(‘170782733 - 1> - ’071782783 - 1) - ‘07 - 1732733 + 1)
+ |*1,0,52,83 + 1> — 83 ‘1, — 1,82,83> + 83 |*1,1,82783>) . (05)

Es lasst sich leicht sehen, dass das Matrixelement

<8,8/2,8g|V|S,82,83> =0 (C6)

ergibt. Demzufolge verschwindet der Beitrag in erster Ordnung Stérungstheorie. Fiir die
zweite Ordnung wird geméaf entarteter Storungstheorie (siehe beispielsweise Referenz 33)
der Ausdruck

(s,85,55| PV SV P|s,s2,53) (C.7)

berechnet, wobei P der Projektor auf den entarteten Unterraum — also die Zustédnde
|s,52,83) — und

1-P

S=——"
Eo — Hy

ist. Um den Nenner Fy — Hgy auswerten zu konnen, miissen die Zustdnde wieder in die
Gesamtspin-Basis der Spins an den Positionen 0 und 1 umgeschrieben werden. Eine weitere
Anwendung von V und P liefert dann nach einer etwas langeren Rechnung und Beschrén-
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kung auf die Beitrage die proportional zu JiJo sind, die folgenden Matrixelemente

4 J1Jo

(s, = L= 1PVSVPls, ~ 1.~ 1) = . (C.9)
(s, — 1,0|PVSVP|s,—1,0) =0 (C.10)
4
@p,—upvsvpm,—Lmzzgfﬂé (C.11)
4
@,—LHPVSVPB,—LU::—gé#? (C.12)
40y
($,0,0|PVSVP|s, —1,1) = 3 }2 (C.13)
(s,1,— 1|PVSVP|s, — 1,1) = (C.14)
4
(s, — 1,0|PVSVP|s,0, — 1) = 3%55 (C.15)
(s,0,— 1|PVSVP|s,0,— 1) = (C.16)
4JJ
(s, — 1,1|PVSV P|s,0,0) = 3 }2 (C.17)
(s,0,0|PV SV P|s,0,0) = (C.18)
40y
(s,1, — 1|PV SV P|s,0,0) = 3 }2 (C.19)
(s,0,1/PV SV P|s,0,1) = (C.20)
4JJ
(s,1,0|PVSV P|s,0,1) = 3 }2 (C.21)
(s,— L,1|PVSVP|s,1,— 1) = (C.22)
4JJ
(s0.0[PVSVPls.1, ~1) = 5 }2 (C.23)
4
S,L, = s, L, = = .
(s,1, = 1|PVSVP|s,1, — 1) 3%;2 (C.24)
40y
<&QHPVSVPMJQ>:§—%3 (C.25)
(s,1,0|PV SV P|s,1,0) = 0 (C.26)
40y
<&LHPVSVPBJJ>:§—%3, (C.27)

wobei die Matrixelemente, welche aufgrund der S?-Erhaltung nicht auftreten kénnen, weg-
gelassen wurden. Werden nun die Matrixelemente

(85,55| Heft| s2,53) (C.28)
des Hamiltonoperators

He = Eg et + Jer Y Si+ S; (C.29)
()

ausgerechnet und mit den Matrixelementen (s,sh,s5|PV SV P|s,s2,s3) verglichen, so ergibt
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Anhang C Effektives Heisenbergmodell fiir die Spin-1 Dreieckskette im dimerisierten
Limes

sich

4 J1Jo

Jog = =172
=37y

(C.30)

Durch Gleichsetzen von J; = Jo = J folgt dann die effektive antiferromagnetische Heisen-
bergkopplung zwischen den Spins an der Spitze der Dreiecke:

4 J?

Jog = = .
t= 37

(C.31)
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