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Inverse von Rechteck-Matrizen

Dieser Beitrag baut auf dem letztjahrigen GDM-Kurzvortrag ,.Ein physik-
didaktischer Blick auf die Lineare Algebra®“ (Horn 2015a) auf und will zei-
gen, dass linksseitige Inverse einer Rechteck-Matrix A = (a;;) aus m Zeilen
und n Spalten (m > n) didaktisch leicht zuganglich als Matrix

Al= (arrnaxA ... /\an)*l(al/\ag/\ e AQLIA G A @ist A ... A @)

mit n Zeilen und m Spalten formuliert und diskutiert werden kénnen. Dabei
beruht dieser Zugang auf zwei wesentlichen didaktischen Setzungen:

— Wahrend derzeit im schulischen und hochschulischen Bereich die In-
terpretation von Matrizen vorrangig zeilenweise erfolgt, wird hier die
Matrix A spaltenweise gedeutet. Sie setzt sich somit aus insgesamt n
Koeffizientenvektoren a; zusammen.

— Vektoren werden im Sinne der Geometrischen Algebra als Linear-
kombinationen von verallgemeinerten Pauli-Matrizen o; geschrie-
ben, wobei die Pauli-Matrix o; einen Einheitsvektor in i-Richtung
reprasentiert. Der Koeffizientenvektor a; schreibt sich somit als:
a=ajortao,t... +ayon

Dieser Zugang hat sich im fachhochschulischen Bereich bewéhrt und kann
sowohl mit leistungsstarkeren Studierenden (Horn 2015b) wie auch mit
mathematikferneren Studierenden (Horn 2016a) umgesetzt werden.

Physikdidaktisches Intermezzo

Als Teilzeitmathematiker mit Wurzeln in der Physik folge ich bei der wei-
tern Darstellung dem babylonischen Vorgehen, das Feynman als fiir die
Physik charakterisierend ansieht und folgendermafien beschreibt: ,,Die al-
ten Babylonier kannten keine Methode fiir das Aufschreiben von Formeln.
Stattdessen machten Sie ein Beispiel nach dem anderen — das ist alles*
(Feynman 2006, S. 70).

Das oben Beschriebene soll also anhand von Beispielen erklért und erortert
werden — ganz so, wie ich mich auch mit den Studierenden im fachhoch-
schulischen Bereich mathematischen Sachverhalten néhere.

Eine Klausuraufgabe zur Linearen Algebra

In der Klausur des Moduls M22 ,, Mathematik und Statistik* des MSB-Stu-
diengangs ,,Medical Controlling and Management wurde im Sommerse-
mester 2015 die folgende Aufgabe (Horn 2016a) gestellt:
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Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit (ME) des Endproduktes
E, werden 5 ME des Rohstoffes R; und 8 ME des Rohstoffes R, benétigt.
Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit des Endproduktes E, wer-
den 2 ME des Rohstoffes R; und 4 ME des Rohstoffes R, bendtigt.
Berechnen Sie, welche Mengen der Endprodukte E; und E, hergestellt
werden, wenn im Herstellungsprozess insgesamt genau 60 ME des Roh-
stoffes R; und 100 ME des Rohstoffes R, verbraucht werden.

Die Aufgabe fiihrt auf eine Matrizengleichung fiir den Gesamtrohstoffver-
brauch und den beiden Koeffizientenvektoren der quadratischen Matrix A:

- 5 2)\(X 60
r = s 4)ly = 100 = a=50;+80, Und a&y=20;+40;

Neben einer direkten Losung mit Hilfe der &uReren Produkte der Koeffi-
zientenvektoren und des Ergebnisvektors (Horn 2015¢ & 2016b) ist auch
die Lésung unter Riickgriff auf die Inverse A méglich. Die Definitions-
gleichung fiir Inverse liefert die beiden Ergebnisvektoren r, und r:

AA*1—52X1X2—10 _ d 1=
= 8 4 v Y, = 0 1 = I't1=07 UN N, =03

Die hypothetische Frage ,,\Welche Mengen der Endprodukte E; und E, wer-
den hergestellt, wenn im Herstellungsprozess genau 1 ME des ersten Roh-
stoffes R; (bzw. genau 1 ME von R;) verbraucht wird?* umschreibt die fik-
tive Bedeutung der Elemente der gesuchten Inversen. Sie lassen sich mit-
tels der eingangs aufgefiinrten Beziehung berechnen:

Xi=@Ard) t(oira)= 1 Xo=(arAd) f(oaaa)=—1/2
viz@Aad) t@Aac)=-2 VY,=(mrd) '(@Aaocy)= 5/4

Die negativen Werte zeigen an, dass dieser hypothetische Rohstoffver-
brauch in der realen Wirtschaftswelt nicht realisiert wird. Mathematisch ist
ein solches VVorgehen jedoch sinnvoll und liefert das erwartete Ergebnis:

5 _AlT = 1 -12)(60) (10
AT 12 s74 )\100) T s
Eine ausfihrlichere Darstellung dieses Losungswegs findet sich auch in der
aufgefiihrten Literatur.

Modifikation der Klausuraufgabe

Im realen Wirtschaftsleben ist es selten, dass die Anzahl notwendiger Roh-
stoffe und die Anzahl der mit ihrer Hilfe produzierten Endprodukte UGberein
stimmt. Deshalb wird die diskutierte Aufgabe um einen dritten Rohstoff er-



ganzt, so dass eine realistischere Situation modelliert wird:

Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit (ME) des Endproduktes
E; werden 5 ME des Rohstoffes R;, 8 ME des Rohstoffes R, und 1 ME
des Rohstoffes R; bendtigt. Zur Herstellung einer einzigen Mengenein-
heit des Endproduktes E, werden 2 ME des Rohstoffes Ry, 4 ME des
Rohstoffes R, und 6 ME des Rohstoffes R3 bendtigt.

Berechnen Sie, welche Mengen der Endprodukte E; und E, hergestellt
werden, wenn im Herstellungsprozess insgesamt genau 60 ME des Roh-
stoffes Ry, 100 ME des Rohstoffes R, und 40 ME des Rohstoffes Rj ver-
braucht werden.

Diese Aufgabe fihrt wieder auf zwei Koeffizientenvektoren, die dieses Mal
jedoch mit Hilfe einer Rechteck-Matrix B ermittelt werden:

5 2 60
= _ |8 4()(} 100 01=501+80,+ o3
r = =

1 6 y 40 = b2=201+402+603

Dieses Uberdeterminierte Lineare Gleichungssystem aus drei Linearen
Gleichungen mit zwei Unbekannten ist I0sbar, da die beiden Koeffizien-
tenvektoren by, b, und der Ergebnisvektor komplanar sind. Fiir solche 10s-
baren Linearen Gleichungssysteme macht es Sinn, analog zum vorherigen
Abschnitt einen Lésungsweg mit Hilfe einer Inversen B™ zu formulieren:

5 2 10 0 feo
X, X, Xg ! !

BB1=1|8 4( j: 01 0 — r,=o,
1 6V Y2 Yol g 0 1 r=os

Frei nach Rota, dass grof3e Lehrer etwas von einem Schwindler ,,a bit of a
con man“ hitten (Rota 1997, S. 9) wird hier verschwiegen, dass Koeffi-
zientenvektoren und Ergebnisvektoren nun nicht mehr komplanar liegen
und deshalb tatsachlich gar keine rechtsseitige Inverse berechnet wird. Das
Ergebnis stellt jedoch eine vorziigliche linksseitige Inverse dar.

1
684
1
684
1
684

X1 = (b1 A by)” 1 (o1 A by) = (46 — 66 610, — 22 6,03 — 44 6361)

Xo = (b1 A bz)il (Gg A b2) = (64 + 42 0107 t+ 14 0,03 t+ 28 0301)

X3 = (b1 AN bz)_l ((53 A\ bg) =

—58 -6 610, — 2 6,03 — 4 0361)



1= (bl A bz)il (bl A Gl) = —15+ 11 6105 + 55 6,05 + 88 6301)

684

1

y2= (b1 Aby) t(byAGy) = 684

—6—7 016, — 35 0,03 — 56 6367)

1
VY3 = (bl A\ bz)il (bl VAN 63) = @ (123 + 0100 + 5 0,03 t+ 8 6361)

Damit ergibt sich als Resultat der modifizierten Aufgabenstellung:

60
R X, X, X 10
P-B'F= 100 | =
Yi Y2 Y3 40 5

Inverse von Rechteck-Matrizen lassen sich in der hier gezeigten Art zur
Losung konsistenter Linearer Gleichungssysteme einsetzen. Sie ermdgli-
chen damit einen alternativen didaktischen Zugang zu Linearen Glei-
chungssystemen.

Dartber hinaus ist eine wesentliche Eigenschaft der hier berechneten Inver-
sen didaktisch interessant: Die Elemente der linksseitigen Inversen B be-
stehen nicht aus rein reellen Zahlen (Skalaren), sondern aus Linearkombi-
nationen von reellen Zahlen und Bivektoren und somit aus Multivektoren
mit quaternionischer Struktur. Dieser Ansatz lasst sich deshalb zu einer al-
ternativen Motivation der Quaternionen einsetzen. Und er zeigt, wie qua-
ternionische Strukturen verallgemeinert werden kénnen — einfach indem
die Anzahl an Rohstoffen und Endprodukten sukzessive erhoht wird.
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