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Probleme Studierender mit dem Begriff Extrempunkt

Motivation

Ausgangspunkt der Studie bildet das Themengebiet der reellen Funktionen.
Dessen Verstandnis ist auf Hochschulniveau ein interessantes Forschungs-
gebiet, zum einen, da es eine Weiterfihrung der Schulmathematik darstellt,
zum anderen da es in der Hochschulmathematik eine Grundlage bildet fir
weitere, komplexere mathematische Themen. In dem hier vorgestellten Pro-
jekt wurden drei grundlegende Charakteristika reeller Funktionen néher un-
tersucht: Monotonie, Differenzierbarkeit und Extrempunkte.

Dazu sollen Vorstellungen und Verstandnis der Studierenden hinsichtlich
dieser Begriffe und ihrer Eigenschaften untersucht werden. Insbesondere
werden Fehler und Fehlvorstellungen Studierender aufgezeigt, die im Zu-
sammenhang mit diesen Begriffen stehen. Unter einem Fehler verstehen wir
dabei die Abweichung von einer Norm (vgl. Hartinger, 1997), wobei die
Norm sich bei uns aus der Fachmathematik ergibt (vgl. Prediger & Witt-
mann, 2009). Unter Fehlvorstellungen verstehen wir stabile Theorien, die
urséchlich fir Fehler sind (vgl. Schoy-Lutz, 2005).

Hinsichtlich Problemen (und deren Ursachen) mit dem Funktionsbegriff o-
der bestimmter Eigenschaften wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Tangente
und auch Wendepunkt, kann bereits auf einigen Studien aufgebaut werden
(vgl. Biza & Zachariades, 2010; Dreyfus & Eisenberg, 1983; Orton, 1983;
Tall & Bakar, 1992; Tsamir & Ovodenko, 2013; Vinner & Dreyfus, 1989).

Theoretischer Hintergrund

Die Basis dieser Studie sollen zum einen die theoretischen Konstrukte con-
cept image und concept definition (vgl. Tall und Vinner, 1981) bilden, zum
anderen der Begriff der Grundvorstellungen (vgl. vom Hofe, 1995;
Greefrath, Oldenburg, Siller, UIm & Weigand, 2016).

Unter der concept definition versteht man eine aus Worten bestehende Er-
klarung, die ein Individuum verwendet, um einen Begriff zu spezifizieren.
Dabei wird unterschieden zwischen der personlichen Rekonstruktion einer
Begriffsdefinition (personal concept definition) und einer in der Fachwis-
senschaft akzeptierten Rekonstruktion (formal concept definition). Das con-
cept image beinhaltet alle gedanklichen Verknupfungen, die ein Individuum
mit einen Begriff verbindet. Dabei missen verschiedene concept images
nicht zwangsléaufig kohéarent sein, sondern kdnnen sich inhaltlich auch wi-
dersprechen.
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Zur Spezifizierung der Begriffe Aspekt und Grundvorstellung greifen wir auf
die Definition von Greefrath et al. (2016) zurtick: ,, Ein Aspekt eines mathe-
matischen Begriffs ist ein Teilbereich des Begriffs, mit dem dieser fachlich
charakterisiert werden kann.*, und: ,, Eine Grundvorstellung zu einem ma-
thematischen Begriff ist eine inhaltliche Deutung des Begriffs, die diesem
Sinn gibt.

Ziele

Das Ziel dieser Studie ist es, Fehler beziehungsweise Fehlvorstellungen hin-
sichtlich der Begriffe Monotonie, Differenzierbarkeit und Extrempunkte zu
finden. Daher lauten die Forschungsfragen wie folgt:

1. Welche Fehler lassen sich im Hinblick auf die Themengebiete Mono-
tonie, Differenzierbarkeit und Extrempunkte bei den Studierenden
nachweisen?

2. Welche Ursachen kénnten die hinsichtlich des Begriffs Extrempunkt
identifizierten Fehler haben?

Obwohl zundchst Fehler fiir alle drei Themengebiete gesucht wurden, wollen
wir uns bei der Ursachenfindung spezialisieren, um ausfuhrlicher und tiefer
in den Bereich Extrempunkte einzusteigen. Dieser stellt eine Verbindung der
beiden anderen Gebiete dar, da die Begriffe Monotonie und Differenzierbar-
keit fur den Inhaltsbereich Extrempunkt eine wichtige Rolle spielen.

Offensichtlich gibt es auch andere Ursachen fiir auftretende Fehler, wie zum
Beispiel Schwierigkeiten mit der Aufgabenstellung oder Unaufmerksamekeit.
In dieser Untersuchung wollen wir uns aber auf Ursachen, die mit dem Ver-
standnis des Begriffs Extrempunkt zusammenhéngen, konzentrieren.

Aufbau und Erste Ergebnisse

Zunéchst soll betont werden, dass die nachfolgende Arbeit noch im Entste-
hen ist und daher noch keine endgtltigen Ergebnisse prasentiert werden kon-
nen.

Um zunéchst einen Uberblick tiber mogliche Fehler im Zusammenhang mit
den Begriffen Monotonie, Differenzierbarkeit und Extremwerte zu bekom-
men, wurde ein Fragebogen mit 20 Items konzipiert. Ein Item besteht dabei
aus einer mathematischen Aussage die entweder wahr oder falsch ist. Alle
Fragestellungen sind auf der symbolischen Ebene gehalten, um der Arbeits-
weise an der Universitat gerecht zu werden. Die Antworten der Studierenden
wurden zwar durch diverse Mdglichkeiten zum Ankreuzen gelenkt, aller-
dings bietet der Fragebogen nach jeder Ankreuzmdglichkeit ausreichend
Platz fir offene Antworten mit Zeichnungen.



Im Wintersemester 2013/14 wurde zunachst ein Pilot-Versuch durchgefuhrt
und in dessen Anschluss ein vorlaufiges Kategoriensystem aufgestellt. Dann
wurde die Hauptstudie im Sommersemester 2014 in der Bachelorveranstal-
tung Analysis Il mit circa 75 Studierenden durchgefthrt.

AnschlieBend wurden erste Fehlerkategorien mit Hilfe der qualitativen In-
haltsanalyse nach Mayring (2010) aufgestellt.

An dieser Stelle mochten wir ein kurzes Beispiel geben:

Item 1. Wenn f: [a, b] = R stetig auf (a, b) ist, dann nimmt f seine Extrem-
werte auf [a, b] an.

Antworten der Studierenden lauteten beispielsweise:

K Die Aussage ist falsch, ein Gegenbeispiel ist (auch eine Zeichnung ist méglich):
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Erkldrung:

Eine mdgliche Kategorie zu diesem Beispiel heif3t:
K1: Konstante Funktionen haben keine Extrema

Aus den einzelnen Kategorien wurde ein Kodierleitfaden erstellt, der die auf-
getretenen Fehler kategorisiert.

Prediger und Wittmann (2009) stellen fest: ,,Die Fehlerursachen erschliel3en
sich [...] vielfach erst im Gesprach*. Daher wurden im Februar/Méarz 2016
Interviews durchgefihrt, um Ursachen fur Fehler aufzudecken und die bisher
aufgestellten Kategorien zu tiberpriifen. Diese wurden durchgefthrt bei Stu-
dierenden nach dem ersten Analysis Semester. Im Vorfeld bearbeiteten die
Studierenden einen Teil des urspringlichen Fragebogens mit lediglich funf
Items, die den Begriff Extrempunkt mit verschiedenen Aspekten betrafen.
Der zuvor bearbeitete Fragebogen wurde genutzt, um das Interview als fo-
kussiertes Interview aufbauen zu kénnen. Unter einem fokussierten Inter-
view versteht man ein Leitfadeninterview uber ein fokussiertes Objekt, hier
der im Vorfeld beantwortete Fragebogen. Vor dem Interview wird anhand
einer genauen Analyse der gegebenen Antworten Vermutungen uber deren
Bedeutung und damit mogliche Fehlerursachen aufgestellt. Auf Basis der
Analyse und der aufgestellten Hypothesen entsteht der Leitfaden fiir die In-
terviews. Um auf das Beispiel von oben einzugehen: Eine mogliche Ursache



dafir, dass konstante Funktionen nicht als Extrema-besitzend wahrgenom-
men werden, kénnte der moglicherweise vorherrschende Prototyp eines Ext-
remums als Berg oder Tal (Normalparabel) sein.

Auf Grundlage des theoretischen Hintergrunds werden jegliche Vorstellun-
gen, die im Zusammenhang mit dem Begriff Extrempunkt und Aspekten des-
sen stehen, also auch Fehlvorstellungen, dem concept image zugeordnet.

Ausblick

In naherer Zukunft ist die Auswertung der Interviews und eine damit ver-
bundene Uberprufung der Vermutungen moglicher Fehlerursachen bezie-
hungsweise das Entdecken weiterer Fehlerursachen geplant.
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