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Validieren von Beweisen — Probleme von Studierenden und
die Rolle von mathematischen und iibergreifenden
Voraussetzungen

Argumentieren und Beweisen sind essentielle Charakteristika der Mathe-
matik (Hanna & Jahnke, 1993). Entsprechend finden sich diese in den
KMK-Kompetenzen als Mathematisch Argumentieren, sowie als Schwer-
punkt innerhalb der universitiren Ausbildung wieder. An der Universitit
stellen sich Studierenden im Kontext von Beweisen zwei wesentliche An-
forderungen, das Konstruieren von Beweisen, sowie das Validieren von
Beweisen, d.h. das Einschétzen potentieller Beweise hinsichtlich ihrer Giil-
tigkeit. Letzteres bildet den Fokus der vorgestellten Studie, welche inhaltli-
che Anforderungen beim Validieren von Beweisen, sowie den Einfluss von
individuellen kognitiven Voraussetzungen auf die Kompetenz Beweise zu
Validieren untersucht. Entsprechende Ergebnisse sind hilfreich als Orien-
tierung, um effektive Moglichkeiten zur Forderung von Studierenden beim
Validieren von Beweisen zu schaffen.

1. Theoretisches Framework

Obwohl die Konstruktion von Beweisen weitgehend im Mittelpunkt der
Mathematikdidaktischen Forschung steht (vgl. Sommerhoff, Ufer & Kollar,
2015), riickt das Validieren zunehmend in den Fokus (bspw. Alcock &
Weber, 2005; Weber, 2008). Studien zeigen dabei immer wieder internati-
onal und altersiibergreifend Schwierigkeiten (Selden & Selden, 2003; Ufer,
Heinze, Kuntze & Rudolph-Albert, 2009). Gerade im universitdren Bereich
liegen jedoch kaum systematische Erkenntnisse zu den inhaltlichen Ursa-
chen dieser Probleme vor. Diesen Bereich strukturieren Heinze & Reiss
(2003) mit dem Begriff Methodenwissen, jenem Wissen iiber sozio-
kulturell gesetzte Akzeptanzkriterien von mathematischen Beweisen, wel-
ches zum Validieren von Beweisen bendtigt wird. Heinze & Reiss (2003)
heben drei Kriterien (Beweisschema, Beweisstruktur & logische Kette) her-
vor, welche jeweils spezifische Anforderungen fiir das Validieren von Be-
weisen umfassen.

Offen ldsst die bisherige Mathematikdidaktische Forschung auch, welche
individuellen kognitiven Voraussetzungen Studierende fiir das Validieren
von Beweisen bendtigen. Fiir das Konstruieren von Beweisen gibt es be-
reits verschiedenen Belege (fiir eine Uberblick siehe Reiss & Ufer, 2009),
dass eine konzeptuelle und prozedurale mathematische Wissensbasis, ma-
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thematisch-strategisches Wissen (Weber, 2001), Problemlésekompetenz,
metakognitives Bewusstsein sowie Schlussfolgerndes Denken einen positi-
ven Beitrag leisten sollten. Ob, und in welchem Umfang diese sechs kogni-
tiven Voraussetzungen aber Kompetenzen zum Validieren von Beweisen
bedingen ist weitgehend unklar.

2. Fragestellungen

Die vorliegende Studie verfolgt zwei wesentliche Fragen: Einerseits soll
geklart werden, wie erfolgreich Studierende beim Validieren von Beweisen
sind und ob sich Unterschiede hinsichtlich der drei inhaltlichen Anforde-
rungsbereiche zeigen. Zum Anderen soll empirisch erfasst werden, wie
grol} der Einfluss der verschiedenen kognitiven Voraussetzungen auf die
Kompetenz zum Validieren von Beweisen ist.

3. Methodik

Die quasi-experimentellen Studie umfasst 66 Studierende (24 m, 41 w, 1
NA; Mer = 21,19) der Mathematik (Bachelor (Wirtschafts-)Mathematik
sowie Lehramt Gymnasium) des 1. und 3. Semesters, welche an einem
freiwilligen Kurs in den Semesterferien zu mathematischem Beweisen teil-
nahmen. Bei der Haupterhebung wurden die Studierenden gebeten, Bewei-
se auf ihre Giiltigkeit hin zu validieren und es wurden ihre kognitiven Vo-
raussetzungen in sechs Bereichen (Mathematische Wissensbasis (konzeptu-
ell, prozedural), mathematisch-strategisches Wissen, Problemlosen, Me-
takognitives Bewusstsein und Schlussfolgerndes Denken) erfasst. Nach drei
Tagen wurden die Studierenden zur Validierung erneut gebeten Beweise zu
einer anderen Aussage einzuschitzen. Dabei wurde jeweils eine Aussage
aus dem Bereich der Teilbarkeitslehre und vier potentielle, studentische
Beweise prisentiert, welche die Teilnehmer validieren sollten. Jeweils ei-
ner der Beweise war korrekt, die Anderen enthielten je einen Fehler in ei-
ner der inhaltlichen Anforderungsbereiche. Die Reliabilitit der verwende-
ten Skalen war ausreichend (ayes, = 0,70), nur fiir das mathematisch-
strategische Wissen ergab sich ein etwas niedrigerer Wert. Die Interraterre-
aliabilitit fir die Kodierung der offenen Aufgaben war gut (xyjean = 0,93).

4. Ergebnisse

Mit knapp 60% korrekten Antworten war die Leistung der Studierenden
beim Validieren der Beweise eher moderat. Beim Vergleich der Losungsra-
ten der verschiedenen potentiellen Beweise zeigen sich insgesamt signifi-
kante sowie, bis auf den Vergleich von korrekter Beweis und Beweissche-
ma, paarweise signifikante Unterschiede zwischen den potentiellen Bewei-
sen (vgl. Abbildung 1, links, dunkelgrau). Fiir Aussage 2 aus der Validie-



rungserhebung zeigen sich analoge Muster (Abbildung 1, links, hellgrau).
Die zusitzlich offen abgefragten Begriindungen zu den Einschiatzungen
zeigen, dass die Studierenden Probleme haben ihre Einschitzungen sinn-
voll zu begriinden. Nur bei knapp einem Viertel der inkorrekten Beweise

wurde eine inhaltlich auf den Fehler bezogene Begriindung gegeben (vgl.
Abbildung 1, rechts).
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Abb. 1: Anteil korrekter Einschiitzungen (li.) bzw. Begriindungen (re.) der potentiellen Beweise (li.)

Zur Beantwortung der zweiten Forschungsfrage wurde ein generalisiertes
lineares Mischmodell (GLMM) verwendet, welches die Inklusion dichoto-
mer Variablen sowie die gleichzeitige statistische Bearbeitung mehrerer
Items der gleichen Person ermdglicht. Als unabhingige Variablen wurden
die sechs kognitiven Voraussetzungen sowie die vier prisentierten potenti-
ellen Beweise verwendet. Von den kognitiven Voraussetzungen zeigten nur
die konzeptuelle mathematische Wissensbasis sowie das metakognitive
Bewusstsein signifikante positive Zusammenhédnge mit der korrekten Vali-
dierung von Beweisen. Insgesamt konnten die Variablen einen substantiel-
len Anteil der Varianz im Validieren von Beweisen aufklaren.

5. Diskussion

Die durchgefiihrte quasi-experimentelle Studie repliziert zundchst Ergeb-
nisse, dass Studierende Probleme beim Validieren von Beweisen haben
(Alcock & Weber, 2005), empirische Beweisschemata zwar weitestgehend
ablehnen (Pfeiffer, 2011) jedoch die Struktur von Beweisen kaum korrekt
evaluieren konnen (Selden & Selden, 2003). Dariiber hinaus zeigt sie, dass
Studierende selten Begriindungen Threr Einschéitzungen liefern, welche die
inhaltlichen Fehler der potentiellen Beweise klar identifizieren.

Von den individuellen kognitiven Voraussetzungen konnte nur fiir konzep-
tuelles mathematisches Wissen sowie metakognitives Bewusstsein ein sig-
nifikanter Einfluss auf das Validieren von Beweisen gezeigt werden. Die
anderen, insbesondere sdmtliche generativen Voraussetzungen wie Prob-
lemldsen, zeigten in unserer Studie keinen signifikanten Zusammenhang



mit der korrekten Evaluation von Beweisen. Weiterhin hatten doménen-
spezifische und -generelle Voraussetzungen in etwa den gleichen Einfluss.

Die Ergebnisse der Studie belegen weiterhin, dass Studierende nicht nur
beim Konstruieren sondern auch beim Validieren von Beweisen Unterstiit-
zung benodtigen. Die Ergebnisse der GLMM-Analyse deuten an, dass fiir
das Validieren weniger komplexe kognitive Voraussetzungen benotigt
werden als flir das Konstruieren von Beweisen. Sollte sich weiterhin zei-
gen, dass Kompetenzen zum Validieren von Beweisen nicht nur positiv mit
Kompetenzen zum Konstruieren von Beweisen zusammenhingt (Ufer et
al., 2009), sondern sogar eine wesentliche (kausale) Voraussetzung dar-
stellt, so wére eine ,,Validieren vor Konstruieren‘-Strategie eine interessan-
te Option am Studienbeginn.
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