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4 Mannschaften, jede spielt dreimal, aber es sind 6 Spiele!?-
Strategien und Denkwege von Drittklasslern beim Losen kom-
binatorischer Anzahlbestimmungsprobleme

1. Theoretischer Hintergrund

Bereits im ersten Schuljahr sind Anzahlbestimmungen ein zentrales Unter-
richtsthema. Dennoch zeigen Studien, dass Lernende verschiedener Alters-
klassen bei Anzahlbestimmungen im Kontext kombinatorischer Problem-
stellungen erhebliche Schwierigkeiten haben (vgl. u.a. Batanero et al., 1997;
Lockwood, 2011). Angenommen wird, dass diese auf ein fehlendes Ver-
standnis der zugrundliegenden fachlichen Strategien und Konzepte zuriick-
zufiihren sind (Hefendehl-Hebeker & Torner, 1984). Zur Verstindnisforde-
rung bedarf es im Sinne des genetischen Prinzips der Kenntnis iiber Lernen-
denstrategien und -konzeptualisierungen, mit dem Ziel diese als Ausgangs-
punkt fiir die Thematisierung fachlicher Losungszuginge und Konzepte zu
nutzen. Bislang liegen diesbeziiglich jedoch keine ausreichenden For-
schungsbefunde vor (Lockwood, 2011).

Aus fachlicher Sicht sind drei Zuginge zum Ldsen kombinatorischer An-
zahlbestimmungsprobleme zentral: Die gesuchte Figurenmenge kann {iber
die Auflistung und anschlieBende Abzéhlung aller Figuren, durch die An-
wendung von Zihlprinzipien oder den Einsatz kombinatorischer Operatio-
nen bestimmt werden (vgl. Schrage, 1996). Die beiden erstgenannten Zu-
génge sind bereits auf der Basis des Grundschulwissens zugédnglich. Empiri-
sche Studien zu Losungsstrategien (u.a. English, 1991; Hoffmann, 2003) lie-
fern Informationen iiber Auflistungsstrategien, nicht jedoch iiber Zihlstrate-
gien, da diese Untersuchungen bislang in der Regel auf Aufzéhlprobleme
("Welche Ergebnisse sind moglich?") fokussierten. Frithe Studien von Piaget
und Inhelder (1975) geben allerdings Hinweise darauf, dass Lernende An-
zahlbestimmungsprobleme ("Wie viele Ergebnisse sind mdglich?") im
Grundschulalter u. a. bereits mit additiven und rekursiven Strategien l6sen,
oftmals aber andere als die gesuchten Losungsanzahlen ermitteln. Welche
Denkwege diesen Strategien zugrunde liegen und in welcher Beziehung
diese zu den mathematischen Zéhlprinzipien stehen, ist nicht bekannt.

Um Lernende darin unterstiitzen zu konnen, ausgehend von eigenen Z&ihl-
strategien die kombinatorischen Zéhlprinzipien und deren zugrundeliegen-
den Konzepte zu verstehen, ist es zentral, erstens genauere Kenntnisse iiber
Zihlstrategien sowie die zugrundeliegenden Konzepte sowie zweitens {liber
Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen Zahlstrategien der Lernenden
und mathematischen Prinzipien zu erlangen.
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2. Forschungsinteresse und Untersuchungsdesign

Zur Klarung der genannten Aspekte wurden im Rahmen eines Dissertations-
projektes Vorgehensweisen und Denkwege von Lernenden beim Ldsen
kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme erhoben und deren Bezie-
hungen zu fachlichen Konzepten untersucht (vgl. Hoveler, 2014). Dazu
wurde ein zyklisches Untersuchungsdesign angelegt, in dem 63 Drittkléssler
in klinischen Interviews jeweils einen von drei Aufgabensitzen zu einer
kombinatorischen Figur losten. Die Aufgabenauswahl basierte auf zwei Be-
dingungen: Die Problemstellungen sollten mit verschiedenen Zéhlprinzipien
gelost werden konnen und die Daten auch Aufschluss iiber den Einfluss ver-
schiedener Aufgabenvariablen liefern, da vorangehende Studien den Ein-
fluss verschiedener Grof3en (u.a. komb. Figur, Anzahl der Elemente) auf L6-
sungserfolge und Vorgehensweisen zeigen (vgl. Batanero et. al., 1997). Die
Aufgabensitze beinhalteten daher zwei zueinander isomorphe Probleme so-
wie jeweils eine Grundaufgabe mit n=4 und eine Erweiterungsaufgabe mit
n=5 Elementen. Die videographierten und transkribierten Interviews wurden
mittels zentraler Elemente der Grounded Theory (Glaser & Strauss, 1967)
analysiert: Zunidchst wurden die Vorgehensweisen der Lernenden identifi-
ziert und klassifiziert. AnschlieBend wurden durch den wechselseitigen Ver-
gleich Beziehungen zwischen ihren Strategien und den zugrunde liegenden
Konzepten und mathematische Zahlprinzipien identifiziert.

3. Untersuchungsergebnisse

Die Ergebnisse der Datenanalyse zeigen, dass Lernende die Maéchtigkeit
durch additive und multiplikative Strategien sowie durch Kompensations-
strategien bestimmen. Zudem verwenden sie bei der Erweiterung der Prob-
lemstellungen rekursive Strategien oder bestimmen die Anzahl indirekt
durch Riickgriff auf isomorphe Strukturen. In der Regel werden die Zahlstra-
tegien aus einer vorherigen Auflistung abgeleitet, teilweise erfolgen sie auch
direkt auf der Grundlage einer gedanklichen Strukturierung. Besonders be-
merkenswert ist, dass sowohl bei Variations- als auch bei Kombinations-
problemen die Anzahl teilweise multiplikativ bestimmt wird. Dabei ist bei
Jjeder multiplikativen Rechnung die ermittelte Losungsanzahl gréBer als die
gesuchte, ein Fehler, der in der Literatur als ,,Error of overcounting* bekannt
ist (vgl. u.a. Batanero et al., 1997). Die zugrundeliegende multiplikative Stra-
tegie und die Denkwege der Lernenden werden nachfolgend exemplarisch
anhand der FuBballaufgabe erldutert, bevor Kompensationsstrategien in den
Fokus riicken (fiir detaillierte Analysen & Darstellungen sowie weitere Stra-
tegien vgl. Hoveler, 2014).

Bei der FuBballaufgabe sollte ausgehend von vier Mannschaften und
der Bedingung, dass jede Mannschaft genau einmal gegen jede andere spielt,



die Anzahl aller Spiele auf dem Turnier ermittelt werden. Lernende, wie bei-
spielsweise Ruben, ermitteln zunichst die Anzahl Figuren mit einem festen
Element (,, Schwarz spielt dreimal “) und folgern (korrekt), dass es mit jedem
anderen Element ebenso viele Objekte gibt (,, gelb, rot und griin spielen auch
dreimal ). Ausgehend von der Anzahl der Figuren mit einem festen Element
schliefen sie auf die gesamte Figurenmenge, indem sie die Anzahl aller
Mengen mit der ermittelten Machtigkeit multiplizieren: ,,4lso insgesamt 4
Mannschaften, jede spielt dreimal, dann sind es viermal 3 gleich 12 Spiele “.
Diese Grundidee, nachfolgend als ,, Schluss von der Anzahl der Einzelele-
mente auf die Figurenmenge “ bezeichnet, wurde nicht nur bei multiplikati-
ven, sondern auch bei additiven Strategien und Auflistungsstrategien identi-
fiziert. Es ist daher anzunehmen, dass es sich hierbei um einen zentrales Ler-
nendenkonzept handelt. Eine genauere Analyse legt nahe, dass die Bezie-
hung zwischen der Anzahl der Figuren mit einem festen Element und der
Maichtigkeit der gesamten Figurenmenge fiir Lernende grundsitzlich eine
besondere Herausforderung darstellt. So fiihrt diese Beziehung auch bei Ler-
nenden, die die richtige Losungsanzahl ermitteln zu einem kognitiven Kon-
flikt, der beispielsweise von Paul wie folgt expliziert wird: ,, 4 Mannschaften,
jede spielt dreimal, aber es sind 6 Spiele!?“ Die Herausforderung besteht
augenscheinlich darin, dass die Schnittmenge der gebildeten Teilmengen
nicht leer ist. Bedingung fiir additive und multiplikative Anzahlbestimmun-
gen ist jedoch die Disjunktheit der Teilmengen.

Lernende, die den Fehler bemerkten, entwickelten zwei unterschiedli-
che Typen von Kompensationsstrategien: Die Strategie ,, Doppelte wegneh-
men “, welche durch das Entfernen doppelter Objekte gekennzeichnet ist und
die Strategie ,, Gruppen bilden “, bei der stattdessen Objekte, die unter den
gegebenen Bedingungen als gleich betrachtet werden konnen, zunéchst zu
einer Gruppe zusammengelegt werden um zur Anzahlbestimmung anschlie-
Bend die Anzahl aller Gruppen zu zédhlen. Der wechselseitige Vergleich
zeigt, dass die Grundidee des Wegnehmens doppelter Elemente mit der Idee
des Ein- und Ausschaltprinzips iibereinstimmt. Ebenso stellt die Idee des Zu-
viel-Zahlens und anschlieBenden Bildens von Gruppen mit gleichen Objek-
ten die Grundidee des Prinzips der Schéfer dar (zur Darstellung Zahlprinzi-
pien vgl. Schrage, 1996; fiir detaillierte Gegeniiberstellungen vgl. Hoveler,
2014).

4. Diskussion und Ausblick

Aus den dargestellten Ergebnissen lassen sich Konsequenzen und Leitideen
fiir den Unterricht ableiten, zugleich werden weitere zentrale Forschungsin-
teressen offensichtlich: So zeigen die Ergebnisse, dass Drittkléssler bereits



eigenstindig Zdhlstrategien entwickeln. Unter propddeutischen Gesichts-
punkten erscheint daher bereits in der Grundschule eine verstirkte Betrach-
tung kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme mit einem Fokus auf
geschickte Anzahlbestimmungsstrategien von besonderer Bedeutung. Mit
dem ,,Schluss von der Anzahl der Einzelelemente auf die Figurenmenge*
liefern die Ergebnisse eine mogliche Ursache fiir Fehler des Typs ,,Error of
overcounting®. Es stellt sich die Frage, ob durch gezielte Auseinandersetzun-
gen mit der Beziehung zwischen der Anzahl der Figuren mit einem festen
Element und der Michtigkeit der Figurenmenge sowie der Notwendigkeit
der Disjunktheit von Teilmengen das Auftreten des genannten Fehlertyps
verringert werden kann und diese zugleich dazu beitragen ein vertieftes kon-
zeptuelles Verstindnis zu entwickeln. Zudem wird ersichtlich, dass Ler-
nende in der Lage sind Kompensationsstrategien zu entwickeln, die in den
Kernideen mit zwei zentralen kombinatorischen Zahlprinzipien {ibereinstim-
men. Entsprechend sollten Strategien, die auf der Idee des ,,Schlusses von
der Anzahl der Einzelelemente auf die Figurenmenge* basieren im Unter-
richt nicht als fehlerhaft verworfen, sondern vielmehr als Ausgangspunkte
fiir die Entwicklung von Kompensationsstrategien und die propadeutische
Thematisierung von Zahlprinzipien verwendet werden.
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