Heinz SCHUMANN, Weingarten

Das raumliche Viereck — eine Sachanalyse

Die schulgeometrische Formenlehre rdumlicher Figuren ist gepragt durch
einen bescheidenen Vorrat an Figuren als dienende Magd fiir Berechnun-
gen. Vermutlich deshalb und aus Griinden der Darstellbarkeit und der ge-
ringen physischen Repréasentanz ist das raumliche Viereck als eine Verall-
gemeinerung des ebenen Vierecks nicht Unterrichtsgegenstand des bisheri-
gen Geometrie-Curriculums allgemeinbildender Schulen geworden. Eine
Sachanalyse dieses elementargeometrischen Themas benutzt Dynamische
Raumgeometrie-Systeme (DRGS), z. B. das prototypische Cabri 3D (Bain-
ville & Laborde 2004-2015), zur Visualisierung, Exploration und Erkennt-
nissicherung in Gestalt von Beweisfiguren. Die heute vielfach vernachlis-
sigte Sachanalyse bildet die intersubjektive Grundlage fiir didaktisch-
methodische Uberlegungen. Sie stellt die Beziehung zur Hintergrundtheo-
rie Elementarmathematik her, deren Beherrschung und Pflege eine mathe-
matikdidaktische Aufgabe ist. Das Thema liefert ein Musterbeispiel fiir die
Anwendung von DRGS, die Forderung der rdumlichen Vorstellung, die
inhaltliche Bereicherung und die — vor allem heuristische — Methodenver-
starkung im Raumgeometrie-Unterricht.

1. Sachanalyse

Eine idealtypische Beschreibung der Sachanalyse findet sich bei Roth
(1963, S. 120): ,,Es ist vollig verkehrt, bei diesen ersten Bemiihungen
schon an das Kind oder den Jugendlichen zu denken. Es geht zunachst nur
um die Sache. [...] Es geht nicht schon um das mogliche Verhiltnis des
Kindes zu dieser Wahrheit, sondern um das Verhiltnis des Lehrers zu die-
ser Wahrheit. Nichts ist verkehrter als die Annahme, die Unreife des Kin-
des erlaube eine oberfldchliche Beziehungsaufnahme zum Kulturgut. Das
Verhiltnis des Lehrers zu seinem Lehrgegenstand mull immer seinem eige-
nen geistigen Niveau entsprechen, nicht dem des Kindes. Und zwar immer
seiner hochstmoglichen geistigen Fassungskraft. Jedes halbe, schiefe oder
seichte Wissen verfehlt gerade das, worauf es bei der stofflichen Besinnung
ankommt: die Erfassung des wahren Wesens, des sachlichen Gehalts, des
existentiell Wichtigen. Es ist vollig verkehrt, bei diesen ersten Bemiihun-
gen schon an das Kind oder den Jugendlichen zu denken. Es geht zunichst
nur um die Sache. [...] Es geht nicht schon um das mégliche Verhiltnis des
Kindes zu dieser Wahrheit, sondern um das Verhiltnis des Lehrers zu die-
ser Wahrheit. Nichts ist verkehrter als die Annahme, die Unreife des Kin-
des erlaube eine oberfldchliche Beziehungsaufnahme zum Kulturgut. Das
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Verhiltnis des Lehrers zu seinem Lehrgegenstand mull immer seinem eige-
nen geistigen Niveau entsprechen, nicht dem des Kindes. Und zwar immer
seiner hochst moglichen geistigen Fassungskraft. Jedes halbe, schiefe oder
seichte Wissen verfehlt gerade das, worauf es bei der stofflichen Besinnung
ankommt: die Erfassung des wahren Wesens, des sachlichen Gehalts, des
existentiell Wichtigen.*“ Neben dieser Beschreibung aus der Lernpsycholo-
gie liest man beispielsweise in der schulpddagogischen Literatur (Gonscho-
rek & Schneider 2005, S. 283): ,,Die Sachanalyse ist die Grundlage fiir alle
weiteren didaktischen und methodischen Entscheidungen. In der ausformu-
lierten Sachanalyse zeigt der Planende, dass er sich in den Unterrichtsge-
genstand vertieft hat, sich mit der Sache vertraut gemacht hat, die wichtigs-
ten Momente und Strukturen und deren Beziehungen untereinander ver-
standen hat. Es ist ein abgerundeter, rein (fach-)wissenschaftlicher, sachli-
cher Text [...]“. Im Gegensatz dazu werden als Sachanalyse in dem vorste-
henden Sinne gedachte Manuskripte von Herausgebern einer mathematik-
didaktischen Zeitschrift folgendermallen bewertet: ,,Wir haben unsere Zeit-
schrift auf didaktisch orientierte Beitrage ausgerichtet und mochten auf ele-
mentarmathematische Beitrdge verzichten* (Andreas Eichler fiir die Her-
ausgeber von mathematica didactica, 25.5.2014). Offensichtlich ist die en-
ge Beziehung zwischen einer Sachanalyse und der Elementarmathematik
aus dem Fokus geraten. — Leider geht der Bedeutungsverlust der Sachana-
lyse sogar soweit, dass diese in einer die Grundlagen der Mathematikdidak-
tik betreffenden Buchverdffentlichung {iberhaupt nicht mehr vorkommt
(Reiss & Hammer 2012). Die weitgehende Schwéchung der elementarma-
thematischen Fundierung eines Unterrichtsthemas ist u. a. auf Klafkis sub-
jektiv interpretierbare allgemeine Rechtfertigungskriterien soziologischer
Art im Rahmen seiner kritisch-konstruktiven Didaktik zuriickzufiihren.

2. Das raumliche Viereck (Abriss)

Ein geschlossener Streckenzug aus vier Strecken, dessen Eckpunkte nicht
derselben Ebene angehdren ist ein rdumliches Viereck. Man kann sich ein
solches Viereck u. a. durch ,,Auffalten eines ebenen Vierecks um einer
seiner Diagonalen als Faltachse vorstellen.

Einige Aussagen iiber rdumliche Vierecke, die zusammen mit ihren Bewei-
sen gleichermaBen fiir ebene Vierecke gelten: (1) Das Seitenmittenviereck
eines rdumlichen Vierecks ist ein Parallelogramm (Varignon). Deshalb hal-
bieren die Verbindungsstrecken gegeniiberliegender Seitenmitten einander
im Mittelpunkt des Parallelogramms. (2) Der Mittelpunkt des Seitenmitten-
parallelogramms eines rdumlichen Vierecks halbiert die Verbindungsstre-
cke seiner Diagonalenmittelpunkte. (3) Fiir ein rdumliches Viereck gilt: Die
Summe aus den Quadraten der Lingen seiner Diagonalen ist gleich der



doppelten Summe aus den Quadraten der Liangen seiner Mittellinien.
(4) Fiir ein rdumliches Viereck gilt: Die Summe aus den Quadraten der
Langen seiner Seiten ist gleich der Summe aus den Quadraten der Langen
seiner Diagonalen vermindert um das Vierfache des Quadrats der Distanz
seiner Diagonalenmitten. (5) Vier Punkte P,, P, P. und P, auf den Seiten
bzw. Seitengeraden eines rdumlichen Vierecks ABCD mit P, auf 4B, P,
auf BC, P. auf CD und P, auf DA liegen in einer Ebene genau dann, wenn
| AF, || BE, || CP. || DE, | _
|B.BI|BC||FED[|F,A|
entsprechende Ungleichung fiir ebene Vierecke (Ptolemdos) erhdlt man:
(6) Fiir ein rdumliches Vierecks gilt: Die Summe der Produkte aus je zwei
Gegenseiten ist stets kleiner als das Produkt seiner Diagonalen.

Andere Aussagen iiber rdumliche Vierecke: (7) Die Summe der Innenwin-
kel eines rdumlichen Viereck ist kleiner als vier rechte Winkel (360°).
(8) Jedes raumliche Viereck besitzt genau eine Umkugel. Sie ist die Umku-
gel des aus dem rdumlichen Viereck und seinen Diagonalen gebildeten Tet-
raeders. (9) Jedes rdumliche Viereck besitzt fiir jede seiner Seiten unend-
lich viele Ankugeln, deren Mittelpunkte jeweils auf einer Achse liegen und
deren jeweilige Berlihrpunktlagen variieren.

Symmetrien riumlicher Vierecke: Betrachtet man die ebenen Vierecke
als raumliche Objekte, so gehen ihre ebenen in entsprechende raumliche
Symmetrie-Eigenschaften iiber. Beim Auffalten eines ebenen zu einem
rdumlichen Viereck bleiben die rdumlichen Symmetrie-Elemente erhalten
(Beispiel in Abbildung)

gilt: 1 (Menelaos). Mittels Zuriickfiihrung auf die
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Svmmetrien der ebenen Raute im Raum Symmetrien der verriumlichten Raute
Abbildung

Man erhilt so das ,,Haus der symmetrischen rdumlichen Vierecke* (Dia-
gramm).



Raumliche Vierecke
mit gleichen Seiten und gleichen Winkein
(Sonderfall aufgefalteter Rauten)
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Raumliche Vierecke Raumliche Vierecke
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(aufgefaltete Drachen) (aufgefaltete Parallelogramme)
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Raumliche Vierecke
(aufgefaltete Vierecke)

Diagramm

Klassifikation nach Beriihrungskugel-Eigenschaften: (10) Die winkel-
halbierenden Ebenen eines rdumlichen Vierecks ABCD mit der Eigenschaft
a + ¢ = b + d schneiden einander in einer Achse, deren Punkte Mittelpunk-
te jener Kugeln sind, welche die Seiten bzw. Seitengeraden des Vierecks
beriihren. Man nennt ein solches Viereck Umkugelviereck. (11) Lassen
sich die Seiten eines rdumlichen Vierecks mit A, B, C, D so bezeichnen,
dass a + b = ¢ + d, dann schneiden die Innenwinkelhalbierenden der Ecken
A, C und die AuBBenwinkelhalbierenden der iibrigen Ecken in einer gemein-
samen Achse, die Ort der Mittelpunkte jener Kugeln sind, welche die Sei-
ten bzw. Seitengeraden des Vierecks beriihren. Man nennt ein solches Vier-
eck Ankugelviereck. (12) Jedes raumliche Viereck, das weder ein Inkugel-
viereck noch ein Ankugelviereck ist, besitzt genau 8 besondere Beriih-
rungskugeln ... (Schumann 2015).
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