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Weiterentwicklung historischer Zugange zur
Infinitesimalrechnung Gber Elementargeometrie

Bei der Einflhrung der Integration in der Schule wird Ublicherweise eine
Herangehensweise verfolgt, bei der erst der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung die Berechnung der Integrale bei den Funktionen erlaubt,
die in der Schule behandelt werden.

Die in der Schule vorkommenden Potenz- und Exponentialfunktionen sowie
Logarithmen und die trigonometrischen Funktionen sind Realisierungen
wichtiger funktionaler Eigenschaften, die haufig den Schilern bekannt sind,
bevor sie den Integralkalkil angehen. Die Auseinandersetzung mit diesen
Eigenschaften spezieller Funktionen spielt in der Schule eine gréRere Rolle
als die abstrakte Behandlung aller (stetigen) Funktion. Dies bereitet auf die
hohere Analysis und insbesondere die Behandlung von Differentialgleichun-
gen vor, die wir als eine Form von Symmetriebedingung begreifen.

Entlang historischer Ideen des 17. Jahrhunderts (u.a. des Gregorius von St.
Vincent) setzen wir Begriffe der Infinitesimalrechnung mit diesen
Eigenschaften in Verbindung und zeigen einen Zugang zur Analysis, der
wichtige ldeen der Geometrie vertiefend aufgreift und hiermit einen
beziehungshaltigen Einstieg in die Infinitesimalrechnung ermdglicht. In Ka-
enders & Kirfel (2016) werden die Ergebnisse ausfihrlicher dargestellt.
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Abbildung 1: Gleicher Flacheninhalt der Rechtecke A und B unter der Hyperbel.



1. Integration a la Gregorius R N R C

Gregorius (*1584 Briigge, 11667 Gent) Streckfaktor t
war ein flamischer Jesuit am St. Vincent s

Kloster, der als erster die Flache unter .
der Hyperbel berechnen konnte. olo_.-”
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Das Integral [ x™dx = war schon
n+1

von Pierre de Fermat und Gilles
Personn de Roberville berechnet
worden, doch keine der Fermatschen
Methoden koénnen fir die Hyperbel
angewandt werden. Gregorius hatte be-
obachtet, dass fur eint > 0 ein Recht-

eck A mit Breite t;,; — t; und the%

X

h(x) = pgl(x)
= plx/t)"

Streckfaktor

l
denselben Flicheninhalt hat wie ein (o) = ()

weiteres Rechteck B mit Breite tt; ., —
tt; und Hohe — (Abb. 1).

Wir folgern f:idx = ft”:idx und er-
halten die fundamentale Regel:
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f —dx=j —dx+j —dx
1 X 1 X a X

a b
= j ldx +J ldx. Abbildung 2: Der Funktionsgraph
1 X 1 X von f(x) = x™ wird durch Strecken
und Stauchen in sich tberfihrt.

Damit sind die Grundlagen fir die Er-

kenntnis gelegt, dass der Logarithmus die Flache unter einer Hyperbel be-
schreibt. In (Kirfel, 2014) wird dies im Detail ausgefiihrt. Diese Idee kann
nun auch auf alle anderen Funktionen der Schule erweitert werden.

2. Strecken und Stauchen

Diese Idee des Gregorius kann nun auch auf alle anderen Funktionen der
Schule erweitert werden, wie wir in Kaenders & Kirfel (2016) zeigen. Bei
der Hyperbel kann man zu demselben Ergebnis wie Gregorius gelangen,
wenn man den Graphen der Funktion tber Strecken und Stauchen in sich
selbst Gberfuhrt. Analog kénnen wir so auch bei allen anderen Funktionen
der Schule tGber Strecken und Stauchen vorgehen. Wir deuten dies hier zu-
néchst anhand von Potenzfunktionen an.



In Abb. 2 sehen wir, wie eine
Flachenstick A unter dem
Graphen von f(x) = x™, das ..
mit dem Faktort > 1 nach
rechts gestreckt wird und zu 1
einem Flachenstiick A mit Fla- ”
cheninhalt tA wird. Die Stre- **]
ckung mit dem Faktor t™ nach

oben filhrt zu einem Flachen- y=a .
stiick 4, das wieder genau un- ]
ter den Ausgangsgraphen passt
und den Flacheninhaltt™ - tA oz

- i iht [t vk dy —
misst. Dies ergibt: [/ x*dx = "
L +k+1 ; : — 0 02 04 06 08 12
Cp - t*%, wobei wir C, =

1 g . .
fo x“dx berechnen madchten  Abbildung 3: Berechnung der Konstanten C,,.
(vgl. Kaenders, 2015). Dazu

berechnen wir die Flachen Uber den Intervallen [0,1]und [0, t] fir1 < t.
Den Unterschied fotxkdx = folxkdx = C,t**1 — C, zwischen diesen Fla-
chen, den wir in Abb. 3 als schmalen Streifen erkennen kdnnen, schatzen wir
jetzt nach oben und nach unten mit Rechteckstreifen ab und benutzen die
Monotonie der Potenzfunktion:
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Bemerkung. Die hier vorgestellte Methode ist fir alle reellen Werte von
k + —1 erlaubt, nicht nur fir ganzzahlige Exponenten.

3. Logarithmus

Besonders schon stellt sich die verallgemeinerte Methode des Gregorius im
Fall des Logarithmus dar. Wenn wir die Flache A unter dem Logarith-
musf (x) = In x Uber dem Intervall [a, b] von der y-Achse aus mit dem Fak-
tor t strecken, dann erhalten wir wieder eine Flache A = tA. Strecken wir
den Graphen von f auf dieselbe Weise, erhalten wir den Graphen der Funk-

tion k(x) = lnf = Inx — Int. Das bedeutet, dass wir in Abb. 4 den Unter-

schied der Flachen Uber [ta, tb] zwischen den Graphen von fund k als ein
,Rechteck‘ erkennen, d.h. einen Streifen gleicher Hohe In ¢.



Aus dieser Beobachtung lesen wir nun
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unmittelbar die folgende Regel ab: fo)=lng .~
05 -~ Streckfaktor
t-b _ (z,y) — (at,y)
j Inxdx=A+Int(t-b—t-a) { ~
t-a 0 0 ‘/ i - E

= tfflnxdx+tlnt(b—a).

Und damit haben wir die Logarith- < /
musfunktion integriert:

fotlnx dx = fot'llnxdx

= tfollnxdx+tlnt(1—0)
=C,-t+tint.

Auch die Konstante €; kann ahnlich

wie bei den Potenzfunktionen be- Abbildung 4: Herleitung des Integ-
stimmt werden. rals der Logarithmusfunktion.

k(x) = In(x/t) = lnz — Int
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4. Resumeé

Auch auf die Funktionen Sinus und Kosinus ist der Gregorius Ansatz verall-
gemeinerbar. Eine viel detailliertere Darstellung mit ausfuhrlichen Referen-
zen findet sich in Kaenders & Kirfel (2016).

Mit der ,,gregorianischen Methode* kann man zwar nicht jede stetige Funk-
tion an sich, jedoch aber alle in der Schule vorkommenden Elementarfunk-
tionen geometrisch integrieren. Sie baut auf elementargeometrischen
Vorstellungen auf, die auch an anderer Stelle in der Schule von Bedeutung
sind. Sie erfordert keine abstrakten Grenzwertbetrachtungen. Eine
Abhandlung tber eine entsprechende Herangehensweise an die Abbleitung
von Elementarfunktionen ist in Planung.
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