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Euklids Flachenlehre: Eine Herausforderung fir dieSchule?

Motivation

In der Schulmathematik wird der Eindruck vermittdiss jede ebene Figur
einen zahlenméaRigen Flacheninhalt hat, womit daobl@mlos algebraisch
gerechnet wird. Di&lementevon Euklid bilden auch ftr den heutigen Geo-
metrieunterricht in vieler Hinsicht die Grundlageort erfolgt aber das
"Rechnen" mit Flachen geometrisch ohne Verwendumghal3zahlen. Ziel
des vorliegenden Artikels ist es, den EinstiegeRdachenlehre im heutigen
Schulunterricht und in Euklidslementerkurz darzustellen. Von einer Lehr-
buchaufgabe ausgehend, wird eine Methode fur Zemlggind Zusammen-
setzung aufgezeigt, mit deren Hilfe man ohne Reghraum Satz des Py-
thagoras gelangen kann.

Flachenlehre in der Schule

Die Anfange der Flachenlehre kann man schon irGdendschule in Form

von Kastchen-Zahlen aufspuren. Diese Vorerfahrungerten in der Se-
kundarstufe | weiter ausgebaut, wobei der Flachegyheieh durch Zerlegung
eine wichtige Rolle spielt. Der FlachenvergleichatuErganzung wird auch
erwahnt, spater wird aber kein Unterschied mehsawen Zerlegungs- bzw.
Erganzungsgleichheit gemacht. Die Formel fir de&ch#ninhalt eines
Rechtecks, deren Seitenlangen natirliche oder Balntén sind, wird bis

Ende des 6. Jahrgangs formuliert. Ausgehend dalass man ein Paralle-
logramm durch Zerlegen in ein flachengleiches Rezthtimwandeln kann,
wird die Flachenformel auch fir das Parallelogramumigestellt. Dieser

Ubergang vom Rechteck zum Parallelogramm wird dRineksicht auf die

Art der neu entstandenen Seitenlangen gemachgddie schiefen Paralle-
logramme werden meistens nicht mehr zerlegt. Aaifagrd nur die Formel

.Basis mal Hohe" angewendet, wodurch die Heranggheise durch Zer-
legen und Zusammenfligen zu schnell auf dem AltaiFdemel-Anwendung

geopfert wird. Diese Tendenz eines friihen Ubergangs$-ormel ist auch

im Falle des Dreiecks (bzw. Trapezes) zu beobachten

Euklids Flachenlehre

Schaut man dagegen in Eukli@Eementewird man bei der Suche nach Fla-
chenformeln nicht fiindig. Die Anfange der Flachéndesind bei Euklid im
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Buch I (8§ 35) zu finden, diese Lehre wird dann iocB VI unter der Ver-
wendung der eudoxischen Proportionenlehre erweline arithmetische
Flachenmessung erfolgt weder im Buch | noch im BUthAm Beginn (8
35) steht ein elementargeometrischer Flachenvetglaielcher sich auf die
Axiome aus Buch | stutzt. Zuerst werden Paralleogne miteinander ver-
glichen. Mit dem Axiom 7 ,Was einander deckt, istasmder gleich” (vgl.
Thaer (1969%5. 3.) wird vorausgesetzt, dass Deckungsgleicliéuhenin-
haltsgleichheit impliziert, auch wenn der BegKRcheninhalinicht explizit
definiert wird. Bei dem Vergleich der Parallelogram (bzw. weiterer ein-
facher Polygone) wird kein Unterschied zwischenlefgpmgs- und Ergan-
zungsgleichheit gemacht, sondern unterstellt, disse aquivalent sind.
Diese Tradition wird, wie schon oben festgestallich heutzutage in der
Schule fortgesetzt. (Mehr Information zu dieser iglenz findet der Leser
in Hilbert (1956)). An dieser Stelle lohnt es siemen Blick auf die anderen
Axiome zu werfen. WiddAbb. 1zeigt, bieten diese Axiome eine gute Gele-
genheit dazu, dartiber nachzudenken, was mit eirggnmiffen eigentlich
gemeint ist: In welchem Sinne igleich zu verstehen? Welche Bedeutung
haben die WortélalbegHalbierung,Doppeltes/Verdoppelungs.w.?
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Ax. 3 Wenn von Gleichem Gleiches weggenominen Ax. 6 Die Halben von demselben
wird, sind die Reste gleich. sind einander gleich.

Abb. 1

Ein gesonderter Blick geblihrt dem Axiom 8: ,Das @arst groer als der
Teil."

Dieses Axiom wird oft bei den
Beweisen verwendet, wobe
keiner der BegrifféGanzeund

groRRer explizit geklart wird.
Abb. 2gibt ein Beispiel fur die

Notwendigkeit einer solcher Relation : Das Ganze ist grofier
" Summe der Eckzahlen als der Teil?
Klarung.
Abb. 2
Zerlegungen

Bei dem Flachenvergleich zweier einfacher Polygdmeh Zerlegung be-
steht die grof3te Hirde darin, eine geeignete Zeniggu finden.



30 Zeichne ein »griechisches Kreuz“ und zerschneide es wie angegeben mit zwei

Die fOIgende AUfgabe geraden Schnitten. Gelingt es dir, die Teile zu einem Quadrat zusammenzusetzen?
(Abb. 3)ist dem Lehrbuch

.Neue Wege Mathematik 3

8 RP* entnommen. Sie \

wurde im Kapitel ,Fla- o£ 'S

chen vergleichen® ge-

stellt, bevor die Flachen:

formeln fir Parallelo- bb. 3 h " i h
gramme und Dreieckéa‘ . 3 (Neue Wege Mathematik 8 RP. Bildungshaus

. .. Schulbuchverlage Braunschweig 2005. ISBN 978-3-
eingefuhrt wurden. 507-85568-7, S. 16)L

Wie man im rechten Bild leicht erkennt, wird diefgabe durch die beson-
dere Anordnung der einzelnen Teile derart triviatis dass den Schilern
nur noch das Zusammenschieben der Teile tbrigtbleib

Die Umformulierung der Aufgabe ,Wandle das griect
sche Kreuz in ein flachengleiches Quadrat um* dgieste
bei der Bearbeitung einen grofReren Spielraum. Die /
gabe ist in einer dhnlichen Form als Klassikerigien

Blchern fur Unterhaltungsmathematik zu finden (z
Dudeney (1970)). Abb. 4 zeigt eine LOsung, die miin
male mathematische Kenntnisse erfordert. Ist eine Abb. 4

Lésung (vgl. Abb. 4) nicht so einfach z L

finden wie im Falle des griechische o

Kreuzes, stellt sich die Frage, ob m: Translation
fur die Behandlung von Aufgaben, bt z
denen es um Zerlegen und Zusamme ™

figen geht, eine Methode entwickel ’
konnte. Eine Mdoglichkeit dafur biete

Abb. 5. Man legt die Ebene, falls mogyp, 5
lich, mit der zu zerlegenden Figur aus.

Auf das so entstandene Gitter legt man das gesQoizdrat)gitter wie in
Abb. 5. Die Seitenlang&B des Quadrates kann man entweder aus der Abb.
4 ablesen und z.B. mit dem Zirkel abtragen odedaussleichundAB|? =

5 (durch Zahlen der Einheitsquadrate im griechisdkezuz) ermitteln und
anschliel3end konstruieren (falls der Satz ode®sdtegruppe des Pythagoras
schon bekannt sind). Aus der Kreuzung dieser Qidst man dann einfach
die L6sung ab. Durch die Verschiebung des oberedfigitters entstehen
weitere Losungen (siehe Abb. 6). Alle diese Losmngehalt man durch
Translation der einzelnen Teile, einige davon lasseh auch durch Rota-
tion um bestimmte Punkte erzeugen (Abb. 6b undBajir befestigt man



das schwarze Vieleck, alle anderen Vielecke werdgmheinander um die
gekennzeichneten Punkte gedreht, bis sie sich ausdi@t zusammenfligen.

Abb. 6¢

Der oben erarbeiteten Idee folgend,

kann man sich auch dem Satz des Py-
thagoras nahern. Dazu pflastert man
die Ebene gemald Abb. 7 mit zwei be-

liebigen Quadraten. (Der Leser ist ein-

geladen, die Moéglichkeit einer solchenpp. 7 !
Pflasterung zu prufen.) Legt man auf

das so entstandene Muster das Quadratgitter, dgSsdreitsquadrat” die
Summe der gegebenen zwei Quadrate ist, so siehtaaas das Quadrat
Uber die Hypotenuse gleich der Summe der Kathetargte ist (Abb. 8).
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