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Mentale Modelle — Ausgewiahlte Aspekte
mathematikdidaktischer Adaptionen

In diesem Beitrag werden theoretische Grundlagen des psychologischen
Konstrukts der mentalen Modelle umrissen, zum in der Mathematikdidak-
tik hiufig gebrauchten Begriff der Grundvorstellung in Beziehung gesetzt
und Adaptionen von empirischen Forschungsansitzen skizziert.

Motivation

Wenn die im Unterricht verwendeten Darstellungen eines Lerngegenstan-
des selbst bei ,,noch so guter Illustrierung und sprachlicher Vermitt-
lung* (Winter, 1983) der wesentlichen mathematischen Strukturen nicht an
das Denk- und Vorstellungsvermégen der Schiilerinnen und Schiiler an-
kniipfen konnen, wird die unterrichtliche Vermittlung wenig Aussicht auf
Erfolg bei dem haben, was Vogel und Wittmann (2010) den (sukzessiven)
Aufbau tragfdhiger Vorstellungen nennen. Dabei ist zu fragen, was dieser —
aus praktisch-intuitiver Sicht womdglich klare — terminus technicus von
tragfdhigen Vorstellungen zu mathematischen Begriffen oder Verfahren
meint. Tragfdahige Vorstellungen werden in der Mathematikdidaktik haufig
tiber Grundvorstellungen beschrieben, die ihrerseits mit dem kognitions-
psychologischen Konstrukt der mentalen Modelle konnotiert werden.

Theorie

Grundvorstellungen: Die Frage, was im Mathematikunterricht an Struktu-
ren mathematischer Begrifflichkeiten oder Verfahren gelernt werden soll,
lasst sich durch stoffdidaktische Untersuchungen, d. h. fachlich-epistemo-
logische Analysen von Lerninhalten beantworten. In diesem Zusammen-
hang wird hédufig von den Grundvorstellungen mathematischer Begriffe
und Verfahren gesprochen (Vom Hofe, 1995). Grundvorstellungen konkre-
tisieren mathematische Strukturen iiberwiegend anhand von Sachkontexten
und darin stattfindenden Handlungen. Sie stellen wesentliche mathemati-
sche Strukturen eines Begriffs oder Verfahrens auf eine Art und Weise dar,
die fiir Schiilerinnen und Schiiler nachvollzogen werden konnen und daraus
ihr didaktisches Potential entfalten. Zu einem mathematischen Begriff oder
Verfahren gibt es hidufig mehrere passende Grundvorstellungen, Beispiele
sind: Grundvorstellungen zur Division als Verteilen und als Aufteilen (vgl.
z. B. Vogel & Wittmann, 2010), Grundvorstellungen zu Funktionen (Zu-
ordnung, Kovariation und Vorstellung als Ganzes, vgl. z. B. Vollrath,
2003) oder Grundvorstellungen bei Briichen als ,,Bruch als Teil eines Gan-
zen* einerseits und ,,.Bruch als Teil mehrerer Ganzer® andererseits (vgl.
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Padberg, 1978). In diesem Sinn werden Grundvorstellungen als instruktio-
nale Modelle im Sinne von Seel (2003) verstanden, die nach didaktischen
Gesichtspunkten gestaltet sind und in einer normativen Weise als Vorlagen
fiir tragfdhige Vorstellungen der Schiilerinnen und Schiiler dienen. Grund-
vorstellungen werden jedoch auch in deskriptiver Weise fiir Erkldrungsmo-
delle von Schiilerinnen und Schiilern verwendet, die in dem System indivi-
dueller Erfahrungsbereiche verankert aktivierbar sind (Vom Hofe, 1995).
Diese Doppelbedeutung hat dem Konzept der Grundvorstellungen ver-
schiedentlich auch Kritik eingebracht (vgl. Weber, 2007) und macht die
Kldrung der begrifflichen Verwendung nétig, wenn damit gearbeitet wird
(z. B. Prediger, 2008).

Mentale Modelle: Grundvorstellungen werden unter Riickgriff auf das
Konstrukt der mentalen Modelle definiert: ,,Unter Grundvorstellungen
werden mentale Modelle mathematischer Begriffe und Verfahren verstan-
den, die ausgebildet werden miissen, um zwischen Mathematik, Individu-
um und Realitit zu vermitteln.* (Bruder, Hefendehl-Hebeker, Schmidt-
Thieme, & Weigand, 2015) oder ,,'Grundvorstellungen' are mental models
of mathematical content.” (Kleine, Jordan, & Harvey, 2005). Dieser Riick-
griff auf das psychologische Konstrukt macht eine (zumindest in der
deutschsprachigen Mathematikdidaktik selten aufzufindende) begriffliche
Klédrung notwendig.

Mentale Modelle dienen in ihrer kognitiven Funktion dem Verstehen eines
Ausschnitts der realen Welt und bilden eine Grundlage fiir die Planung und
Steuerung von Handlungen (vgl. Dutke, 1994). In der weithin akzeptierten
Definition von Schnotz und Bannert (1999) gehen alle konstitutiven be-
grifflichen Eigenschaften ein: ,,Ein mentales Modell [...] ist ein internes
Quasi-Objekt, das in einer Struktur- oder Funktionsanalogie zu dem darge-
stellten Gegenstand steht und diesen aufgrund bestimmter inhédrenter Struk-
tureigenschaften reprisentiert.” Mentale Modelle sind entweder wahrneh-
mungsnahe Analogien oder als Ergebnisse von Denkvorstellungen abstrak-
te Analogien (physical models vs. conceptual models, Johnson-Laird,
1983). Welche Eigenschaften eines Originals in die mentale Modellkon-
struktion eingehen, hingt vom Vorwissen und von der Intention des mo-
dellbildenden Subjekts ab (Seel, 1991). Entscheidendes Merkmal ist die
Prozessfihigkeit eines mentalen Modells (Seel, 2003), d.h. es erlaubt, ohne
physischen, oder externen Riickgriff auf das Original mit dem dargestellten
Inhalt qualitativ gedanklich zu arbeiten (z. B. einen Vorgang gedanklich zu
simulieren und Vorhersagen zu treffen). Auf diese Weise kann auf der Ba-
sis vorhandenen Wissens Uber mentale Modelle neues Wissen durch
Schlussfolgerungen aktiv erzeugt werden. Die Fiahigkeit hierzu hingt auller



von den individuellen Voraussetzungen noch von der Situation und der
Problemkontextualisierung ab (vgl. Dutke, 1994). Mentale Modelle sind
ein zentrales Element aktueller Theorien der Informationsverarbeitung mul-
tipler Reprisentationen (vgl. Schnotz & Bannert, 1999).

Bereits aus dieser sehr groben Zusammenfassung geht hervor, dass mentale
Modelle in nicht normativer, sondern deskriptiver Weise das subjektive
Wissen von Personen reprisentieren (vgl. Seel, 2003). Bezogen auf das be-
grifflich Verhiltnis von Grundvorstellungen, mentalen Modellen und trag-
fihigen Vorstellungen lisst sich zusammenfassen: Grundvorstellungen (im
normativen Sinn verstanden, s. 0.) beschreiben als Teil einer didaktisch
aufbereiteten instruktionalen Welt (vgl. Seel, 2003) aus einer fachlich-
epistemologischen Perspektive, was in die Entwicklung mathematischer
mentaler Modelle als Teil einer subjektiven Welt (vgl. Seel, 2003) einge-
hen soll: Wenn sie wesentliche mathematische Strukturen widerspiegeln
(Strukturanalogie), sich beim mathematischen Arbeiten als flexibel und
tibertragbar erweisen (Funktionsanalogie) und deshalb eine Argumentati-
onsgrundlage fiir belastbare Schlussfolgerungen bilden konnen, kann man
von Tragfihigkeit sprechen (vgl. Vogel & Wittmann, 2010). Ob eine Vor-
stellung tragfihig ist oder nicht, entscheidet sich letztlich am Erfolg in ei-
ner konkreten Situation des Mathematikunterrichts.

Adaptionen im empirischen Forschungsfeld

Die Eigenschaften der Struktur- und Funktionsanalogie haben sich als niitz-
lich erwiesen, um zum Zweck der Diagnose von primiren statistischen
Vorstellungen von jungen Schiilerinnen und Schiilern theoriegeleitet
schwierigkeitsgestufte Aufgaben zu konstruieren, die darauf zielen, hin-
sichtlich zugrundeliegender Grundvorstellungen unterschiedlich elaborierte
mentale Modelle aufzurufen: Eine Entscheidungssituation, deren Problem-
haltigkeit sich einerseits aus der Analyse von gegebenen Daten sowie in-
volvierten Personen und Objekten ergibt (Struktur) und andererseits der
Erfordernis ergab, probabilistische mentale Simulationen anzustellen
(Funktion) und darauf basierend prognostische Entscheidungen zu treffen
(Schlussfolgerungen). Theoriegeleitet lie sich eine Abstufung von vier
Schwierigkeitsgraden ableiten, die sich im gegebenen Informationsgehalt
zu verfiigbaren Daten (gegeben: ja/nein) und Objekten (gegeben: ja/nein)
einerseits sowie den Erfordernissen von mentaler Simulation (erforderlich:
ja/nein) und Datengenerierung (sichtbar: ja/nein) andererseits bemisst. Die
die so erfolgte Aufgabenkonstruktion lie3 sich durch (auf 5%-Niveau) sig-
nifikant unterschiedliche Losungshiufigkeiten und interpretative Evidenz
von Transskriptanalysen als empirisch validiert betrachten (vgl. Eichler &
Vogel, 2012). Wihrend es sich im vorgenannten Fall eher um den Typus



von wahrnehmungsnahen mentalen Modellen (s. 0.) handelt, sind momen-
tane interdisziplindre Forschungsaktivitiaten bei der strukturellen Adaption
des Aufgabenkonstruktionsprinzips in den Themenfeldern der Aussagenlo-
gik und der (Schul-)Algebra eher im Bereich der Denkvorstellungen anzu-
siedeln. Langfristiges Ziel sind theoriegeleitete und empirisch validierte
Konstruktionsprinzipien, die fiir gezielte Aufgabenstellungen in themen-
spezifischen Diagnoseinstrumenten Verwendung finden konnen.
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