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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich primdr mit der Analyse von Differentialformen, bilinea-
ren Formen und quadratischen Formen unter verschiedenen Korpererweiterungen in positiver
Charakteristik. Ist E/F' eine (nicht notwendigerweise endliche) rein inseparable Korpererweite-
rung, so werden wir ein Erzeugendensystem der Gruppe H}?H(E /F) mit beliebiger Primzahl
p > 0 konstruieren, mit dessen Hilfe wir dann auch ein Erzeugendensystem des quadratischen
Wittkerns W, (E/F) erhalten. Analog zu dieser Fragestellung werden wir zusétzlich in einigen
Spezialfillen rein inseparabler Erweiterungen ebenfalls Erzeuger der Gruppe v, (E/F) und da-
mit auch Erzeuger des bilinearen Wittkerns W (E/F') bestimmen. Eines der Hauptwerkzeuge,
die wir dabei einfiihren und verwenden werden, sind Annullatoren in der Algebra Q*(F'). Diese
werden wir gesondert untersuchen und anschlieBend auch fiir die Analyse von Differentialfor-
men und bilinearen Formen unter mehrfachen Funktionenkérpererweiterungen von p-Formen
verwenden. Zusétzlich werden wir mit Hilfe des Bloch-Kato-Gabber Theorems und des Bloch-
Kato Theorems alle vorliegenden Ergebnisse auch auf die Theorie der Milnor- K-Gruppen und
der Brauergruppen iibertragen.

Einige der Hauptresultate aus den Kapiteln 6.3 und 8.3 dieser Arbeit wurden bereits zur Ver-
Offentlichung im ,,Journal of Algebra* unter dem Titel ,, The behavior of differential, quadratic
and bilinear forms under purely inseparable field extensions® eingereicht (Stand 7. November
2017).



Abstract

In this thesis, we will primarily study differential forms, bilinear forms and quadratic forms
under different kinds of field extensions E/F where F' denotes a field of positive characteristic.
Let E/F be a (not necessarily finite) purely inseparable field extension. We will compute a
generating system of the group HICLH(E /F) for an arbitrary prime number p > 0 and using
this group, we will also obtain a generating system of the quadratic witt kernel W,(E/F') when
p equals two. Analyzing the same extension in some special cases, we will also be able to give
a generating system of the group v, (E/F) which we can translate into a generating system of
the bilinear witt kernel W (E/F) for p = 2. To do so, we will introduce and study so called
annihilators in the graded differential algebra Q*(F'). These annihilators will also be used to
get some results on the behavior of the space of differential forms under iterated function field
extensions of p-forms. Afterwards we determine the structure of the witt ring of these extensions
as well. Using the Bloch-Kato-Gabber Theorem and the Bloch-Kato Theorem, we will also be
able to transfer our main results to the theory of Milnor-K-groups resp. to the p-torsion part
of the brauer group.

Note that some of the main results of chapters 6.3 and 8.3 have already been handed in at the
yJournal of Algebra“ under the title ,, The behavior of differential, quadratic and bilinear forms
under purely inseparable field extensions“ ( November 7, 2017).
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Kapitel 0

Einleitung

Bei der Betrachtung von tiber Korper definierter algebraischer Objekte ist es ein zentrales Pro-
blem, das Verhalten eben dieser Objekte unter Kérpererweiterungen zu beschreiben. Genau diese
Fragestellung werden wir in dieser Arbeit fiir bilineare und quadratische Formen iiber Korper
der Charakteristik zwei und fiir Differentialformen tiber Kérper positiver Charakteristik p > 0
aufgreifen. Dabei beantworten wir primér die Frage, welche bilinearen Formen b € W (F'), welche
nicht singulédren quadratischen Formen ¢ € W, (F') und welche Differentialformen w € Q"(F)
unter einer gegebenen Korpererweiterung K /F metabolisch bzw. hyperbolisch bzw. trivial wer-
den. Den wohl tiefsten Grundstein dieser Dissertation legte dabei Witt in seiner Arbeit ,, Theorie
der quadratischen Formen in beliebigen Korpern [44]“ aus dem Jahr 1937, in der er einen Ring
einfiihrte, der heute als der Wittring bekannt ist und somit der Menge der quadratischen und bi-
linearen Formen iiber einem Koérper F' eine algebraische Struktur zuordnete. Allerdings wurde
der Wittring in dieser Arbeit ausschliefllich fiir Formen {iber Koérper mit Charakteristik ver-
schieden von zwei eingefithrt. Erste Untersuchungen von Formen in Charakteristik zwei wurden
etwa von Arf in [12] bereits im Jahr 1941 durchgefiihrt, aber bis heute gibt es wenig Literatur
im Bereich der quadratischen Formen, die sowohl Koérper der Charakteristik ungleich zwei als
auch Korper der Charakteristik zwei behandelt. Einer der Hauptgriinde fiir die Trennung dieser
beiden Theorien ist vor allem die Tatsache, dass bilineare Formen und quadratische Formen in
Charakteristik zwei stets getrennt voneinander untersucht werden miissen, da diese nicht wie
im iblichen Fall &quivalent zueinander sind. Aber gerade im Verhalten unter Korpererweiterun-
gen liefern Formen iiber Korper der Charakteristik zwei oft eine groflere Vielfalt an Resultaten
als {iber Korper anderer Charakteristik. So gibt es etwa fiir Kérper der Charakteristik zwei,
zwei deutlich verschiedene Typen von quadratischen Korpererweiterungen unter denen sich die
quadratische Wittgruppe auch deutlich verschieden verhélt. Aber natiirlich haben Korper der
Charakteristik zwei aus noch vielen weiteren Griinden eine Daseinsberechtigung. Aus diesem
Grund wollen wir uns in dieser Arbeit der Untersuchung von quadratischen und bilinearen For-
men tiber Korper der Charakteristik zwei widmen und uns dabei speziell auf das Verhalten unter
Korpererweiterungen konzentrieren. Dabei sind vor allem rein inseparable Korpererweiterungen
fiir uns von Interesse, was sich wie folgt begriinden lésst:

Aus der Algebra wissen wir, dass jeder Koérper F' mit char(F) = 0 perfekt ist und somit jede
endliche Erweiterung von F' separabel ist. In diesem Fall gibt es also schlichtweg keine insepa-
rablen Erweiterungen von F'. Ist char(F) = p # 2, so ist der Korpergrad jeder endlichen rein
inseparablen Erweiterung E/F stets eine Potenz von p und damit insbesondere ungerade. Nach
dem Theorem von Springer (siehe [21, Cor. 18.5]) sind in diesem Fall also iiber F' anisotrope
Formen auch iiber E anisotrop. Lediglich fiir Kérper der Charakteristik zwei liefern damit rein
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inseparable Erweiterungen also von Null verschiedene bilineare und quadratische Wittkerne.
Insbesondere gibt es also auch keinerlei Ansédtze oder Vorgaben aus der iiblichen Theorie, die
wir bei der Untersuchung aufgreifen oder iibertragen kénnten. Aber eben diesen Wittkernen
wollen wir einen Grofiteil dieser Arbeit widmen und sie fiir die quadratische Wittgruppe W, (F)
vollstandig klassifizieren. Um dies zu tun, werden wir die Theorie der Differentialformen iiber
F zu Hilfe nehmen, welche im Fall char(F') = 2 in Verbindung zur Theorie der bilinearen und
quadratischen Formen iiber F' steht. Differentialformen sind generell fiir Koérper beliebiger po-
sitiver Charakteristik definiert, weshalb wir auch viele unserer Ergebnisse weitestgehend fiir
Korper beliebiger Charakteristik p > 0 formulieren werden, auch wenn ihre Anwendung dann
im Fall p = 2 erfolgt. Differentialformen sind bereits schon ldnger bekannt und erste Analysen
dieser Formen erfolgten in [18] und [23]. Den Zusammenhang zwischen Differentialformen und
bilinearen bzw. quadratischen Formen zeigte Kato im Jahr 1982 in seiner Arbeit ,Symmetric
bilinear forms, quadratic forms and Milnor K-Theory in characteristic two [31]“, in der er die
Milnor Vermutung in Charakteristik zwei bewies.

Im Folgenden wollen wir noch eine Ubersicht iiber den Aufbau dieser Dissertation geben. Zum
besseren Verstdndnis dieser Arbeit empfehlen wir dem Leser zu Beginn eine kurze Durchsicht
des Anhangs, in dem einige fiir diese Arbeit notwendigen Definitionen und Resultate aus der
Algebra wiederholt werden.

In Kapitel 1 wollen wir eine kurze Einfithrung in die Theorie der bilinearen und quadratischen
Formen iiber Korper der Charakteristik zwei liefern. Da diese Theorie nicht so bekannt ist wie
die Theorie der quadratischen Formen iiber Korper der Charakteristik ungleich zwei, werden
wir dabei von Grund auf alle notwendigen Begriffe einfithren und lediglich ein grundlegendes
Vorwissen der Materie beim Leser voraussetzen. Wir fiithren in diesem Kapitel den Wittring
und die Wittgruppe von F', sowie das Fundamentalideal von F' ein und beschreiben dieses
anschlieBend durch bilineare und quadratische Pfisterformen.

Kapitel 2 dieser Arbeit befasst sich mit sogenannten quasilinearen p-Formen. Diese sind eine
Verallgemeinerung von total singuldren quadratischen Formen von Koérper der Charakteristik
zwei auf Korper der Charakteristik p > 0. Wir geben auch hier eine Ubersicht der grundlegenden
Definitionen und Eigenschaften. Weiter fithren wir fiir eine p-Form den Normkérper und den
Normgrad ein, welche in den spéteren Kapiteln 7 und 8 bei der Untersuchung von Formen unter
Funktionenkdérpern von p-Formen eine zentrale Rolle einnehmen werden.

In Kapitel 3 werden wir damit beginnen, die p-Unabhéngigkeit von Elementen einzufiihren.
Dabei spielt vor allem der Begriff einer p-Basis eines Korpers F' der Charakteristik p > 0
fiir uns eine zentrale Rolle, da wir mit Hilfe einer solchen p-Basis auch eine Vektorraumbasis
des Raumes der einfachen Differentialformen Q!(F) erhalten. AnschlieBend werden wir alle
notigen grundlegenden Begriffe im Bereich der Differentialformen einfiithren und auch die aus
einer p-Basis resultierende Filtrierung des Raumes 2"(F’), sowie das bekannte Lemma von Kato
formulieren. Zusétzlich werden wir ebenfalls den von Kato bewiesenen Zusammenhang zwischen
Differentialformen und bilinearen sowie quadratischen Formen auffithren. Da wir uns in dieser
Arbeit priméir mit dem Verhalten von Differentialformen unter Korpererweiterungen befassen,
werden wir auflerdem eine kurze Ubersicht iiber die bisher bekannten Resultate dieser Thematik
liefern.

Kapitel 4 befasst sich mit einer kurzen Einfiihrung und Definition der Milnor- K-Gruppen sowie
der Brauergruppe. Des Weiteren formulieren wir das Bloch-Kato-Gabber Theorem sowie das
Bloch-Kato Theorem, welches bestimmte Milnor- K-Gruppen und die Brauergruppe eines Kor-
pers I’ der Charakteristik p > 0 ebenfalls in Verbindung mit Gruppen von Differentialformen
setzt.




In Kapitel 5 beginnt dann der Forschungsteil dieser Arbeit. V6llig losgeldst von Kérpererweite-
rungen werden in diesem Kapitel zundchst Annullatoren in der Algebra Q*(F') untersucht und
so einige erste Ergebnisse von Aravire und Baeza in [7] mittels einer vollig anderen Herangehens-
weise deutlich verallgemeinert. Diese Ergebnisse werden wir anschlieBend mit Hilfe des Lemmas
von Kato auf die Gruppe v,(F) iibertragen, um so spéter einige Annullatoren im Wittring
W (F') zu erhalten.

Kapitel 6 befasst sich dann mit dem Verhalten von Differentialformen unter rein inseparablen
Korpererweiterungen. Wir werden zundchst den Raum Q"(F') unter modularen rein insepara-
blen Erweiterungen E/F untersuchen, anschliefend die Gruppe v,(E/F') bestimmen und so
spéter ein Ergebnis fiir den bilinearen Wittring W (E/F') erhalten. Mit Hilfe der Ergebnisse
aus Kapitel 5 konnen wir dann auch Q"(E/F) fiir einen Spezialfall einer nicht modularen rein
inseparablen Erweiterung E/F bestimmen und erhalten so den ersten Q-Kern dieser Art. An-
schlieflend werden wir den Kern H;LH(E/ F) fiir eine vollkommen beliebige rein inseparable
Erweiterung bestimmen, indem wir ein Erzeugendensystem dieser Gruppe angeben.

In Kapitel 7 entfernen wir uns kurzzeitig von den algebraischen Erweiterungen und befassen uns
mit dem Verhalten von Differentialformen unter Funktionenkérpern von p-Formen. Dabei wer-
den wieder die Annullatoren aus Kapitel 5 ein zentrales Hilfsmittel sein, mit dessen Hilfe wir die
Kerne Q" (F(pq,...,¢,)/F)und v, (F(pq,...,¢,)/F) fir p-Formen ¢4, ..., ¢, als Annullatoren
bestimmter Mengen von Differentialformen identifizieren werden, die mit Hilfe der Normkorper
der Formen ¢, ..., ¢, beschrieben werden kénnen. Mittels verschiedener Ergebnisse aus den
vorangegangenen Kapiteln konnen wir diese Kerne dann in verschiedenen Spezialfillen genauer
bestimmen.

Im achten und letzten Kapitel werden wir diese Arbeit damit abschlielen, alle Ergebnisse aus
den vorangegangenen Kapiteln zusammenzutragen und diese mittels zweier Transformations-
lemmata auf den bilinearen Wittring und die quadratische Wittgruppe des Koérpers F' mit
char(F') = 2 zu tbertragen.

Abschlieflend méchte ich noch einigen Menschen danken, die mich beim Erstellen dieser Arbeit
unterstiitzt und immer wieder neu motiviert haben. Zunéchst bedanke ich mich bei meinem
Betreuer Detlev Hoffmann, der mir die Freiheit lief in die Richtung zu forschen, in der ich die
groffiten Erfolgsaussichten sah, mich nie dréngte aber stets Zeit fiir Fragen und Orientierungs-
hilfen hatte und mit dem ich viele interessante Gespréache fithrte, die mir immer wieder neue
Ideen und Ansétze lieferten. Auch meinen Arbeitskollegen am Lehrstuhl moéchte ich fiir die vie-
len interessanten Diskussionen danken, auch wenn diese nicht immer mathematisch motiviert
waren. Schliefllich danke ich noch meiner Frau, die auch in den schwierigsten Phasen dieser
Arbeit immer hinter mir stand.




Teil 1

Eine Wiederholung der notwendigen
Theorien



Kapitel 1

Bilineare und quadratische Formen

In diesem Kapitel wollen wir die fiir diese Arbeit notwendige Theorie der bilinearen und quadra-
tischen Formen iiber Korper der Charakteristik zwei wiederholen und einige Notationen fixieren.
Dabei beschranken wir uns ausschlielich auf den Fall der Charakteristik zwei und setzen bei
dem Leser ein grundlegendes Verstandnis der Materie voraus.

Unabhéngig von der Tatsache, dass einige der hier aufgefithrten Ergebnisse auch in einem all-
gemeineren Kontext giiltig sind, wollen wir uns in diesem Kapitel ausschlieSlich auf Korper F
der Charakteristik zwei und endlich dimensionale F-Vektorrdume beschrianken. Des Weiteren
verwenden wir die iiblichen Standardnotationen der Theorie, etwa schreiben wir L fiir die or-
thogonale Summe von Formen. Fiir eine detaillierte Einfithrung in die Theorie der bilinearen
und quadratischen Formen verweisen wir auf die einfithrenden Kapitel des Buches [21].

1.1 Bilineare Formen, quadratische Formen und ihre Wittzer-
legung

Der erste wichtige Unterschied zur tiblichen Theorie der quadratischen Formen ergibt sich bereits

in der Definition einer quadratischen Form.

Definition 1.1 Es sei V ein F-Vektorraum.

(a) Eine Abbildung b : V' x V' — F heifit bilineare Form iiber F', wenn sie in jeder Komponente
linear ist. Sie heifft symmetrisch, wenn fiir alle u,v € V stets b(u,v) = b(v,u) gilt. Das Paar
(b, V) nennen wir dann einen symmetrischen bilinearen Raum.

(b) Eine Abbildung ¢ : V' — F heifit quadratische Form iiber F', wenn fiir alle u,v € V und
A€ Fgilt

o« o) =N p(v);
o b, : VxV — F definiert durch by (u,v) = ¢(u+v)+e¢(u)+¢(v) ist eine (symmetrische)
bilineare Form iiber F'.

Das Paar (¢, V) nennen wir dann einen quadratischen Raum.

(c) Eine bilineare Form b heifit alternierend, wenn b(v,v) = 0 fiir alle v € V gilt.
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Im Folgenden werden wir der Einfachheit halber die Form b oft mit dem bilinearen Raum (b, V)
und die quadratische Form ¢ mit dem quadratischen Raum (¢, V') identifizieren.

Die Dimension einer bilinearen oder quadratischen Form identifizieren wir mit der Dimension
des zugrunde liegenden Vektorraums. Natiirlich kénnen wir auch jeder bilinearen Form b ihre
sogenannte polare Form ¢y durch ¢p(v) := b(v, v) zuordnen. Im Gegensatz zur {iblichen Theorie
in Charakteristik ungleich zwei ist diese Zuordnung jedoch keine Bijektion, sondern es gilt
¢p, = 0 und by, = 0. Aus diesem Grund missen an vielen Stellen bilineare und quadratische
Formen in Charakteristik zwei getrennt voneinander untersucht werden.

Sind (b1, V1), (ba, V2) zwei bilineare Raume und (¢, W1), (¢4, Wa) zwei quadratische Rédume, so
nennen wir L : Vi — V5 eine Isometrie der Formen by und bs, wenn L ein Vektorraumisomor-
phismus ist und zusétzlich by(L(u), L(v)) = by(u,v) fur alle u,v € V; gilt. Analog nennen wir
M : Wy — Ws eine Isometrie der quadratischen Formen ¢; und ¢,, wenn M ein Vektorraumi-
somorphismus ist, der po(M(w)) = ¢ (w) fiir alle w € W erfiillt. In diesen Féllen nennen wir
die Formen by, ba sowie ¢, ¢, isometrisch und schreiben kurz b; = by und ¢; = ¢,. Existiert
ein a € F* mit a by = by bzw. mit a ¢ = ¢4, so nennen wir die jeweiligen Formen ahnlich.

Im Gegensatz zu der in Definition 1.1 gegebenen koordinatenfreien Definition kénnen wir bili-
neare und quadratische Formen durch Fixieren einer Basis des zugrunde liegenden Vektorraumes
auch als homogene Polynome von Homogenitétsgrad zwei auffassen. Eine Isometrie zweier For-
men entspricht dann genau einer linearen Variablentransformation der zugehorigen Polynome.

Da wir uns in dieser Arbeit ausschlieSlich mit symmetrischen bilinearen Formen befassen wer-
den, sei von nun an mit bilinearer Form stets eine symmetrische bilineare Form gemeint. Einige
der nachfolgenden Aussagen sind zwar in leicht abgewandelter Form auch fiir beliebige bilineare
Formen giiltig, jedoch spielen diese fiir das Ziel dieser Arbeit keine Rolle.

Definition 1.2 Es seien (b, V') ein bilinearer Raum und (¢, W) ein quadratischer Raum. Wir
definieren das bilineare Radikal von b bzw. das quadratische Radikal von ¢ als die Unterrdume

radb:={v eV |b(v,u) =0Vu e V} bzw. radp := {w € rad b, | p(w) = 0}.
Ist rad b = {0}, so nennen wir b nicht ausgeartet und gilt rad ¢ = {0}, so nennen wir ¢ regulér.

Um im weiteren Verlauf dieses Kapitels den Wittring und die Wittgruppe definieren zu kénnen,
werden wir uns spater auf Formen mit trivialen Radikalen beschrianken. Dies ist jedoch keine we-
sentliche Einschréinkung, da das bilineare Radikal einer bilinearen Form sowie das quadratische
Radikal einer quadratischen Form stets ein orthogonaler Summand des zugrunde liegenden Vek-
torraumes ist und die Restform dabei nicht ausgeartet bzw. regulér ist. Man beachte zusétzlich,
dass im Fall von Charakteristik zwei die Radikale der Formen ¢ und b, nicht zusammenfallen
miissen.

Wir wollen uns nun mit Normgestalten von bilinearen und quadratischen Formen befassen.

Dazu bezeichnen wir mit (a,...,ay ), diejenige bilineare Form, welche durch das Polynom
Yo a; XY, € F[Xq,Y1,...,X,,Y,] beschrieben ist. Ist b eine bilineare Form iiber F' mit b =
(ai,...,an )y, so nennen wir (ay,...,an, ), eine Diagonalisierung von b. Analog bezeichnen wir

mit (b1,...,b,) die quadratische Form, welche durch das Polynom Y, b;X? gegeben ist.
Schliefllich bezeichnet [c, d] die zweidimensionale quadratische Form cX2?+ XY +dY? € F[X,Y].
Mit diesen Notationen erhalten wir dann das folgende Resultat.




1.1. Bilineare Formen, quadratische Formen und ihre Wittzerlegung

Proposition 1.3 (/21, Cor. 1.9],/38, Chap. 1, Theo. 4.3])

(a) Es sei b eine nicht alternierende n-dimensionale bilineare Form tber F. Dann ezistieren
ai,...,an € F so, dass b = (aq,...,an), gilt.

(b) Es sei ¢ eine quadratische Form tber F. Dann existieren by,c1,...,by, ¢ dy, ..., ds € F
mit o = [by,e1] L ... L [bp,er] L (dy,... ds).

Man beachte, dass in Proposition 1.3(b) dabei (di, ..., ds) = @|radp,, gilt- Das durch ¢ eindeutig

bestimmte Tupel (r, s) € N% heifit der Typ der Form ¢. Mit dieser Bezeichnung nennen wir eine
Form ¢ vom Typ (r,s) dann

e nicht singulédr, wenn s = 0 ist;
e singuldr, wenn s > 0 ist;
o total singular, wenn r = 0 ist.

Da wir total singuldre Formen in Kapitel 2 dieser Arbeit in allgemeinerer Form noch genau-
er studieren werden, wollen wir hier nicht weiter auf diese eingehen und uns im Folgenden
weitestgehend mit nicht singuldren Formen befassen.

Fiir einen bilinearen Raum (b, V') und einen quadratischen Raum (¢, W) definieren wir die von
den Formen iiber F' dargestellten Elemente als

Dp(b) :={b(v,v) |[v eV ;| b(v,v) # 0} und Dp(p) := {p(w) |w e W | p(w) # 0}.

Man beachte dabei, dass fiir alternierende bilineare Formen stets Dp(b) = @ gilt und insbe-
sondere jede Form b mit Dp(b) # @ diagonalisierbar ist. Weiter nennen wir b bzw. ¢ isotrop,
wenn ein v € V' \ {0} bzw. ein w € W\ {0} existiert, sodass b(v,v) = 0 bzw. p(w) = 0 gilt. Ist
dies nicht der Fall, nennen wir die Formen anisotrop.

Lemma 1.4 ([21, Lem. 1.23, Prop. 7.13])

(a) Es sei b eine nicht ausgeartete bilineare Form tber F. Ist b isotrop, so ezistiert ein a € F,
eine zweidimensionale bilineare Form M mit Grammatriz (¢ }) und eine bilineare Form b’
mit b= b’ 1 M.

(b) Es sei @ eine regulire quadratische Form tber F'. Ist  isotrop, so existiert eine quadratische
Form ¢ mit o =2 ¢’ 1 [0,0].

Die in Lemma 1.4 beschriebene zweidimensionale Form M mit Grammatrix (¢{) fir a € F
wollen wir kurz als M, bezeichnen und nennen diese eine metabolische Ebene. Man beachte,
dass fiir a € F* dann M, = (a,a), gilt. Die Form My wird auch die bilineare hyperbolische
Ebene genannt und mit Hj bezeichnet. Dabei ist die Form Hj nicht diagonalisierbar und es gilt
Dr(H,) = @. Die nicht singulére isotrope quadratische Form [0, 0] wollen wir analog quadra-
tische hyperbolische Ebene nennen und mit H bezeichnen. Fiir die quadratische hyperbolische
Ebene schreiben wir auch kurz hyperbolische Ebene.

Offensichtlich gilt fiir a,c € F* genau dann M, = M., wenn ac € (F*)? ist. Weiter ist M, 2 H,
fiir alle @ € F'*. Zudem ist leicht zu sehen, dass fiir @ € F* dann Dp(M,) = a(F*)? und fiir die
(quadratische) hyperbolische Ebene Dp(H) = F* gilt.

Ist ein bilinearer Raum (b, V') orthogonale Summe von metabolischen Ebenen, so nennen wir
diesen einen metabolischen Raum. Genauso nennen wir einen nicht singuldren quadratischen
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Raum (¢, V) einen hyperbolischen Raum, wenn er Summe von hyperbolischen Ebenen ist.
Dies ist fiir beide Formen genau dann der Fall, wenn es einen total isotropen Unterraum der
Dimension % dim b bzw. % dim ¢ gibt, also einen Unterraum U C V der Dimension % dim V' mit
b(u1,u2) = 0 fiir alle uj,uz € U bzw. p(u) = 0 fir alle u € U. Mit diesen Bezeichnungen sind
wir nun in der Lage, die Wittzerlegung der jeweiligen Formen zu formulieren.

Theorem 1.5 ([21, Theo. 1.27], [27, Prop. 2.4])

(a) Es sei b eine nicht ausgeartete bilineare Form tber F. Dann existiert eine anisotrope bili-
neare Form by, und eine metabolische Form b,, mit b = by, L b,,. Dabei ist by, bis auf
Isometrie eindeutig durch b bestimmt und heif$t der anisotrope Anteil von b. Der ebenfalls
durch b eindeutig definierte Wert %dim by, heifst der Wittindex der Form b und wird mit
iw (b) bezeichnet.

(b) Es sei ¢ eine quadratische Form tber F. Dann existieren eine nicht singulire quadratische
Form ,., eine total singuldre quadratische Form o, und i,j € Ng so, dass ¢ ZixH L ¢, L
ws L 7 x(0) gilt. Dabei ist die Form ¢, L @, anisotrop, bis auf Isometrie eindeutig durch
@ bestimmt, heif$t der anisotrope Anteil von ¢ und wird mit p,,, bezeichnet. Die Werte i,j
sind ebenfalls eindeutig durch ¢ definiert, heiflen der Wittindex bzw. der Defekt von ¢ und
werden mit iy () bzw. i4(p) bezeichnet.

1.2 Pfisterformen

In diesem Abschnitt wollen wir die sogenannten Pfisterformen einfiihren, welche in den spé-
teren Kapiteln dieser Arbeit eine zentrale Rolle einnehmen werden. Pfisterformen tauchen in
fast allen Bereichen der Theorie der quadratischen Formen aber auch in vielen angrenzenden
Themengebieten immer wieder auf. Sie wurden erstmalig von Albrecht Pfister in seiner Ar-
beit ,Multiplikative quadratische Formen [37]¢ iiber Korper der Charakteristik ungleich zwei
eingefiihrt und zusammen mit den hyperbolischen Formen als die quadratischen Formen ¢ klas-
sifiziert, die eine Kompositionsformel der Art ¢(X) - p(Y) = ¢(Z) erfiillen. Sie nehmen heute
eine zentrale Rolle in vielen Bereichen der Theorie der bilinearen und quadratischen Formen
ein.

Um Pfisterformen zu definieren, werden wir die {iblichen Verkniipfungen von bilinearen und
quadratischen Formen mit Hilfe des Tensorproduktes verwenden. Fiir eine genaue Definition
dieser Multiplikation von Formen (sowie der bereits verwendeten orthogonalen Summe von
Formen) verweisen wir auf [14, S. 5].

Definition 1.6 Es sein € Ny und ay,...,a, € F* sowie b € F.

(a) Eine bilineare Form der Art (1,a1 ), ® ...®(1, ay, ), nennen wir n-fache bilineare Pfisterform
und schreiben fiir sie kurz ((a1, ..., ay )),. Weiter definieren wir (1), als die 0-fache bilineare
Pfisterform.

(b) Eine quadratische Form der Art ((aq,...,ay ), ®[1,b] nennen wir (n+1)-fache quadratische
Pfisterform und schreiben fir sie kurz ((aq,...,an,b]].

Wenn klar ist, ob wir eine bilineare oder quadratische Pfisterform meinen, schreiben wir kurz
Pfisterform. Nach Definition 1.6 ist klar, dass die Dimension einer Pfisterform eine Zweierpotenz
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ist und quadratische Pfisterformen stets nicht singulér sind. Zusétzlich zu den hier beschriebenen
Pfisterformen kann man noch sogenannte total singuldre quasi-Pfisterformen definieren. Diese
werden wir allerdings in Kapitel 2 in allgemeinerer Form einfiihren und hier nicht weiter auf
diese eingehen. Es sei zudem angemerkt, dass die Bezeichnung der quadratischen Pfisterformen
in der Literatur nicht konsistent ist. In einigen Quellen wird die Form (( a1, ..., an, b]] als n-fache
und nicht wie bei uns als (n + 1)-fache quadratische Pfisterform bezeichnet.

Pfisterformen besitzen viele interessante Eigenschaften und tauchen in vielen Bereichen der
Theorie der bilinearen und quadratischen Formen immer wieder auf. So ist etwa die Normform
einer Quaternionenalgebra stets eine 2-fache Pfisterform. Eine der bekanntesten Eigenschaften
von Pfisterformen ist etwa ihre Rundheit, das heifit ist b eine bilineare Pfisterform und ¢ eine
quadratische Pfisterform, so gilt a € Dp(b) bzw. b € Dp(p) genau dann, wenn a b = b bzw. b =
¢ gilt. Man nennt solche Skalare dann Ahnlichkeitsfaktor der Form b bzw. ¢ (siehe etwa [21,
Koro. 9.9]). Fiir uns ist vor allem die Tatsache interessant, dass Pfisterformen stets metabolisch
bzw. hyperbolisch {iber ihrem Funktionenkorper sind. Dieses Resultat ergibt sich sofort aus dem
folgenden Lemma, welches sowohl fiir bilineare, als auch fiir quadratische Pfisterformen gilt.

Lemma 1.7 (/21, Kor. 6.3, Kor. 9.10]) Bilineare/Quadratische Pfisterformen sind entweder
anisotrop oder metabolisch/hyperbolisch.

1.3 Der Wittring und die Wittgruppe

Wir wollen nun mit Hilfe der untersuchten Formen den Wittring der bilinearen Formen und
die Wittgruppe der quadratischen Formen definieren. Wir haben bereits erwidhnt, dass sowohl
fiir bilineare, als auch fiir quadratische Formen das jeweilige Radikal stets als orthogonaler
Summand des zugrunde liegenden Vektorraumes aufgefasst werden kann. Aus diesem Grund
meinen wir von nun an mit dem Begriff Bilinearform stets eine symmetrische, nicht ausgeartete
Bilinearform. Um nun den Wittring und die Wittgruppe definieren zu kénnen, benétigen wir
zunachst den Begriff der Wittaquivalenz, welcher wie folgt definiert ist.

Definition 1.8 (a) Zwei bilineare Formen by, by heilen wittdquivalent, wenn es metabolische
Formen My, My tiber F' gibt, sodass by L My = by L My gilt.

(b) Zwei nicht singulire quadratische Formen ¢, ¢, heiflen wittdquivalent, wenn es hyperboli-
sche Formen Hj, Hs iiber F' gibt, sodass ¢; L Hy = ¢, L Hy gilt.

Wittdquivalenz ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf der Menge der bilinearen und der
quadratischen Formen iiber F. Ihre Aquivalenzklassen werden Wittklassen genannt. Nutzen
wir nun die orthogonale Summe zweier Formen, sowie das Tensorprodukt zweier bilinearer
Formen bzw. einer bilinearen und einer quadratischen Form als vertreterweise Verkniipfung
dieser Klassen, so erhalten wir die folgende Ring- bzw. Gruppenstruktur.

Proposition 1.9 (/38, S. 35-37])

(a) Die Menge W (F) der Wittklassen der bilinearen Formen tber F wird mit den vertre-
terweisen Verknipfungen L und ® zu einem kommutativen Ring mit 1 = [(1),] und
0 = [Hp] = [My], genannt der bilineare Wittring von F.

(b) Die Menge Wy(F') der Wittklassen der nicht singuldren quadratischen Formen dber F wird
mit der vertreterweisen Verknipfung L zu einer abelschen Gruppe mit 0 = [H|, genannt die
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quadratische Wittgruppe von F. Diese kann durch das Tensorprodukt von bilinearen und
quadratischen Formen als W (F')-Modul aufgefasst werden.

Wie allgemein {iblich schreiben wir fir die Wittklasse [b] einer bilinearen Form kurz b, falls
klar ist, ob die Form oder die Klasse gemeint ist. Analoges gilt dabei auch fiir die Wittklassen
quadratischer Formen.

Wie auch im Fall von Charakteristik ungleich zwei liefert nun die wohldefinierte Abbildung
dimy : W(F) = Z /27 , b+ dimb mod 2

einen surjektiven Homomorphismus, dessen Kern wir als Fundamentalideal I(F') von W (F)
bezeichnen. Von besonderem Interesse fiir uns sind dabei die Potenzen I"™(F) := (I(F))" dieses
Ideals. Dabei definieren wir I°(F) := W(F) und I"(F) := {0} fiir n < 0. Eine erste Eigenschaft
dieser Potenzen liefert das folgende Lemma.

Lemma 1.10 (/21, S. 24,53])

(a) Fiir n € N wird I"(F') sowohl als Ideal, als auch additiv von den n-fachen bilinearen Pfi-
sterformen erzeugt und es gilt

W(F)DI(F)DI*(F)D...

(b) Firn € N wird ["Wy(F) := I"(F) ® Wy(F) sowohl als Modul, als auch additiv von den
(n + 1)-fachen quadratischen Pfisterformen erzeugt und es gilt

W, (F) D IW,(F) D IPW,(F) D ...

Im spéteren Verlauf dieser Arbeit werden wir uns primér mit den Faktorgruppen I"(F)/I" " (F)
bzw. "W, (F)/I" W, (F), sowie dazu isomorphen Gruppen beschiftigen. Aus diesem Grund
fithren wir fiir alle n € Ny die folgenden Kurzschreibweisen

I(F)/I"TY(F) = T(F) und I"W,(F)/ 1" W,(F) = T"W,(F)

ein. Fiir eine Form b € I"(F) schreiben wir dann fiir die Klasse von b in I"(F) kurz b und eine
analoge Notation verwenden wir ebenfalls fiir den quadratischen Fall. Eine erste genauere Be-
schreibung dieser Quotienten liefern die Dimensionsabbilung dims, die Determinantenabbildung
det und die Arf-Invariante A. Mittels dieser Abbildungen erhalten wir die Isomorphien

I9F)=7/27Z , I(F)=F*/(F*)? und W,(F) = F/p(F).

Von dhnlichen Beispielen ausgehend formulierte Milnor im Jahr 1970 mit den Worten ,I do
not know of any examples for which the homomorphism [...] fails to be bijectiv® als erster
Mathematiker die Vermutung, dass (im Fall Charakteristik ungleich zwei) die Struktur der
Quotienten I"(F) mit denen bestimmter Galoiskohomologiegruppen mit (Z /2 Z)-Koeffizienten
iibereinstimmt. Um genauer zu sein formulierte er seine Vermutung mittels der in Kapitel 4 defi-
nierten Milnor- K-Gruppen, siehe dazu [35]. Eine positive Antwort dieser Vermutung lieferte im
Jahr 1996 Voevodsky in [36]. Allerdings konnte eine analoge Aussage im Fall von Charakteristik
zwel im Jahr 1982 von Kato in [31] bereits 14 Jahre frither bewiesen werden.

Neben der Milnorvermutung ist eines der bekanntesten Resultate beziiglich der Potenzen des
Fundamentalideals der Arason-Pfister Hauptsatz. Fiir uns wird er ein wichtiger Mechanismus
sein, mit dessen Hilfe wir die Ergebnisse aus den Kapiteln 5, 6 und 7 auf bilineare und quadra-
tische Formen tibertragen kénnen.
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Theorem 1.11 (21, Theo. 23.7, Cor. 23.8],[18, Satz 4.1, Satz 4.2])

(a) Ist b eine anisotrope bilineare Form in I"(F), so ist dimb > 2". Insbesondere ist damit
ﬂnzo In(F) = {0}

(b) Ist ¢ eine anisotrope micht singuldre Form in I"W,(F), so ist dim ¢ > 2"T1. Insbesondere

ist damit (,>o "Wy (F') = {0}.

Das klare Hauptziel dieser Arbeit ist es das Verhalten von W (F) und I"(F) bzw. W,(F) und
I"W,(F), sowie anderen verwandten algebraischen Strukturen unter Korpererweiterungen zu
studieren. Weiter wollen wir die Formen klassifizieren, welche unter einer gegebenen Erwei-
terung K/F metabolisch bzw. hyperbolisch werden. Darum definieren wir zunéchst fiir eine
Korpererweiterung K/F, einen bilinearen Raum (b, V') und einen quadratischen Raum (¢, V)
die Raume

b = (6,V)g = (bRK,V®K) und ¢g :=(p,V)k = (¢QK,V ® K).

Die Form by entsteht also aus der Form b durch eine Skalarerweiterung. Analoges gilt dabei
auch fir die Form ¢ . Damit sind wir nun in der Lage, den bilinearen und den quadratischen
Wittkern zu definieren.

Definition 1.12 Es sei K/F eine Korpererweiterung. Dann definieren wir
o den bilinearen Wittkern W (K/F) :=ker (¢: W(F) — W(K) );
o den quadratischen Wittkern W,(K/F) :=ker (¢ : W (F) — Wy (K) );
o den graduierten bilinearen Wittkern I"(K/F) := ker( ¢ : I"(F) — I"(K) );
o den graduierten quadratischen Wittkern I"W,(K/F) :=ker( v: I"W,(F) — I"W,(K) ).
Zusétzlich definieren wir noch die Kerne
I"(K/F):=ker(¢: I"(F) = I"(K) ) und I"Wy(K/F) :=ker(¢: I"Wy(F)— I"W,(K) ).

Dabei bezeichnet ¢ die jeweilige, durch Skalarerweiterung induzierte, kanonische Einbettung.

Eine vollstdndige Liste der bereits bekannten Wittkerne wiirde an dieser Stelle diese Arbeit
unnétig verldngern, weshalb wir auf [20] oder [29], sowie die einschligigen Quellen fiir eine
kurze Ubersicht der bekannten Wittkerne verweisen wollen.

1.4 Funktionenkorpererweiterungen

Eine der interessantesten Korpererweiterungen unter denen man bilineare und quadratische
Formen studieren kann, sind die sogenannten Funktionenkérpererweiterungen bilinearer und
quadratischer Formen. Diese wollen wir in diesem Abschnitt einfiithren und ihre grundlegenden
Eigenschaften festhalten. Dazu zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 1.13 ([33, Prop. 3]) Es sei ¢ eine n-dimensionale quadratische Form tber F mit
zugehorigem Polynom ¢(X1,...,X,) € F[X1,...,X,]. Dann ist o(X1,...,X,) genau dann
reduzibel in F[X1,...,X,], wenn ¢ ZH L (n—2) x (0) oder ¢ = (a) L (n—1) x (0) fiir ein
a € F gilt.

11
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Mit dieser Hilfsaussage definieren wir dann den Funktionenkorper wie folgt.

Definition 1.14 (a) Es sei ¢ eine n-dimensionale quadratische Form tiber F' in den Variablen
X = (X1,...,Xy). Ist (X) irreduzibel in F[X], so definieren wir den Funktionenkorper
von ¢ als

F(p) := Quot ( F[X]/ (p(X)) ).
Ist o(X) reduzibel in F[X], so definieren wir F'(¢) := F.
(b) Fiir eine bilineare Form b definieren wir F(b) := F(¢y).
Um das Verhalten bilinearer Formen unter Funktionenkoérpern einer weiteren bilinearen Form
zu studieren, miissen wir uns also mit den Funktionenkoérpern total singuldrer Formen befas-
sen. Dies wollen wir ebenfalls in Kapitel 2 in einem allgemeineren Kontext formulieren. Einige

Eigenschaften von Funktionenkérpern quadratischer Formen sind in der folgenden Proposition
aufgefiihrt.

Proposition 1.15 (/21, Prop. 22.9]) Es seien p, ¢ requlire quadratische Formen tber F.

(a) Ist o = ayp fiir ein a € F*, so gilt F(p) = F().
(b) Gilt dim ¢ > 2, so ist die Form ©r(y) tsotrop.

(¢) Ist das zu ¢ gehdrende Polynom p(X) € F[X] irreduzibel in F[X], so sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
(i) Die Form ¢ ist isotrop.
(ii) Die Erweiterung F(p)/F ist rein transzendent.

Man beachte, dass die Proposition 1.15(c) fiir total singulire Formen im Allgemeinen falsch ist.
Eine Untersuchung von Funktionenkorpern isotroper bilinearer Formen liefert also immer noch
interessante Ergebnisse.
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Kapitel 2

Quasilineare p-Formen

Nachdem wir uns nun zur Definition der Wittgruppe mit nicht singuldren quadratischen Formen
befasst haben, wollen wir in diesem Kapitel das andere Extrem der quadratischen Formen, die
total singuldren Formen studieren. Diese spielen fiir uns eine zentrale Rolle, da Funktionenkorper
bilinearer Formen b mit Hilfe ihrer polaren Form ¢y, also mittels einer total singuldren Form
konstruiert werden.

Betrachtet man nun die definierenden Eigenschaften einer total singuldren Form, so liegt es nahe
diese auch auf Korper beliebiger Charakteristik p > 0 zu verallgemeinern. Die so entstehenden
p-Formen wurden von Hoffmann in [24] im Jahr 2004 eingefiihrt und studiert. Da in dieser
Arbeit einige grundlegende Definitionen und Eigenschaften der p-Formen ausreichen, verweisen
wir fiir eine tiefer liegende Analyse auf diese Quelle. Weitere Resultate dieser Thematik ergeben
sich dann etwa in [41] oder fiir den Fall p = 2 in [27] oder [28].

Wir werden nun auch unsere Grundvoraussetzungen aus dem vorangegangen Kapitel verallge-
meinern. Von nun an und fir alle folgenden Kapitel sei, wenn nicht anders beschrieben, F' stets
ein Korper der Charakteristik p > 0. Weiterhin seien alle auftretenden Vektorrdume endlich
dimensional.

2.1 Grundlegende Definitionen

Beginnen wir damit, die definierenden Figenschaften einer total singuldren Form zu verallge-
meinern.

Definition 2.1 Es sei V ein F-Vektorraum. Eine quasilineare p-Form ¢ auf V, oder kurz
p-Form auf V| ist eine Abbildung ¢ : V' — F', die die folgenden Eigenschaften erfiillt

o p(Av) = NP p(v) fir alle v € V und X € F}

o p(u+v)=p(u)+ p(v) fir alle u,v € V.
Ferner definieren wir fiir eine p-Form ¢ auf V' ihre dargestellten Elemente durch die Mengen
Dp(p) = {p(v) [v €V, p(v) # 0} und Dy () = Dr(p) U {0}.

Wir beschreiben ¢ kurz als p-Form iiber F', wenn eine genaue Beschreibung des Vektorraums
V' nicht notwendig ist. Analog zum ersten Kapitel definieren wir die Dimension einer p-Form
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durch die Dimension des zugrunde liegenden Vektorraumes und nennen ¢ isotrop, wenn es ein
v e V\ {0} gibt mit p(v) = 0, ansonsten anisotrop. Definition 2.1 zeigt dann auch sofort, dass
2-Formen nichts anderes als total singuldre quadratische Formen sind.

Ist v1,...,v, eine Basis des Vektorraums V und ¢ eine p-Form auf V', so ergibt sich fiir jedes
v € V mit Basisdarstellung v = Y7 ; z;v; fiir passende z; € F sofort p(v) = 31, 2 o(v;).
Wir kénnen also analog zu Kapitel 1 wieder jede p-Form als homogenes Polynom Y7 ; a; X?
in F[Xy,...,X,] auffassen. Umgekehrt definiert auch jedes Polynom dieser Art wieder eine
p-Form iiber F'.

Da die Frage nach einer Diagonalisierung von p-Formen tiberfliissig ist, schreiben wir fiir eine
p-Form auf dem Vektorraum V' mit Basis vy,...,v, kurz ¢ = (ai1,...,a, >p, wenn ¢(v;) = a;
fir: = 1,...,n gilt. Da diese Darstellung natiirlich abhéngig von der Wahl der Basis von V ist,
setzen wir die folgende Definition.

Definition 2.2 Es sei ¢ eine p-Form auf V und v eine p-Form auf U. Die Formen ¢ und v
heiflen isomorph, wenn es einen Vektorraumisomorphismus L : V' — U mit ¢(L(v)) = ¢(v) fir
alle v € V gibt. Wir schreiben dann kurz ¢ = 1.

Wir wollen nun auf dem Raum der p-Formen iiber F' analog zu Kapitel 1 noch eine Addition
1 und eine Multiplikation ® definieren.

Definition 2.3 Es sei ¢ eine p-Form auf V und ¢ eine p-Form auf U. Dann definieren wir

(a) die Summe ¢ L ¢ auf V@ U durch (¢ L ¢)(v+u) = p(v) + ¢(u) fir alle v € V, v € U,

(b) das Produkt ¢ @y auf V ® U durch (¢ @¢)(>>;vi @ ui) = Y.; p(v)y(u) fiir alle endlichen
Summen mit v; € V und u; € U.

Offensichtlich sind diese Verkniipfungen wohldefiniert und fiir p-Formen ¢ = (a1, ..., a, >p und
= {(b1,...,bn >p ergibt sich sofort

e Ly={(ar,...,an,b1,...,bm), und @Y =1;; (a;bj), firi=1,...,nund j=1,...,m.

Ungliicklicherweise existiert keine Kiirzungsregel fiir p-Formen, da natiirlich (1,1), = (1,0),,
aber (1), % (0), gilt. Wir erhalten also fiir p-Formen auf diese Weise keine zum Wittring
analoge Ringstruktur.

Die Frage nach der Isomorphie zweier p-Formen ldsst sich sehr gut mit Hilfe der Menge der
dargestellten Elemente D (p) beantworten. Dazu halten wir zunéchst fest, dass fiir eine p-Form
o= <a1,...,an>p mit a1, ...,a, € I stets

D%(cp) =sppp(ay,...,an)

gilt. Die Menge D% () ist also ein endlich dimensionaler Untervektorraum des FP-Vektorraums
F', mit dessen Hilfe wir die Isomorphie von p-Formen wie folgt klassifizieren kénnen.

Proposition 2.4 (/24, Prop. 2.6]) Es seien ¢ = (ay,...,an >p undp = (by,..., by, >p p-Formen
dber ' mit a;,b; € F fiiri=1,...,nund j=1,...,m. Dann gilt

(a) Ist dimps(D%(¢)) = k < n und ist c1,...,c, eine FP-Basis von D%(¢), so ist ¢ =
(e1y.0y0,0,...,0 >p. Insbesondere existiert also fiir jede p-Form ¢ ein anisotrope p-Form
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Pan Mit © = Qg L (dimp —dimep,,) x (0),. Die Form @, ist dabei bis auf Isomor-
phie eindeutig durch ¢ bestimmt und heifst der anisotrope Anteil von ¢. Der Wert iq(p) :=
dim ¢ — dim ¢, heifit der Defekt von .

(b) Genau dann ist =), wenn n =m und D%(¢) = D%(¢) gilt.

Wegen des Basisauswahlsatzes der linearen Algebra kénnen die cq,...,c; aus Proposition 2.4
dabei stets aus der Menge {ay, ..., a,} gewahlt werden. Schreiben wir analog zu Kapitel 1 kurz
v wenn wir die p-Form ¢ unter einer Korpererweiterung K/F betrachten, so zeigt dieses
Resultat also, dass fiir p-Formen jede Korpererweiterung exzellent ist. Diese Eigenschaft von
Korpererweiterungen besitzt damit im Kontext der p-Formen keinerlei beschreibenden Wert.

2.2 Normkorper, Normgrad und p-Pfisterformen

Eines der wichtigsten Hilfsmittel zur Beschreibung der bilinearen Wittkerne von mehrfachen
Funktionenkorpererweiterungen von bilinearen Formen wird der Normkorper einer p-Form sein.
Darum wollen wir diesen Begriff in diesem Abschnitt einfiihren und einige der fiir uns wichtigsten
Eigenschaften aufzeigen. Beginnen wir zunéchst mit der Definition.

Definition 2.5 Es sei ¢ eine von Null verschiedene p-Form iiber F. Dann definieren wir den
Normkérper der Form ¢ als

Np(p) == FP (Z \ a,b € DF(tp)) :

Weiter bezeichnen wir die FP-Dimension des Normkorpers Ng(¢) als den Normgrad der Form
 und schreiben fiir diesen kurz

ndegp () := [Np(p) : FP].

Sind ¢ und v zwei p-Formen iiber F fiir die ein x € F* mit ¢ = x1) existiert, so erhalten wir
aus der Definition 2.5 sofort Np(p) = Np(¢). Es sei zudem angemerkt, dass der Normgrad
einer p-Form ¢ stets eine p-Potenz ist, da Np(y) eine rein inseparable Erweiterung iiber FP
vom Exponent 1 ist.

Um den Normkorper etwas greifbarer zu machen, erhalten wir aus einer einfachen Rechnung
das folgende Ergebnis.

Lemma 2.6 ([24, Lem. 4.2]) Es sei ¢ = (ao,...,an), eine (n+ 1)-dimensionale p-Form iiber
F mit ag,...,an € I, ag # 0 und n € No. Dann ist Np(p) = FP(GL, ..., ¢2).

Wir wollen diesen kurzen Abschnitt nun mit der Betrachtung der sogenannten p-Pfisterformen
abschlieBen. Diese sind wie im vorangegangen Kapitel ein spezieller Typ von p-Formen und
werden wie folgt definiert.

Definition 2.7 Es sei ¢ eine p-Form iiber F. Wir bezeichnen ¢ als eine 1-fache quasi p-
Pfisterform, oder kurz eine 1-fache p-Pfisterform, wenn es ein @ € F* mit ¢ = (1,a,...,a?" ! >p
gibt und schreiben dann kurz ¢ = ((a)),. Weiter nennen wir ¢ eine n-fache quasi p-Pfisterform,
oder kurz eine n-fache p-Pfisterform, wenn es a1, ..., a, € F* gibt mit ¢ = (a1 )), ®@...@{(an ),
und schreiben dann kurz ¢ = (a1, ..., ay ), Die O-fache p-Pfisterform definieren wir als (1),
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KAPITEL 2. Quasilineare p-Formen

Offensichtlich besitzen n-fache p-Pfisterformen stets die Dimension p™ und es gilt

(a1,...,an), = P (af...alr),.

(il,...,in)E{O,...,p—l}"

Die (p"™ — 1)-dimensionale Form

<<a1,...,an>>;: @ (azf...afl">p

07(i150vin ) €{0,.0,p— 13"

wollen wir als den reinen Anteil der p-Pfisterform ({(a1,...,an ), bezeichnen.

Pfisterformen sind neben vielen weiteren Griinden deshalb sehr interessant, da sich ihr Norm-
korper leicht berechnen lasst. Mit Lemma 2.6 erhédlt man aus der Definition einer p-Pfisterform
sofort Np({(a1,...,an)),) = FP(a1,...,a,). Insbesondere ist also die n-fache p-Pfisterform
{(a1,...,an)), genau dann anisotrop, wenn ndegp({( a1, ...,an)),) = dim({ar,...,an)),) gilt.

Fiir eine weitaus genauere Charakterisierung von p-Pfisterformen und die Bestimmung weite-
rer interessanter Eigenschaften, insbesondere mit Hilfe von sogenannten quasi Pfisternachbarn,
verweisen wir auf [24, Chap. 4] oder auf [27] fiir den Fall p = 2.

2.3 Funktionenkorper von p-Formen

Als letzten Punkt zur Theorie der p-Formen wollen wir uns nun noch mit dem Funktionenkorper
einer p-Form befassen. Wir haben bereits in Abschnitt 2.1 gesehen, dass eine p-Form wieder
als homogenes Polynom aufgefasst werden kann. Aus diesem Grund wollen wir nun dhnlich wie
in Kapitel 1 vorgehen, um Funktionenkoérper von p-Formen zu definieren. Zunéchst gilt das
folgende Lemma.

Lemma 2.8 ([24, Lem. 7.1]) Es sei p = (au,...,ay ), eine von Null verschiedene p-Form tiber
F. Dann ist das Polynom o(X1,...,X,) = > i aiXZpD € F[X1,...,X,] genau dann irreduzibel
in F[X1,...,X,], wenn ndegp(p) > 1 ist.

Mit dieser Tatsache gehen wir nun &hnlich wie in Abschnitt 1.4 vor und definieren den Funk-
tionenkdrper einer p-Form wie folgt.

Definition 2.9 Es sei ¢ = (ay,...,a, >p eine von Null verschiedene p-Form {iber F' und X =
(X1,...,X,). Wir definieren den Funktionenkorper F'(¢) von ¢ dann wie folgt.

o Ist ndegp(p) =1, so setze F(p) := F(X);

o Ist ndegp(p) > 1, so definieren wir F'(p) := Quot ( F[X]/(p(X))).

Fiir den Fall p = 2 und ndegp(p) > 1 fallt diese Definition also mit der Definition des Funk-
tionenkorpers einer total singuldren quadratischen Form, das heifit mit dem Funktionenkorper
einer bilinearen Form zusammen. Da diese Definition selbst zunéchst etwas unhandlich wirkt,
liefern die folgenden Lemmata einen genaueren Einblick in die Struktur dieser Erweiterung.

Lemma 2.10 (/24, Rem. 7.4]) Es seien @, zwei von Null verschiedene p-Formen tiber F.

(a) Ist dimp > 2, so ist ©F(p) tsotrop.
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2.3. Funktionenkorper von p-Formen

(b) Ist ¢ = x1p fiir ein x € F*, so gilt F(¢) = F ().

(c) Isto =1 Ltx(0),, sogilt F(p) = F(¢)(Y1,...,Y;) mit Variablen Y1, ..., Y;. Insbesondere
ist F(p) eine rein transzendente Erweiterung von F(p,,) vom Transzendenzgrad iq(p).

Lemma 2.10 zeigt also auch, dass der Funktionenkorper isotroper p-Formen nicht zwangsléufig
eine rein transzendente Erweiterung von F' sein muss. Die fiir uns wohl wichtigste Beschreibung
des Funktionenkorpers liefert nun die folgende Aussage.

Lemma 2.11 (/2{, Rem. 7.4]) Es sei ¢ = (1,a1,...,a,), eine von Null verschiedene p-Form
tber F der Dimension n 4+ 1 und mit Normgrad ndegp(p) > 1. Dann besitzt F(p) den Trans-
zendenzgrad n tiber F' und es gilt

Flp) = F(Xy,...,Xy) ((zn:axp>) > F(X1,. .., Xn) (i \/cTX) .
i=1 =1

Der Funktionenkérper einer p-Form ¢ kann also realisiert werden als eine rein transzendente
Erweiterung vom Transzendenzgrad dim ¢ —1, gefolgt von einer rein inseparablen Erweiterung
vom Grad p und Exponent 1. Man beachte dabei, dass die Bedingung ndegp(¢) > 1 gerade
aussagt, dass > a; X? ¢ F(X1,...,X,)?P gilt.

Ziel wird es spater sein, verschiedene algebraische Strukturen unter mehrfachen Funktionenkor-
pererweiterungen zu studieren. Dazu seien ¢, ..., ¢, von Null verschiedene p-Formen tiber F'.
Mit F(gq,...,¢,) bezeichnen wir dann den Kérper, der durch sukzessives Bilden der jeweiligen
Funktionenkorper der Formen ¢, entsteht. Definieren wir den Korperturm Fy C Fy C ... durch
Fy=F und F; = F;_1(g;), so entspricht F(¢y,...,p,) also dem Korper F,.

Ahnlich kénnen wir auch einen weiteren Kérperturm Lo C Ly C ... wie folgt definieren. Wir
setzen Lo = F und L; = Li—1(((¢;)L;_, )an)- Definieren wir nun L als den Kérper L,, so erhalten
wir aus Lemma 2.10(c) und Lemma A.1, dass F/(¢y, ..., ®,) eine rein transzendente Erweiterung
von L ist. Spéter zeigt sich noch, dass die rein transzendente Erweiterung F(¢q, ..., ¢,)/L kei-
nen Einfluss auf die in den Kapiteln 7 und 8 berechneten Kerne besitzt und aus diesem Grund die
bilinearen Wittkerne der Erweiterungen L/F und F(pq,...,¢,)/F ibereinstimmen. Wir wer-
den uns deshalb der Einfachheit halber auf die Untersuchung der Erweiterung F'(¢q,...,¢,)/F
beschranken.

Eine typische Frage beziiglich der Funktionenkérper von Formen ist, unter welchen Bedingungen
der Korper F' in F(p) fiir eine p-Form ¢ algebraisch abgeschlossen ist. Antwort darauf liefert
das folgende Resultat, welches wir spéter in einem anderen Kontext wieder aufgreifen werden.

Proposition 2.12 (/24, Prop. 7.6]) Es sei ¢ eine von Null verschiedene p-Form iber F der
Dimension n + 1 > 2 und mit Normgrad ndegp(p) > 1. Dann ist F genau dann algebraisch
abgeschlossen in F(p), wenn ndegp(¢) > p? gilt.

Ist ndegp(p) = p und Np(p) = FP(a) fir ein a € F\ FP, so ist F (Y/a) der algebraische
Abschluss von F in F(p) und es gilt F(p) = F (Ya) (X1,...,Xy) fir Variablen Xy,..., X,.

Es seien nun ¢y, ..., ¢, von Null verschiedene p-Formen mit dim ¢; > 2, ndegp(p;) = p und
Nr(p;) = FP(a;) mit a; € F\ FP fir ¢ = 1,...,r. Wenden wir dann Proposition 2.12 auf
die mehrfache Funktionenkérpererweiterung F(¢q,...,¢,) an, so folgt, dass F(pq,...,¢,) eine
rein transzendente Erweiterung des Korpers F({/ay, ..., {/a,) ist. Dabei muss allerdings nicht
zwangslaufig [F({/a1,...,{/a,) : F] = p" gelten. Genauer gilt [F(%/ai,...,%¥/a,) : F|] = p"
genau dann, wenn ndegp(,, . )(p;) =p fir alle i =2,...,rist.
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Kapitel 3

Differentialformen

In diesem Kapitel wollen wir uns nun mit den Differentialformen, den ,,Hauptakteuren* dieser
Arbeit befassen und die notwendigen Grundlagen in diesem Themengebiet zusammentragen.
Dabei befassen wir uns genau betrachtet nur mit einem Spezialfall der Theorie der Differen-
tiale, den sogenannten FP-Ableitungen. Die allgemeinen Differentiale werden unter anderem
dazu verwendet inseparable Kérpererweiterungen zu untersuchen. Auf diese Weise entsteht eine
Theorie fir inseparable Erweiterungen, die in einigen Punkten &hnlich zur Galoistheorie fiir
galoische Korpererweiterungen ist. Zudem finden Differentiale auch viele Anwendungen in an-
deren Bereichen der Mathematik, etwa der Differentialgeometrie. Da diese fiir uns allerdings
keine Rolle spielen, werden wir uns hier auf die fiir uns relevante Theorie der Differentialformen
beschrianken. Fiir eine deutlich allgemeinere Einfiihrung in die Theorie der Differentiale verwei-
sen wir auf [34, Kap. 9]. Typische Quellen fiir eine umfangreichere Einfiihrung in die Theorie
der hier verwendeten Differentialformen sind etwa [18], [19], [23] und [31]. Wir erinnern noch
einmal daran, dass I stets einen Korper der Charakteristik p > 0 ist.

3.1 p-Unabhangigkeit und p-Basen

Bevor wir uns mit den Differentialformen selbst befassen konnen, miissen wir ein Hilfsmittel
aus der Korpertheorie einfithren, welches spétere Rechnungen und Beweise erst ermoglichen
und vereinfachen wird. Darum beginnen wir zunédchst mit dem Begriff der p-Unabhéngigkeit,
welcher wie folgt definiert ist.

Definition 3.1 Es sei A C F eine Teilmenge von F. Die Menge A heifit p-unabhéngig iiber F,
wenn [FP(ay,...,a;) : FP] = p* fiir jede endliche Teilmenge {a1,...,ar} C A gilt. Ansonsten
heifit A p-abhéngig. Eine p-unabhéngige Menge B C F mit F' = FP(B) heifit p-Basis von F'.

Mit dieser Definition sind die Elemente aq,...,a; € F also genau dann p-unabhéingig iiber
F, wenn [FP(ay,...,a;) : FP] = p¥ gilt, das heifit wenn fiir (i1,...,d;) € {0,...,p — 1} die
Elemente a' . ..a?j eine FP-Basis von FP(aj,...,a;) bilden. Insbesondere ist in diesem Fall
die p-Pfisterform ((a1,...,a)), also anisotrop. Man beachte auflerdem, dass der Kérpergrad
[FP(A) : FP] fir jede endliche Teilmenge A C F stets eine p-Potenz ist, da die Koérpererweite-
rung FP(A)/FP eine rein inseparable Erweiterung vom Exponent 1 ist. Eben diesen Korpergrad
wollen wir mittels der folgenden Definition genauer beschreiben.
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3.1. p-Unabhéngigkeit und p-Basen

Definition 3.2 Es sei A C F eine Menge. Wir definieren den p-Grad von A durch
p-degp(A) = log, ([F?(A) : F7)),

falls [FP(A) : FP] endlich ist. Ansonsten setzen wir p-degp(A) = co.

Der Begriff der p-Unabhéngigkeit geht zuriick auf Teichmiiller, siche dazu [42, S.368]. Fiur Teich-
miiller war vor allem die Méachtigkeit einer p-Basis B eines Koérpers F' von Interesse, da dieser
im Falle |B| < oo eine Invariante des Korpers F' ist und somit ein Maf} generiert welches angibt,
wie weit ein Korper davon entfernt ist perfekt zu sein. Man kann in diesem Kontext perfek-
te Korper also als diejenigen Korper klassifizieren, die eine leere p-Basis besitzen. Aus diesem
Grund bezeichnete Teichmiiller den Wert |B| als den Unvollkommenheitsgrad des Korpers F'.

Die p-unabhéangigen Teilmengen des Korpers F' erfiillen aulerdem alle Eigenschaften eines so-
genannten finitdren Matroids mit Rangfunktion p-degp. Insbesondere sind also die iiblichen
Existenz-, Austausch-, Auswahl- und Ergénzungssétze erfiillt, welche sich in unserem Kontext
wie folgt formulieren lassen.

Lemma 3.3 ([22, Cor. A 8.9])

(a) Jeder Korper F' besitzt eine p-Basis.

(b) Sind ay,...,ar € F p-unabhdngig, so ezistiert stets eine p-unabhingige Menge A C F so,
dass {a,...,ar} U A eine p-Basis von F ist.

(c) Es seien ai,...,ar € F p-unabhingig und B = {¢; | i € I} eine p-Basis von F. Dann
existieren i1, ...,i; € I so, dass (B\{ci,,...,ci,})U{a1,...,ar} eine p-Basis von F ist.

(d) Ist A ein p-Erzeugendensystem von F, das heifit gilt FP(A) = F, so ezistiert eine p-Basis
B von F' mit B C A.

Wir werden spéter noch sehen, dass sich mit Hilfe von Differentialformen alle Aussagen aus
Lemma 3.3 auf die analogen Aussagen fiir F-Vektorrdume aus der linearen Algebra zuriickfiihren
lassen.

Um den Begriff der p-Unabhéangigkeit spater sinnvoll fir die Berechnung verschiedener Gruppen
unter Koérpererweiterungen zu verwenden, wollen wir nun diesen einfiihrenden Abschnitt damit
abschliefen noch die wichtigsten Verhaltensweisen der p-Unabhéngigkeit unter Kérpererweite-
rungen zusammenzufassen. Beginnen wir zunéchst mit dem Verhalten unter modularen rein
inseparablen Erweiterungen.

Lemma 3.4 ([39, Satz 9]) Es sei b € F und M C F\ {b}. Ist {b} U M p-unabhingig tiber F,
so ist { Wb} U M p-unabhingig iber dem Korper F(™/b) fiir alle e € N.
Damit erhalten wir sofort das folgende, fiir uns spéater sehr wichtige Korollar.

Korollar 3.5 Es scien by,...,b. € F und mq,...,m, € N. Sind die by,...,b. p-unabhdingig
tiber I und ist B eine by, ...,b,. enthaltende p-Basis von F, so ist

my

(B\{b1,....b, N U{""Vby,..., "

eine p-Basis des Korpers F(*"\/b1,..., " /by).

by}
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KAPITEL 3. Differentialformen

Das Verhalten von p-Unabhéngigkeit unter separablen Korpererweiterungen ist dabei deutlich
einfacher. Eine einfache Rechnung zeigt sofort das folgende Resultat.

Lemma 3.6 ([3, Lem. 2.1], [24, Prop. 5.3]) Es sei S/F eine separable Korpererweiterung.

(a) Sind ay,...,ar € F p-unabhdingig iber F', so sind ay,...,ax ebenfalls p-unabhdingig iber S.

(b) Ist F(X1,...,X,)/F eine rein transzendente Erweiterung von F und ist B eine p-Basis
von F, so ist BU{X1,...,X,} eine p-Basis von F(X1,...,Xy).

(c) Ist S/F eine endliche separable Erweiterung und ist B eine p-Basis von F', so ist B ebenfalls
eine p-Basis von S.

3.2 Der Raum der Differentialformen

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Differentialformen einfithren und ihre grundlegenden
Figenschaften zusammenfassen, sowie einige fiir uns im spéteren Verlauf wichtige Hilfsaussagen
auffiithren.

Definition 3.7 Fir Elemente x € F definieren wir Symbole dz := d(x) so, dass fiir alle a,b € F’
die Relationen

d(a+b) =da+db und d(ab) =adb+ bda

erfiillt sind. Wir definieren dann weiter dF := {da | @ € F} und Q!(F) := spp(dF). Der Raum
QY(F) heiBt der Raum der 1-fachen Differentialformen.

Eine simple Rechnung zeigt sofort, dass d(a?) = 0 fir alle a € F gilt. Mit Definition 3.7 ist
dann auch sofort klar, dass d: F — Q'(F) , a ~ da eine wohldefinierte FP-lineare Abbildung
liefert. Zudem wollen wir an dieser Stelle anmerken, dass wir mit der Notation Q!(F) von der
iiblichen Standardnotation QL leicht abweichen. Dies begriinden wir damit, dass wir in dieser
Arbeit primér mit Korpererweiterungen arbeiten werden und in unserer Notation so den Fokus
auf den zugrunde liegenden Korper richten. Zudem ist diese Notation kohérenter zu den noch
zu definierenden Standardnotationen der Gruppen v, (F) und H}'*(F), siche dazu Definition
3.13.

Um nun den Raum der n-fachen Differentialformen zu konstruieren, verwenden wir die in Ab-
schnitt A.2 beschriebene duBere Potenz angewandt auf den Vektorraum Q'(F). Damit ergibt
sich die folgende Definition.

Definition 3.8 Fir n > 2 definieren wir den Raum der n-fachen Differentialformen durch
Q" (F) := N"QYF). Weiter setzen wir Q(F) = F und Q"(F) = {0} fiir n < 0.

Ein Wedge-Produkt der Form daj A ... A da, nennen wir elementares Wedge-Produkt, das heifit
die elementaren Wedge-Produkte bilden nach Abschnitt A.2 ein F-Erzeugendensystem des F-
Vektorraums Q"(F). Differentialformen der Art i—‘? Ao A dﬁ% mit ay,...,a, € F* nennen wir
logarithmische Differentialformen, oder kurz logarithmische Formen. Der Begriff logarithmisch
bezieht sich dabei auf die Eigenschaft, dass fiir alle a,b € F* dann % = %‘l + % gilt, was an
das Verhalten des Logarithmus erinnert.
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Die oben definierte Abbildung d kénnen wir nun auch fiir den Fall n > 1 verallgemeinern, indem
wir sie als additive Fortsetzung der Abbildung

d: Q"(F) — Q""™Y(F) , day A...da, — dzAda A...Aday,

definieren. Auf diese Weise erhalten wir wieder eine wohldefinierte FP-lineare Abbildung, welche
wir ebenfalls fiir alle n € N mit d bezeichnen wollen. Man beachte, dass wegen d(1) = 0 dann
dod= 0 gilt. Weiter definieren wir

Z"(F) := ker(d: Q"(F) — Q"™(F)) und dQ"(F) :=im(d: Q"(F) — Q""(F)).

Formen in Z"(F') bezeichnen wir als geschlossene Formen (aus dem englischen ,closed“) und
Formen in dQ"(F') nennen wir exakte Formen. Es ist dabei leicht nachzurechnen, dass dQ2"(F)
additiv von den elementaren Wedge-Produkten daj A ... Adapy1 mit aq,...,ap41 € F* erzeugt
wird.

Mit Hilfe des Wedge-Produktes als Multiplikation kénnen wir nun ausgehend von den Réumen
Q"(F) auch die Algebra der Differentialformen wie folgt definieren.

Definition 3.9 Der Raum Q*(F') := @,,>( 2" (F) wird mittels der kanonischen Addition und
der auf additiven Erzeugern definierten Multiplikation

(rday A...Aday) - (ydby A...Adby,) :=zydai A...da, Adby A...dby,

fur x,y,a1,...,an,b1,...,b;y € F zu einer Z-graduierten Algebra, genannt die Algebra der
Differentialformen.

Man beachte dabei, dass fiir p # 2 die Multiplikation dieser Algebra wegen da Adb = —dbAda
fiir alle a,b € F' nicht kommutativ ist.

Viele der nachfolgenden Resultate und Zerlegungen sind nicht nur fir Q" (F'), sondern auch fiir
die Algebra Q*(F') moglich. Um die Rechnungen moglichst simpel zu halten, werden wir uns
in dieser Arbeit allerdings auf die Rdume Q" (F') beschrianken und iiberlassen es dem Leser, die
Resultate der nachfolgenden Kapitel auch fiir die Algebra der Differentialformen auszuformu-
lieren.

Verkniipfen wir nun die bis hier eingefithrten Begriffe, so erhalten wir das folgende Lemma,
welches in fast allen der nachfolgenden Kapiteln an verschiedenen Stellen immer wieder Ver-
wendung finden wird.

Lemma 3.10 (/20, Lem. 5.4/, [22, Prop. A.8.8])

(a) Es seien aq,...,a, € F. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Die aq,...,a, sind p-unabhdingig;
(ii) Es ist daj A...Aday # 0;
(iii) Die Formen day,...,da, sind F-linear unabhdingig;

(iv) Die p-Pfisterform ((a1,...,ay ), ist anisotrop.

(b) Gilt eine der Bedingungen aus Teil (a) fir ai,...,a, € F und sind by,...,b, € F, dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) FPay,... an) = FP(by, ... bn);
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KAPITEL 3. Differentialformen

(i) FdaiA...ANda, = Fdby A...Adby;
(iii) spp(day,...,day) = spp(dby,...,db,);
() (ar,...;an)), = (b1, bn ),

Insbesondere gilt also fiir ein a € F genau dann da = 0, wenn a € FP ist. Auflerdem zeigt Lemma
3.10 ebenfalls, dass wenn F' eine endliche p-Basis B mit | B| = k besitzt, dann Q"(F) = 0 fiir
alle n > k gilt. Dies erhalten wir sofort aus der Tatsache, dass jede (k+ 1)-elementige Teilmenge
von F' offensichtlich p-abhangig ist und somit alle Wedge-Produkte der Lange k+ 1 trivial sind.
Insbesondere ist in diesem Fall dann Q¥(F) nach Lemma 3.10(b) eindimensional.

Den Zusammenhang zwischen p-unabhéngigen Elementen in F' und F-linear unabhangigen
Elementen in Q!(F) wollen wir nun ausnutzen, um mit Hilfe einer p-Basis von F eine Vektor-
raumbasis von Q" (F') zu definieren. Dazu sei nun B = {¢; | i € I'} eine p-Basis von F'. Zusétzlich
konnen wir stets annehmen, dass I eine wohlgeordnete Indexmenge I = (I, <) ist (dabei ver-
wenden wir den Wohlordnungssatz aus der Mengenlehre). Diese Wohlordnung tibertragen wir
auf B durch ¢; < ¢;j 1< ¢ < j in I. Fiir eine beliebige Teilmenge S C B definieren wir dann die
folgende Menge von logarithmischen Differentialformen

A ::{dci1 Ao 3
s o

Ciy in

Cil,...,CZ’nGsmiti1<...<in}

und konstruieren damit den Untervektorraum Q% (F') := spp(A%5) von Q"(F').

Der Einfachheit halber werden wir von nun an fiir jede p-Basis B = {¢; | i € I} von F stets
voraussetzen, dass die zugehorige Indexmenge I eine wohlgeordnete Menge I = (I, <) ist.

Proposition 3.11 (/20, S. 406]) Es sei B = {c; | i € I} eine p-Basis von F. Fir jedes S C B
und jedes n € N sind die Elemente aus \§ linear unabhdingig. Weiter ist QE(F) = Q"(F) und
insbesondere ist damit N\ eine F-Basis von Q"(F).

Im Gegensatz zu anderen Quellen verwenden wir hier logarithmische Differentialformen als
Basiselemente, da diese zur Definition einiger noch folgender Abbildungen auf Q"(F') notwendig
sind. Aber natiirlich liefert fiir eine p-Basis B = {¢; | ¢ € I} von F durch Umskalierung die
Menge

/\ZO:: {dcil/\.../\dcin |Ci1,...,Cin € B mit iy <...<in}

ebenfalls eine F-Basis von Q"(F'). Diese werden wir in den spéteren Kapiteln, insbesondere in
Kapitel 5, ebenfalls verwenden.

Um die in Proposition 3.11 beschriebene F-Basis von Q"(F') besser nutzen zu kénnen, wollen
wir die Basisvektoren etwas kompakter notieren. Es sei also wieder B = {¢; | i € I} eine p-Basis
von F' und damit definieren wir die Menge

Yo ={o:{l,...;n} =1 |o(i) <o(y) firi<jmiti,je{1,...,n}}.
Weiter definieren wir fiir ein o € ¥,, die Form

deo _ deoq G

Co Ca(l) o CU(n) .

Damit ist dann A\ = {dc% | o € 3} und jedes w € Q" (F) besitzt beztiglich der F-Basis A3 eine
eindeutige Darstellungw =, v wa% mit z, € F, wobei nur endlich viele der =, verschieden

22



3.2. Der Raum der Differentialformen

von Null sind. Wir bezeichnen diese Darstellung dann auch als die eindeutige Darstellung von
w beziiglich B.

Wir wollen nun noch zwei wichtige Abbildungen auf dem Raum der Differentialformen defi-
nieren. Dazu sei weiterhin B = {¢; | i € I} eine p-Basis von F. Beziiglich dieser p-Basis B
erweitern wir die Forbenius-Abbildung und die Artin-Schreier-Abbildung auf den Raum der
Differentialformen durch die Abbildungen

d d
sp: QU(F) — Q" (F Z To— AN b Co ;
cen, @ oex, @
n n dca P de,
P QM (F) — Q% Zma Z(:UU—:UJ)—.
oEX, Co gEY, Co

Dabei ist es notwendig, diese Abbildungen mit Hilfe von logarithmischen Differentialformen zu
definieren, da sie sonst wegen der Relation d(ab) = adb + bda nicht wohldefiniert sind. Weiter
sind diese Abbildungen natiirlich abhéngig von der Wahl der Basis B. Verschiedene Rechnungen
zeigen allerdings, dass ein Basiswechsel das Bild einer Form unter den Abbildungen s, und g
lediglich durch eine exakte Form abéndert. Mit diesem Wissen konnen wir also die obigen
Abbildungen unabhéngig von einer Basiswahl wie folgt wohldefinieren.

Lemma 3.12 (/5, S. 365]) Die additiven Fortsetzungen der auf additiven Erzeugern von Q"(F)
definierten Abbildungen

daq day, pdar day,

sp: QY F) = QYF)/dQ" N (F), z—A...A—" >z A A—" mod dQ"I(F),
ay an, ai an,
d day, d day, _
0 QU F) — QY(F)/dQ"Y(F), a‘“ A ai — (2P — ) a‘“ A Aai mod dQ"L(F)
1 n 1 n

liefern wohldefinierte (additive) Homomorphismen.

Das Bild von w € Q"(F) unter s, bezeichnen wir kurz mit wP! und definieren rekursiv wlP*] .=
(wPHP* '] fiir k € N. Damit ergibt sich dann ebenfalls p(w) = wlP! — w. Weiter schreiben wir fiir
das Bild der Abbildung s, kurz Q"(F)PPl bzw. Q"(F )[pk] und fiir das Bild von g schreiben wir
EQ"(F). Fir k € N und eine fest gewéhlte p-Basis B von F' ist dann also Q”(F)[pk] = 8Pk (AB)-
Betrachten wir nun noch die in Lemma 3.12 definierte Artin-Schreier-Abbildung @ etwas ge-

nauer. Fiir uns wird sowohl der Kern, als auch der Kokern dieser Abbildung eine zentrale Rolle
in den kommenden Kapiteln einnehmen. Aus diesem Grund setzen wir die folgende Definition.

Definition 3.13 Es sei n € Ny. Fiir die in Lemma 3.12 definierte verallgemeinerte Artin-
Schreier-Abbildung o : Q" (F) — Q*(F)/dQ" }(F) definieren wir die additiven Gruppen

v (F) = ker(p) = {w € Q"(F) | p(w) € A" (F)};
Hy L (F) = coker(p) = Q"(F)/ (9" (F) + dQ" "1 (F)) .

Fiir die Nebenklasse von w € Q"(F) in H'!(F) schreiben wir kurz w € H*1(F).

Fir n = 0 vereinfachen sich die Definitionen aus 3.13 sofort zu vy(F) = F, und HZ%(F ) =
F/p(F). Es ist auBerdem klar, dass die Gruppe H}"(F) additiv erzeugt ist von den Formen

b% A dé% mit b, aq,...,a, € F*. Zusatzlich ergibt sich schnell das folgende unscheinbare
Lemma, welches spéter fiir verschiedene Rechnungen sehr niitzlich sein wird.
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l

Lemma 3.14 Fiir alle k € Ny und alle w € Q"(F) ist w = wlP'l mod (pQ"(F) +dQ"1(F)).

Beweis: Offensichtlich gilt in H;”rl(F ) die Gleichung

k—l] k—l}

W'l = " 4 o(—wlP" = WPl — P " =l mod (pQ”(F) + dQ”fl(F)) .

Die Aussage folgt dann mit Induktion tiber k € Ny. O

3.3 Differentialformen nach Kato

Einer der bekanntesten Artikel im Bereich der Differentialformen stammt von Kato [31]. Das
vielleicht wichtigste Resultat dieser Arbeit ist der Beweis der Milnor-Vermutung in Charakteri-
stik zwei, welches somit eines der seltenen Beispiele in der Theorie der bilinearen und quadrati-
schen Formen liefert, in denen ein Resultat zunéchst in Charakteristik zwei und erst anschlieffend
in beliebiger Charakteristik ungleich zwei bewiesen wurde. Eines der Hauptwerkzeuge von Kato
ist dabei eine Hilfsaussage, die heute als das Lemma von Kato bekannt ist. Dieses Lemma findet
in vielen Beweisen in dem Bereich der Differentialformen immer wieder Anwendung und auch
wir werden es in verschiedenen Varianten in den folgenden Kapiteln wiederholt verwenden. Um
das Lemma von Kato formulieren zu konnen, benétigen wir zunéchst eine Filtrierung auf Q" (F),
welche wir wie folgt aus einer p-Basis von F' erhalten.

Definition 3.15 Es sei B = {¢; | i € I} eine p-Basis von F. Wir versehen die Menge ¥,, mit
der lexikographischen Ordnung, das heifit fiir o, 7 € ¥, gilt 0 < 7 genau dann, wenn es ein
¢e{l,...,n} gibt mit o(¢) < 7(¢) und o(j) = 7(j) fiir alle j < £. Wir definieren dann fiir ein
0 € ¥, die Mengen
n dCU n n dCU n
/\3,5::{006/\3 ‘O‘EZn; US(S} und /\B7<5::{Cge/\8 ‘O‘EZn, 0'<5}

Mit diesen Mengen von linear unabhéngigen logarithmischen Formen setzen wir

Q3 (F) = spp </\Z,a> und Q55(F) := spr (/\Zv@)

und definieren fiir ein w € Q" (F) dann maxg(w) := max{d € ¥, | w € QF(F)} und nennen ihn
den maximalen Multiindex von w beziiglich der Basis B.

Zunéichst gilt mit diesen Definitionen sofort Qg (F) C Qj(F) fiir o, 8 € Xy, mit @ < 3. AuBerdem
erhalten die Abbildungen s, und g diese Filtrierung, da sie nach fester Basiswahl lediglich auf
den Koordinaten eines Vektors operieren. Natiirlich hédngt diese Filtrierung auch wieder von der
Wahl der p-Basis B und insbesondere von der Wohlordnung auf I ab.

Eine dazu &hnliche Filtrierung definieren wir nun auch auf dem Koérper F'. Fiir eine p-Basis
B={c;|i€ I} von F definieren wir fir ein ¢ € I die Unterkorper
Fy:=FP(¢; i€l miti<{l)und Fop:=FP(¢; |i €I miti</).

Mit diesen Notationen konnen wir nun das Lemma von Kato formulieren.

Proposition 3.16 (/30, Lem. 2/) Es sei B = {c¢; | i € I} eine p-Basis von F. Weiter sei
xr € F*, § € X, und fiir den Korper F gelte F = FP~1. Ist (aP — x)dc% € dQ"Y(F) + Q" 4(F),
so existieren a; € Fy fir j=1...,n und v € Q°s(F) mit
des day da,
r— = —

N...\N— + .
Cs ai Gn
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3.4. Differentialformen unter Korpererweiterungen

Dabei ist Katos Lemma nur fiir (p — 1)-abgeschlossene Korper giiltig, also fiir Korper die
Fr=l = F erfiillen. Man beachte, dass diese Bedingung fiir p = 2 trivialerweise immer er-
fillt ist. Schwéichen wir unsere Forderungen an die Elemente a; aus Proposition 3.16 ab, so
kénnen wir auch die folgende, schwéchere Version von Katos Lemma verwenden. Diese wird
uns helfen, flir p = 2 bereits bekannte Aussagen auf Korper beliebiger Charakteristik p > 0 zu
verallgemeinern.

Lemma 3.17 (/3, Lem. 3.2]) Es sei B = {c; | i € I} eine p-Basis von F. Weiter sei x € F* und
0 € Xy Ist (2P — x)d?‘;“ € dQ" N (F) + QL (F), so existieren passende a;, € F* und v € Q2(F)
mit

236 _ 3 dai, -, daa, T+

C ) . a;
O (igin) 0

in

Wir wollen das Lemma 3.17 auch als das schwache Lemma von Kato bezeichnen. Eine erste
sehr interessante Anwendung des schwachen Lemmas von Kato ist etwa das folgende Resultat,
welches mittels anderer Methoden allerdings bereits schon vor dem schwachen Lemma von Kato
bewiesen wurde.

Proposition 3.18 (/30, Prop. 1]) Fir alle n € Ny ist die Gruppe v,(F) additiv erzeugt von
den logarithmischen Differentialformen % AN % mit ai,...,a, € F*.

Da uns nun ein passendes Erzeugendensystem von v, (F') bekannt ist, sind wir in der Lage
das Theorem zu formulieren, welches der Grund ist, sich bei der Analyse von bilinearen und
quadratischen Formen mit Differentialformen zu befassen.

Theorem 3.19 ([31, S.494 Theo.]) Es sei F' ein Korper der Charakteristik zwei. Fir n € Ny
existieren Isomorphismen oy, und 3, gegeben auf additiven Erzeugern durch

— day da,,

ap : vp(F) — I(F) , a—/\.../\a— = (a1,...,a, ), mod I"T(F),
1 n
N d da,
By + HIPY(F) — TW,(F) | b%/\.../\i — {(a1,...,an,b]] mod I"TW,(F).
1 n

Die Isomorphismen o, und 3, wollen wir kurz als Katos Isomorphismen bezeichnen.

3.4 Differentialformen unter Korpererweiterungen

In diesem Abschnitt wollen wir einige der bereits bekannten Aussagen zum Verhalten von Diffe-
rentialformen unter Kérpererweiterungen zusammenfassen. Wir versuchen dabei eine moglichst
gute Ubersicht der bekannten Resultate zu geben, erheben allerdings keinerlei Anspruch auf
Vollstandigkeit.

Es sei also K/F eine Korpererweiterung und w € Q"(F). In Analogie zu den bilinearen und
quadratischen Formen bezeichnen wir mit wg das Bild von w unter der natiirlichen Einbettung
Q"(F) — Q*(K). Analog dazu bezeichnen wir mit wx die Form @ € HJ*!'(F) aufgefasst als
Element in H;,“H(K ). Ferner definieren wir die folgenden Gruppen.
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Definition 3.20 Es sei K/F eine Korpererweiterung. Dann definieren wir

Q"K/F):=ker(¢: Q"(F) — Q"(K) ),
Un(K/F) :==%ker( ¢: vp(F) — vp(K) ),
H'WHK/F) :=ker(v: H)"'(F) — H}TH(K) )

und nennen sie den 2-Kern, den v-Kern und den H-Kern der Erweiterung K/F.

Fiir jede Korpererweiterung K/ F gilt dabei natiirlich Q"(K/F)Nvy,(F') = v, (K/F). Aus diesem
Grund werden wir in den nachfolgenden Kapitel zunéchst fir eine gegebene Erweiterung K/F

den -Kern dieser Erweiterung bestimmen und dann anschlieend fiir die Bestimmung von
vn(K/F) den Schuitt Q"(K/F) N vy (F) = vp(K/F) berechnen.

Ist nun F' ein Korper der Charakteristik zwei und K/F eine Korpererweiterung von F', so folgt
aus Theorem 3.19 und der Kommutativitat des Diagramms

l 4
vn(F) — vp(K)

sofort v, (K/F) = T"(K/F) und analog ebenso Hy"'(K/F) = I"W,(K/F). Wir werden spéter
noch sehen, dass wir mittels dieser Kerne dann auch den bilinearen und quadratischen Wittkern
der Erweiterung K/F bestimmen kénnen.

3.4.1 Q"(F) und v,(F) unter Korpererweiterungen

Kommen wir nun zu einigen Resultaten, welche die Riume Q" (F') und v, (F') unter Kérpererwei-
terungen beschreiben und beginnen dabei mit den separablen Erweiterungen. Nach dem Satz
vom primitiven Element A.7 kann jede endliche separable Korpererweiterung S/F realisiert
werden als S = F(¢) fiir ein passendes ¥ € S. Damit erhalten wir dann das folgende Lemma.

Lemma 3.21 (/3, S. 717]) Es sei S/F eine endliche separable Korpererweiterung vom Grad
[S:F]=sundS=F) fir ein ¥ € S. Dann ist

O"(S) = a;lﬁimw).
=0

Die obige Darstellung des Raums Q"(S) ergibt sich dabei natiirlich direkt aus Lemma 3.6 zu-
sammen mit Proposition 3.11. Wiederum bedingt aus der Tatsache, dass p-unabhéngige Mengen
unter separablen Erweiterungen p-unabhéngig bleiben, erhalten wir fir den Q2-Kern und v-Kern
einer separablen Korpererweiterung sofort die folgende Aussage.

Proposition 3.22 (/20, Lem. 7.1]) Es sei S/F eine separable Kérpererweiterung. Dann ist
Q" (S/F) = {0} und v,(S/F) = {0} fiir allen € Ny.

Insbesondere gilt fiir den Kérperturm F C L C K mit einer rein transzendenten Erweiterung
K/L dann stets
Q"K/F)=Q"(L/F) und v,(K/F) = v,(L/F).
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3.4. Differentialformen unter Korpererweiterungen

Wir sehen also, dass die Berechnung von €2-Kernen und v-Kernen fiir separable Korpererwei-
terungen stets triviale Ergebnisse liefert. Befassen wir uns also mit dem anderen Extrem, den
rein inseparablen Korpererweiterungen. Dazu formulieren wir zunédchst das folgende Lemma,
welches sich sofort aus Korollar 3.5 und Proposition 3.11 ergibt.

Lemma 3.23 Es seien by,...,b. € F p-unabhdngig und mq,...,m, € N. Weiter sei B ei-

mr

ne by,...,b. enthaltende p-Basis von F. Fir E = F(*"\/b1,..., " V/b,), Bi = *""Vbi, T =
X;ZI{O, ey p™ =1} und B = B\{b1,...,b.} ist dann
QU E) = P 0B dB, AL AdB, AU (F)
(il,...,iT)GT

{Bj1 5B 1T{B1,-,Br }
fir s=0,...,r mit j1<...<Js

Wir werden spiter den Q-Kern und den v-Kern fiir Erweiterungen F( *"\/b1, ..., ?"v/b,)/F mit
p-unabhéngigen b1, ...,b, € F vollstdndig beschreiben. In der Literatur findet sich allerdings
bisher nur der Fall » = 1, welcher gegeben ist durch das folgende Resultat.

Lemma 3.24 (/20, Lem. 7.1]) Firb e F \ FP und m € N ist
QY (F("Vb)/F) = dbAQ"\(F).

An spéterer Stelle werden wir beweisen, dass sich mit diesem Q-Kern aus Lemma 3.24 dann
auch sofort fiir Kérper mit FP~! = F der v-Kern dieser Erweiterung beschreiben lisst als

vn(F("V/B)/F) = [‘1“ lac F”(b)*} Avn1(F).

Dolphin und Hoffmann waren in [20] in der Lage, den in Lemma 3.24 beschriebenen Kern noch
auf beliebige einfache Erweiterungen zu verallgemeinern.

Proposition 3.25 (/20, Prop. 7.2]) Es sei 0 ein Element eines algebraischen Abschlusses von
F. Weiter sei f € F[X]| das Minimalpolynom von 0 iber F und C(f) C F* die Menge der von
Null verschiedenen Koeffizienten von f.

(a) Ist f & F|XP], soist Q"(F(0)/F) = {0}.

(b) Ist f € F[XP] und ist p-degp(C(f)) = k > 1 mit FP(C(f)) = FP(a1,...,ax) fir passende
ai,...,a € F*, so ist

QYF()/F) =dai A...Adag AQF(F).

Dabei ist in Proposition 3.25(b) der Q-Kern der Erweiterung trivial, falls n < k gilt. Natiirlich
erhalten wir als Folgerung dieser Aussage das Lemma 3.24 aus der Tatsache, dass das Mini-
malpolynom von Vb mit b € F \ FP iiber F gegeben ist durch X?" —b € F[X] und damit
C(XP" —b) = {1,b} gilt.

Wir wollen diesen kurzen Unterabschnitt nun damit abschlieflen, den (2-Kern und den v-Kern ei-
ner Funktionenkorpererweiterung eines beliebigen Polynoms zu beschreiben. Dazu definieren wir
fiir ein irreduzibles Polynom f € F[X1,..., X,] den Funktionenkérper F'(f) als den Quotienten-
korper des Integritétsbereiches F[ X7, ..., X,|/(f). Weiter definieren wir einen verallgemeinerten
Normkorper und verallgemeinerten Normgrad von f durch

Ne(f) = F? (f(@f(B)7" | a,B€F", f(8)#0) und ndegp(f) = [Nr(f) : F7].

Mit diesen Notationen erhalten wir dann das folgende Theorem.
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Theorem 3.26 (/20, Theo. 8.5]) Es sei f € F[X1,...,X,] ein irreduzibles Polynom und C(f)
die Menge der von Null verschiedenen Koeffizienten von f.

(a) Ist f ¢ F[XY,...,XP], soist Q"(F(f)/F) = {0}.
(b) Ist f € F[XY?,..., XP| mit ndegp(f) = p* > 1 und ist Np(f) = FP(a1,...,a;) fir passende
ai,...,ap € F*, so ist

QYF(f)/F) =dai A...Adag AQF(F).

Das Thoerem 3.26 schliefit natiirlich den Fall einer Funktionenkorpererweiterung einer p-Form
mit ein und in diesem Fall stimmen der verallgemeinerte Normkorper und der verallgemeinerte
Normgrad mit dem Normkérper und dem Normgrad der p-Form {iberein. Weiter ist Theorem
3.26 die allgemeinste Form einer Funktionenkorpererweiterung. Dabei findet man vorhergegan-
gene Teilergebnisse etwa in [6] (der Fall einer bilinearen Pfisterform) oder in [24] (der Fall einer
beliebigen p-Form).

3.4.2 H}'!'(F) unter Korpererweiterungen

Befassen wir uns nun mit der Gruppe Hg“(F ) und ihrem Verhalten unter verschiedenen Kor-
pererweiterungen. Durch den Zusammenhang zu dem Raum der quadratischen Formen in Cha-
rakteristik zwei wird die Gruppe Hg*l(F ) oft nur fiir eben diesen Fall untersucht. Aus diesem
Grund werden wir einige der hier aufgefithrten Ergebnisse eben nur fiir p = 2 formulieren kon-
nen. In Kapitel 6 verallgemeinern wir dann einige der Ergebnisse auch auf Koérper beliebiger
Charakteristik p > 0. Beginnen wir nun zunédchst wie eben mit separablen Korpererweiterungen
S/F. Ahnlich wie zuvor kann die Gruppe H;}H(S ) mit Hilfe von H}™'(F) beschrieben werden.

Lemma 3.27 ([3, Prop. 2.10]) Es sei S/F eine endliche separable Korpererweiterung. Dann
ist
HY(S) = HJ(F) A (S

~—

Im Gegensatz zu den Ergebnissen aus Abschnitt 3.4.1 ist es durchaus moglich, dass der H-
Kern einer separablen Erweiterung nicht trivial ist. Betrachten wir dazu im Fall p = 2 etwa die
separable quadratische Erweiterung F(9)/F mit p(d) = b fir ein b € F \ p(F'). Dann gilt fir
die Form b9 mit a € F* wegen (b%“)F(ﬁ) = p(¥)9 = 0 natiirlich b2 € H3(F(9)/F) # {0}.
Verscharfen wir allerdings die Anforderungen an die Koérpererweiterung, so erhalten wir das
folgende Resultat.

Lemma 3.28 (/24, S. 180]) Es sei K/F eine endliche Korpererweiterung mit p f [K : F]. Dann
ist H*Y(K/F) = {0}.

Dabei sind die in Lemma 3.28 beschriebenen Korpererweiterungen stets separabel, aber das
nicht jede separable Erweiterung diese Bedingung erfiillt zeigt das vorhergegangen Beispiel. Das
Verhalten der Gruppe H;,‘H(F ) unter rein transzendenten Erweiterungen ist dagegen analog zu
dem des Raumes Q"(F'), denn es gilt die folgende Aussage.

Proposition 3.29 (/5, Lem. 2.17] fir p = 2) Ist K/F eine rein transzendente Korpererweite-
rung, so gilt H1(K/F) = {0}.
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Der Beweis aus [5] fiir p = 2 kann dabei mit ein wenig Arbeit fiir Korper beliebiger Charakte-
ristik p > 0 iibernommen werden. Man muss jedoch beachten, dass an einer Stelle das Lemma
von Kato verwendet wird. Allerdings reicht es an eben dieser Stelle aus, das schwache Lemma
von Kato 3.17 zu nutzen und man kann so den Beweis fortfiihren.

Wir wollen nun auch fiir rein inseparable Erweiterungen E/F die Gruppe H;}“(E) mit Hilfe
von HI’}“(F ) beschreiben. Dazu betrachten wir das folgenden Resultat.

Proposition 3.30 (/3, Prop. 4.3] fir r = 1) Es seien by,...,b, € F\ FP, my,...,m, € N
und E = F(""V/by,..., ""/b,) eine endliche rein inseparable Kirpererweiterung. Setzen wir

Bi = *"Vb; firi=1,...,r, so ist

dﬁjl A dB]G

H'WHE) = > HIH5(F) A 631 5

{jl:"'7j5}c{17"'vr}
fur s=0,....,r mit j1<...<Js

Der Beweis aus [3] ldsst sich dabei ohne weiteres auf den Fall r > 1 verallgemeinern. Man beach-
te, dass in der Zerlegung aus Proposition 3.30 durchaus einige Summanden trivial sein kénnen,
abhéngig von der Koérpererweiterung £ und der p-Abhéangigkeit der Elemente §;,, ..., 3;,.

Wir wollen diesen Abschnitt nun damit abschlieflen, noch einige weitere bekannte H-Kerne zu-
sammenzutragen. Beginnen wir dazu mit den endlichen Koérpererweiterungen in Charakteristik
zwei. Zunéchst zeigt sich, dass das obige Beispiel einer quadratischen separablen Erweiterung
in Charakteristik zwei in gewisser Weise das kanonische Beispiel ist, denn es gilt das folgende
Resultat.

Proposition 3.31 (/4, Prop. 6.4]) Es sei char(F) =2 und b € F'\ p(F). Dann ist

Hy H(F(p™ (0)/F) = bvn(F).

Fiir Korpererweiterungen von Grad vier in Charakteristik zwei wurden die quadratischen Witt-
kerne in [29] vollstindig klassifiziert. Das Ubertragen dieser Ergebnisse auf die H-Kerne sepa-
rabler Erweiterungen vom Grad vier scheint allerdings ein schwieriges Problem zu sein. Aravire
und Jacob konnten in [9] erste Teilergebnisse fiir diese Erweiterungen liefern, indem sie die
Theorie der Differentialformen auf die der sogenannten Izhboldingruppen verallgemeinerten.
Eines ihrer Ergebnisse ist dabei der H-Kern einer biquadratischen separablen Erweiterung in
Charakteristik zwei, welcher durch die folgende Proposition beschrieben ist.

Proposition 3.32 (/9, Theo. 39]) Es sei char(F) =2, by,by € F \ p(F) und 9; = o~ (b;) fiir
i =1,2. Fir die separable biquadratische Erweiterung F(91,92)/F gilt dann

Hy ™ (F (91,02) [F) = bivn(F) + bava(F) = Hy ' (F(91)/F) + H3(F(92)/F).

Dabei dringt sich die offensichtliche Frage auf, ob sich dieses Verhalten auch auf multiquadra-
tische separable Erweiterungen verallgemeinern lasst. Allerdings zeigt ein Beispiel aus [40] (auf
der Ebene der Brauergruppen aus Kapitel 4.2), dass eben dies nicht der Fall ist. Genauer wird
ein Beispiel eines Korpers F' der Charakteristik zwei, sowie by, by, b € F'\ p(F) konstruiert mit

[F(p~1(b1), 0 t(ba), "1 (b3)) : F] = 8 und

3
H3(F(p~" (b1), o (b2), 0™ ' (b3))/ F) QZ
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Ein noch sehr aktuelles Resultat stammt von Aravire, Laghribi und O’Ryan und liefert Auskunft
iiber den H-Kern der Hintereinaderschaltung einer rein inseparablen Erweiterung vom Exponent
1 mit dem Funktionenkorper einer bilinearen Pfisterform.

Theorem 3.33 ([11, Theo. 1.2]) Es sei F' ein Korper der Charakteristik zwei und die Elemente
ai,...,ag,bi,...,b, € F seien 2-unabhdngig iber F'. Weiter seim™ = ((a1,...,ay ), eine bilineare
Pfisterform iiber F und L = F(\/by, ..., \/b.). Zusditzlich wihlen wir ein ¢ € F\ p(F) und setzen
K = F(p~(c)). Dann gilt

n daq day, _ r h
H2+1(L(7r)/F) = TlA...ATkAQ" k(F)—FZ?/\Qn 1(F),
i=1 i

Hy*(L(m) - K/F) = Hy " (L(m)/F) + Hy T (K[ F).

Dieses sehr allgemeine Resultat schliefit dabei wieder einige weitere bereits bekannte Félle mit
ein. So gilt fiir 2-unabhéngige b1,...,b, € F damit

HE oo VB)/F) = 30 g qn1 (),

=1 "t

Diese Aussage wurde zunéchst fiir » = 1 in [5] gezeigt und dann in [10] auf Erweiterungen fir
beliebiges r verallgemeinert.

Das Theorem 3.33 liefert ebenfalls Auskunft iiber den H-Kern einer Funktionenkoérpererweite-
rung einer bilinearen Pfisterform. Ist etwa m = ((a1,...,ax ), eine bilineare anisotope Pfister-
form, so ist

HY Y F(n)/F) = dar o pdaw Qrk(F).

ai ak
Diese Aussage wurde in dieser Form von Aravire und Baeza in [5] mittels eines relativ langen und
technischen Beweises gezeigt. Eine in gewisser Weise kanonische Ubertragung auf den Fall einer
p-Pfisterform ist dabei nicht ohne Weiteres méglich, da im Beweis Methoden und Rechnungen
verwendet werden, die in Charakteristik zwei, nicht aber in allgemeiner Charakteristik p > 0
giiltig sind. Im spéteren Verlauf der Arbeit werden wir in der Lage sein, Theorem 3.33 auch
fir Q"(F) und v,(F) im Fall beliebiger Charakteristik p > 0 zu formulieren. Dabei sind wir
zusétzlich noch in der Lage, einige der Voraussetzungen aus Theorem 3.33 abzuschwéchen (siehe
Korollar 7.8).

Ein noch offenes Problem ist die Bestimmung des H-Kerns fiir Funktionenkérper quadrati-

scher Pfisterformen. Ist etwa m = ((ay,...,ax,b]] eine anisotrope quadratische Pfisterform mit
ai,...,ak,b € F* so vermutet man fir den H-Kern der Erweiterung F(7)/F dann
d d
HIYF(r) /F) = b2 AL A S22 A v ().
ai ak

Diese Aussage konnte allerdings bisher nur in den Féllen
k=0 [4, Prop. 64], k=1 [8, Theo. 1.6] , k=n [5, Theo. 5.4] , k >n [11,S. 655]

bewiesen werden.
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3.5 Technische Hilfsaussagen

In diesem letzten Abschnitt von Kapitel 3 wollen wir noch einige, fiir den spéteren Verlauf sehr
niitzliche, Hilfsaussagen zusammenfassen. Beginnen wir dazu mit den folgenden zwei Lemmata.
Diese liefern in gewisser Weise eine Ergdnzung zu Katos Lemma, da sie unter Verwendung dhn-
licher Voraussetzungen eine Aussage iiber die Koeffizienten einer Form w € Q"(F') ermoglichen.

Lemma 3.34 (/3, Lem. 3.1]) Es sei B = {c; | i € I} eine p-Basis von F. Weiter seien 6 € ¥,
und x, € F fiir o <6 mit x5 # 0. Ist 3,5 xg% € dQ"Y(F), so existieren M;; € F_s) fiir
i=1,....,nundj=1,...,p—1 mit

n p—1

Tr§ — Z Z szcg(l)

i=1j=1

Lemma 3.35 (/3, Prop. 3.3]) Es sei B={c; |i € I} eine p-Basis von F. Weiter seien § € 3,
und x5, € F fir o < 6 mit x5 # 0. Ist 3,4 xg% € dO"Y(F) + pQ™(F), so existieren
M;j € Fesy firi=1,...,nund j=1,...,p— 1, sowie ein u € F' mit

n p—1

Ts = p(u) + Z Z Mijcg(i)'

i=1j=1

Kommen wir nun noch zu dem Begriff der Teilbarkeit von Differentialformen. Dazu seien w €
Q" (F) und u € Q™(F). Wir sagen die Form u teilt die Form w, in Zeichen u | w, wenn es eine
Form v € Q" ™ (F') gibt mit w = uAwv. Dies entspricht also genau der iiblichen Definition von
Teilbarkeit im Ring Q*(F'). Die Teilbarkeit von elementaren Wedge-Produkten lésst sich dann
wie folgt charakterisieren.

Lemma 3.36 (/5, Prop. 1.16] firp =2) Es seien by, ...,b, € F p-unabhdingig und w € Q"(F).
Teilen dbq,...,db, die Form w, so teilt auch dby A...A\db, die Form w. Insbesondere ist dann
also fir alle n € N

() dbs AQ" 1 (F) = dby A... Adb, AQ"7(F).
=1

In der folgenden Bemerkung wollen wir noch festhalten, dass unter bestimmten Voraussetzungen
in einer Rechnung mit Differentialformen eine endliche p-Basis des zugrunde liegenden Kérpers
F vorausgesetzt werden kann. Diese auf den ersten Blick unscheinbare Bemerkung wird dabei
vor allem in den letzten Kapiteln noch eine wichtige Rolle einnehmen.

Bemerkung 3.37 Immer wenn wir Aussagen treffen wollen iiber ein festes w € Q"(F') oder
auch ein w € v, (F), so konnen wir stets annehmen, dass dieses w iiber einem Koérper mit einer
endlichen p-Basis definiert ist. Denn ist etwa B = {¢; | i € I} eine p-Basis von F, so werden
in der Darstellung w = ZUEEn xg% mit x, € F nur endlich viele der ¢; und nur endlich viele
Koeffizienten z, verschieden von Null verwendet. Adjungieren wir nun eben diese ¢; und z, an
den Primkorper I, so ist w bereits iiber einer endlich erzeugten Erweiterung von IF,, definiert
und diese besitzt offensichtlich eine endliche p-Basis. Analoges gilt dabei natiirlich auch fiir
w e Hg“(F ).

Ein ganz dhnliches Argument gilt etwa bei endlich erzeugten Korpererweiterungen K/F und
der Berechnung von Elementen in H»*!(K/F). Betrachten wir dazu ein festes w € H)"' (K /F).
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Da jede Korpererweiterung als rein transzendente Erweiterung, gefolgt von einer algebraischen
Erweiterung geschrieben werden kann und die Erweiterung K /F' endlich erzeugt ist, finden wir
also tiber F' transzendente Elemente X1,..., X; und tiber F'(X, ..., X;) algebraische Elemente
@1,...,@7« mit

K=F(X1,...,X)(01,...,0,).

Um die Koeffizienten der Minimalpolynome der ©; tber F(Xj,...,X}), die Form w und die
Relation wx = p(u) + dv mit v € Q*(K) und v € Q"1 (K) zu beschreiben, werden dabei nur
endlich viele Elemente aus F, die X,...,X; sowie die Elemente Oy, ...,0, bendtigt. Adjun-
gieren wir nun all diese Elemente aus F' an den Primkorper F,, so erhalten wir einen Kérper F
iiber dem die Form w definiert ist und der eine endliche p-Basis besitzt, da F’ endlich erzeugt ist
tiber F,. Da die Minimalpolynome der ©; aber auch tiber dem Korper F'(Xy,..., X;) definiert
sind (sie stimmen sogar mit den Minimalpolynomen tiiber F(X7, ..., X;) iiberein), erhalten wir
mit K’ = F/(X1,...,X;)(01,...,0,) dann ebenfalls @ € H}™ (K'/F'). Wir kénnen also auch
in dieser Situation stets von einer endlichen p-Basis des Korpers F' ausgehen. Dabei gilt eine
vollig analoge Aussage natiirlich auch fiir Formen w € Q"(K/F) und x € v, (K/F).
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Kapitel 4

Milnor- K-Gruppen und
Brauergruppen

Wir haben bereits gesehen, dass fiir Kérper der Charakteristik zwei fiir alle n € N stets die
Isomorphien v, (F) & T7(F) und Hy ™ (F) = T"W,(F) gelten. In diesem Kapitel wollen wir
nun noch weitere algebraische Strukturen einfiihren und anschlieBend das Bloch-Kato-Gabber
Theorem sowie das Bloch-Kato Theorem formulieren, welche eben diese Strukturen ebenfalls
in Verbindung mit den Gruppen v, (F') und H;}‘H(F ) setzen. Da das klare Ziel dieser Arbeit
allerdings das Beschreiben von Differentialformen, bilinearen Formen und quadratischen Formen
unter Korpererweiterungen ist, ist dieses Kapitel mehr als ein kurzer Exkurs zu verstehen, der
die nétigen Grundbegriffe kldrt und Notationen einfithrt. Wir verweisen an passender Stelle auf
die geeignete Literatur, um sich in diese Theorie detaillierter einzuarbeiten.

4.1 Milnor-K-Gruppen

Da Milnor- K-Gruppen unabhéngig von der Charakteristik des zugrunde liegenden Kérpers de-
finiert werden kénnen, bezeichne in diesem Abschnitt F' einen Korper beliebiger Charakteristik
(einschliefllich 0). Fiir eine genauere Einfithrung in die Theorie der Milnor- K-Gruppen verweisen
wir auf [21, S. 398 ff.].

Definition 4.1 Fiir ein n € Ny definieren wir die n-te Milnor- K-Gruppe als

KN (F) = (F5)®" [ Jn,
wobei die Tensorprodukte iiber Z gebildet werden und .J,, das zweiseitige Ideal von (F*)®" ist,
welches durch die Elemente der Form z1 ® ... ® x, mit ; +x; = 1 fur i,j € {1,...,n} und
1 # j erzeugt ist.

Der Einfachheit halber schreiben wir kurz K, (F) fiir KM (F). Da das Ideal J, erst fiir n > 2
verschieden von Null ist, gilt offensichtlich Ko(F) = Z und K;(F) = F*. Fir die Nebenklasse
des Elements a1 ® ... ® a, mit ay,...,a, € F* schreiben wir kurz {ai,...,a,} und nennen
dieses ein Symbol. Dabei ist die Verkniipfung in K, (F") additiv geschrieben und ein Element in
K, (F) ist stets Summe von Symbolen, nicht aber zwangsldufig ein Symbol selbst.
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Ahnlich wie bei den Differentialformen erhalten wir auch hier durch K*(F) = @, Kn(F) mit
der tiblichen Addition und der durch auf additiven Erzeugern definierten Multiplikation

{a1,...,an} - {b1,.. ..o} :={a1,...,an,b1,...,0m} € Kpim(F)

mit aq,...,a,,b1,...,by € F wieder eine Algebra.

Um nun das wichtige Bloch-Kato-Gabber Theorem formulieren zu kénnen, setzen wir zuvor
noch die folgenden Definitionen.

Definition 4.2 Es sei F' ein Korper der Charakteristik p > 0. Fiir ein n € Ny definieren
wir die Gruppe kn(F) := K,(F)/pK,(F) und bezeichnen die Nebenklasse eines Symbols
{ai,...,an} € K,(F) fir ay,...,a, € F* in k,(F) als {a1,...,a,}. Weiter wird der Raum
k«(F) := @,,>0 kn(F') mittels der kanonischen Addition und der auf additiven Erzeugern defi-
nierten Multif)likation

{a,...,;an} - {b1,...,0;m} :={a1,...,an,b1,..., by}

fiur aq,...,an,b1,...,by € F* zu einem Ring (siehe dazu etwa [35]).

Dabei wollen wir uns auch hier wieder auf die Gruppen k,(F') konzentrieren und iiberlassen es
dem Leser, alle folgenden Resultate auch fir den Ring k. (F') auszuformulieren. Die Gruppen
kn(F') konnen dabei natiirlich auch unabhéngig von der Charakteristik des Korpers definiert
werden, allerdings werden wir sie ausschliefllich in dem in Definition 4.2 angegebenen Fall ver-
wenden. Mit den Gruppen k,(F), die wir ebenfalls als Milnor- K-Gruppen bezeichnen wollen,
kénnen wir nun das bekannte Bloch-Kato-Gabber Theorem formulieren.

Theorem 4.3 ([15, Theo. 2.1]) Es sei F' ein Kérper der Charakteristik p > 0 und n € Ny.
Dann ist die auf additiven Erzeugern definierte Abbildung

——  d d
kn(F) = vo(F) , {at, - an} = —2 AL A S0
ai Gn
ein wohldefinierter Gruppenisomorphismus. Insbesondere gilt fiir p = 2 dann k,(F) = I"(F).

Da wir nun jedes Resultat tiber die Gruppe v, (F') auch auf &, (F') fir Kérper F' der Charakte-
ristik p tibertragen konnen, definieren wir abschlieflend noch fiir eine Kérpererweiterung K/ F
die Gruppe

kn(K/F) :=ker(t: kn(F) — kn(K)).

Nach Theorem 4.3 erhalten wir dann v, (K/F) = k,(K/F) und kénnen somit alle Resultate
iiber die Gruppe v, (F') unter Korpererweiterungen auch auf Milnor- K-Gruppen tibertragen.

4.2 Der p-Torsionsanteil der Brauergruppe

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Brauergrupe eines Korpers befassen. Wie auch
schon im vorangegangenen Abschnitt werden wir uns dabei auf die grundlegenden Definitio-
nen beschrinken und verweisen etwa auf [32] fiir weitere Details und eine genauere Einfithrung
der Theorie. Dabei konnen auch Brauerguppen unabhéngig von der Charakteristik des zugrun-
deliegenden Korpers F' definiert werden. Also sei auch hier zundchst F' ein Koérper beliebiger
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Charakteristik (einschlieBlich 0). Zudem setzen wir voraus, dass alle auftretenden Algebren stets
endlichdimensional und mit 1 sind.

Beginnen wir zunéchst damit, einige notwendige Bezeichnungen zu wiederholen. Dazu sei A
eine F-Algebra. Wir nennen A eine zentral einfache Algebra, wenn das Zentrum von A gegeben
ist durch F' und A keine nicht trivialen zweiseitigen Ideale besitzt. Weiter heifit A Divisionsal-
gebra, wenn jedes von Null verschiedene Element ein multiplikatives Inverses besitzt und mit
A°P bezeichnen wir die opponierte Algebra von A. Analog zu den vorhergegangenen Kapiteln
schreiben wir fiir eine F-Algebra A, welche unter der Koérpererweiterung K/F betrachtet wird
kurz Ag. SchlieBlich wollen wir mit M, (A) den Ring der quadratischen (n x n)-Matrizen tiber
A bezeichnen. Die Struktur zentral einfacher Algebren wird durch das folgende Theorem be-
schrieben.

Theorem 4.4 ([32, Theo. 1.1]) Fiir eine F-Algebra A sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) A ist eine zentral einfache Algebra.
(b) Die Abbildung A ® A? — Endp(A) , (a,b) — (x — axb) ist ein Isomorphismus.
(c) Es existiert eine Korpererweiterung K/F so, dass Ax = M, (K) fir ein n € N ist.

(d) Ist F ein algebraisch abgeschlossener Kirper der F enthdlt, so ist Az = My(F) fir ein
n € N.

(e) Es existiert eine endlich dimensionale zentrale Divisionsalgebra D tber F und ein r € N
mit A= M, (D).

Ein wie in Theorem 4.4(c) beschriebener Korper K heifit Zerfallungskorper der Algebra A und
man sagt kurz A zerfallt iiber K. Da die Dimension einer Algebra eine Invariante unter Korperer-
weiterungen ist, muss die Dimension jeder zentral einfachen Algebra damit stets ein Quadrat
sein. Ist also A eine zentral einfache F-Algebra mit dim A = 12, so bezeichnen wir r als den
Grad von A und schreiben kurz deg A = r. Die Dimension der in Theorem 4.4(e) beschriebenen
Divisionsalgebra heifit der Index der Algebra A und wird kurz als ind A geschrieben.

Definition 4.5 Zwei zentral einfache F-Algebren A, B heiflen Brauer-dquivalent, wenn es £, r €
N gibt mit M;(A) = M,.(B). Dies liefert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der zentral
einfachen F-Algebren.

Aquivalent zu dieser Definition von Brauerdquivalenz ist etwa, dass es eine F-Divisionsalgebra
D und s,t € N gibt mit A = M (D) und B = M(D). Jede zentral einfache Algebra ist
damit also zu einer, bis auf Isomorphie eindeutigen, Divisionsalgebra Brauer-dquivalent. Die
Aquivalenzklasse einer zentral einfachen Algebra A wollen wir als Brauerklasse von A bezeichnen
und schreiben fiir diese kurz [A]. Mit diesen Notationen definieren wir die Brauergruppe dann
wie folgt.

Proposition 4.6 ([32, S. }]) Die Menge Br(F) := {[A] | A zentral einfache F-Algebra } der
Brauerklassen dber F' wird mit der Multiplikation [A] - [B] = [A ® B] zu einer Gruppe, genannt
die Brauergruppe von F. Fiir diese gilt [A]™1 = [A°P] und 1 = [F].

Wie auch schon beim Wittring und der Wittgruppe schreiben wir schlicht aber ungenau kurz
A fiir die Brauerklasse [A], wenn klar ist, was gemeint ist.
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Fiir ein n € N definieren wir den n-Torsionsanteil der Brauergruppe als
Br,(F) := {A € Br(F) | A®" =1}.

Fiir uns von besonderem Interesse ist dabei der p-Torsionsanteil der Brauergruppe Br(F') fiir
einen Korper der Charakteristik p > 0. Darum sei von nun an fiir den Rest des Abschnitts
wieder I stets ein Korper der Charakteristik p > 0.

Um die Gruppe Br,(F") besser zu beschreiben, benétigen wir die sogenannten Symbol-Algebren.
Diese sind fiir ein a € F und b € F* definiert als

[@,0)pr = [a,b)p := Fz,y |2’ —x=a, y"=b, yr —ay =y).

Dies ist offensichtlich eine F-Algebra der Dimension p? iiber F' mit einem iiber F separablen
Unterkorper vom Grad p und einem tiber F' rein inseparablen Unterkorper vom Grad p. Dabei
entsprechen diese Symbolalgebren fiir p = 2 genau den Quaternionenalgebren. Weiter zeigt
sich, dass [a,b)p eine zentral einfache F-Algebra ist und [a,b)%” brauer-dquivalent zu F ist.
Insbesondere liegen also die Symbol-Algebren in Br,(F") und genauer gilt sogar das folgende
Resultat.

Theorem 4.7 ([2, Ch. 7 Theo. 30]) Die Gruppe Br,(F) ist erzeugt von den Brauerklassen der
Symbol-Algebren [a,b)p mit a € F und b € F*.

Fiir eine genauere Analyse dieser Symbol-Algebren verweisen wir auf die Durchsicht von [2].
Kommen wir nun zu dem fiir uns interessanten Bloch-Kato Theorem.

Theorem 4.8 ([22, Theo. 9.2.4]) Der auf Erzeugern definierte Homomorphismus

Bry,(F) = H2(F) , [a,b)p a%

ist ein Gruppenisomorphismus. Insbesondere gilt fiir p =2 dann Bra(F') = IW,(F).

Wie auch schon im vorangegangenen Abschnitt iber Milnor- K-Gruppen erhalten wir also aus
jedem Resultat iiber H?(F) ebenfalls eine Aussage iiber Bry(F). Aus diesem Grund definieren
wir fiir eine Kérpererweiterung K/F dann

Br,(K/F) :={A € Bry(F) | A zerfallt iiber K}.

Mit Theorem 4.8 erhalten wir dann schlieBlich die Isomorphien Br,(K/F) = HZ(K/F) und
Bro(K/F) = IW,(K/F) fir p= 2.
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Teil 11

Neue Forschungsergebnisse im
Bereich der Differentialformen,
bilinearen Formen und
quadratischen Formen
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Kapitel 5

Annullatoren

Nachdem wir im ersten Teil die erforderlichen Grundlagen wiederholt und alle nétigen Notatio-
nen eingefiihrt haben, wollen wir nun in den Forschungsteil dieser Arbeit einsteigen. Ziel wird
es sein, die Réume Q"(F), v,(F) und H"'(F) unter rein inseparablen Kérpererweiterungen
und unter mehrfachen Funktionenkorpererweiterungen von p-Formen zu studieren. Eines der
Hilfsmittel, denen wir uns bedienen werden um diese 2-Kerne, v-Kerne und H-Kerne zu be-
stimmen sind die Annullatoren, die wir in diesem Kapitel einfithren wollen. Eine erste Analyse
der Annullatoren von Differentialformen wurde in [7] von Aravire und Baeza durchgefiihrt. Sie
untersuchten dabei jeweils nur die Annullatoren einer einzelnen Form. Wir werden hier einen
anderen Ansatz wahlen und so deutlich allgemeinere Resultate erhalten, welche die Ergebnisse
aus [7] dabei als Spezialfall beinhalten. Zudem werden wir hier, im Gegensatz zu [7], wieder mit
Korper beliebiger positiver Charakteristik p > 0 arbeiten. Also sei weiterhin F' wieder stets ein
Korper der Charakteristik p > 0.

Beginnen wir nun damit, Annullatoren in méglichst allgemeiner Form zu definieren.

Definition 5.1 Es sei U C Q"(F) eine nicht leere Teilmenge. Dann definieren wir

Ann QL (U) :=={w € Q" (F) |wAu=0¢€ Q" (F) fiir alle u € U}
A vE(U) == {x € vp(F) |wAu=0€ Q"I (F) fiir alle u € U}
A HEP'(U) == {w € H}"'(F) |wAu=0¢€ H*"(F) fiir alle u € U}

und nennen diese kurz den Q-Annullator, den v-Annullator und den H-Annullator von U. Ist
dabei U = {u} einelementig, so schreiben wir kurz Ann Q% (u) statt Ann Q% ({u}) und nutzen
diese Notation auch fiir den v-Annullator und den H-Annullator.

Wie auch in Kapitel 3 gilt dabei Annvi(U) = AnnQE(U) N vy (F). Wenn wir also den v-
Annullator einer Menge U bestimmen wollen, kénnen wir wieder zunéchst den 2-Annullator
von U berechnen und diesen anschlieBend mit der Gruppe v, (F') schneiden.

Bemerkung 5.2 Es sei U C Q" (F) eine nicht leere Teilmenge. Gilt nun Q™" (F) = {0}, so sind
die Annullatoren von U, unabhéingig von U selbst, stets der ganze Raum Q"(F'), bzw. v, (F),
bzw. H;}“(F ). In Kapitel 3 haben wir bereits gesehen, dass der Raum Q™ (F") genau trivial ist,
wenn F eine p-Basis B mit weniger als m Elementen besitzt. Eine Fallunterscheidung in die Falle
|B| <n,n<|B|<n+rund |B|> n+r ist bei der Untersuchung von Annullatoren allerdings
nicht nétig, da alle in dieser Arbeit aufgefithrten Resultate auch in diesen Spezialfillen giiltig
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sind und in den Beweisen nie eine notwendige Grofie der verwendeten p-Basis vorausgesetzt wird.
Dabei tiberlassen wir es allerdings dem Leser, sich von dieser Giiltigkeit selbst zu iiberzeugen.

Da eine allgemeine Betrachtung von Annullatoren fiir unsere Ziele nicht zweckméfig ist und
Annullatoren im Allgemeinen stark von der zu annullierenden Menge U abhéngen, werden wir
uns in fast allen der folgenden Aussagen auf eine besondere Teilmenge von Q" (F') einschranken.
Dazu definieren wir zunéchst die folgende Menge.

Definition 5.3 Fir nicht leere Teilmengen Sy, ...,S, C F definieren wir die Menge
dSiA.. AdS, i={dsi A...Adsy | s; € Sifuri=1,...,r} CQ(F).

Ist dabei eine der Mengen Si, ..., S, einelementig, etwa S; = {s;}, so schreiben wir fiir diesen
Slot kurz ds; statt d.S;.

5.1 Annullatoren in "(F)

Wir wollen unsere Analyse von Annullatoren nun mit den 2-Annullatoren beginnen. Dazu
fassen wir zunéchst einige offensichtliche, aber wichtige Eigenschaften eben dieser Annullatoren
zusammen. Dabei bezeichne &, die symmetrische Gruppe.

Lemma 5.4 Es seien S1,...,S, C F und U,V C Q" (F) jeweils nicht leere Teilmengen.

(a) Esist (AS1A...AdS,)U{0} = (d(S1\ FP)A...Ad(S, \ FP))U{0}, falls S; \ FP # @ fir
i=1,...,7r gilt

(b) Fir alle v e Q"(F) und A € F* ist Ann Q% (v) = Ann QF(Av).

(c) Fiir alle m € &, ist Ann Q%(dSyy A ... AdSz(ry) = Ann QE(dS1 A ... AdS;).

(d) Ist U C V, so ist Ann Q% (V) C Ann Q(U).

(e) Es gilt Ann Q% (U) = Ann Q% (spp(U)).

Analoge Aussagen gelten dabei auch fir die jeweiligen v-Annullatoren.

Beweis: Die Behauptung in (a) ergibt sich sofort aus der Tatsache, dass dFP = 0 gilt. Die
Behauptungen aus (b) und (d) sind trivial und (c) ist eine direkte Folgerung aus (b) und der
Alterniertheit des Wedge-Produktes. Es bleibt also nur die Behauptung (e) zu beweisen, wobei
die Inklusion Ann Q% (spp(U)) C Ann Q% (U) wegen U C spp(U) und Teil (d) klar ist. Es sei
also nun w € Ann Q%(U) und Y0, Mju; € spp(U) mit passenden u; € U, \; € F und £ € N.
Dann folgt wegen w € Ann Q% (U) sofort

J4 0
wA <Z)\Z’ul> :Z)\iw/\ui :ZOIO
i=1 =1

und die zweite Inklusion ist gezeigt. Die analogen Aussagen der v-Annullatoren folgen dann
durch Schneiden der jeweiligen Q-Annullatoren mit v, (F). O
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Wir kénnen also nach Lemma 5.4 davon ausgehen, dass fiir die gegebenen Mengen Sq, ..., S,
bei der Berechnung des Annullators Ann Q% (dS1 A...AdS,) stets S; C F\ FP furi=1,...,r
gilt. Auf dieselbe Weise kénnten wir so auch S; C F* fiir i = 1, ..., r fordern. Als Folgerung aus

Lemma 5.4 erhalten wir ebenfalls das folgende Korollar.

Korollar 5.5 Es seien Sy,...,S, C F'\ FP nicht leere Teilmengen. Dann ist
Ann Q%(dS1 A ... AdS) = Ann Q%( d(FP(S1)) A ... AA(FP(S;)) ).

Insbesondere gilt also fir p-degp(S;) = ki € N und FP(S;) = FP(a;1,...,a;x,) mit passenden
p-unabhdngigen a;1,...,a;, € F firi=1,...,r dann

Ann Q% (dS1 A ... AdSy) = Ann Q% ( d{ar, ... a1, J A A arr, - a0k, ) ).

Eine analoge Aussage gilt auch fir die jeweiligen v-Annullatoren.

Beweis: Die Inklusion (D) folgt sofort aus Lemma 5.4(d) und der Tatsache, dass dS; C
d(FP(S;)) gilt. Beweisen wir also nun die umgekehrte Inklusion. Dazu sei {a;;, | ji € Ji} ei-
ne p-Basis von FP(S;) fiir ¢ = 1,...,r. Ohne Einschrédnkung kénnen wir dabei a;;, € S; fiir alle
Ji € J; wahlen. Ist nun z; € FP(S;) fur ¢ = 1,...,r, so finden wir nach Proposition 3.11 stets
endliche Teilmengen T; C J; sowie passende A\, € F' fir ¢; € T; mit do; = ZtieTi Ait; dagg, . Ist
nun w € Ann Q% (dS; A...AdS,), so erhalten wir

w/\dxl/\.../\de:w/\(Z Z )\hgl...)\Ttrdaltl/\.../\danr)

t1€T) tr€Tr

= Z Z Aty - A w Adagg, Ao Adags, =0,
tl GTl treTr
da die Form w wegen a;, € S; alle elementaren Wedge-Produkte day¢, A ... Ada,, annulliert.
Damit ist die Behauptung gezeigt.

Eine Ubertragung auf die v-Annullatoren erhalten wir dann sofort durch Schneiden der jewei-
ligen Q-Annullatoren mit v, (F). O

Ziel wird es nun sein, diese 2-Annullatoren in mdoglichst vielen Féllen zu bestimmen, da diese
in Kapitel 7 als 2-Kern von Funktionenkorpererweiterungen von p-Formen wieder auftauchen
werden. Zur Vereinfachung der folgenden Beweise setzen wir zunéchst die folgende Notation.

Notation 5.6 Es sei B = {¢; | i € I} eine p-Basis von F. Fiir ein ¢ € B und ein 0 € ¥,
schreiben wir kurz ¢ € im(o), falls ¢ = ¢; fir ein passendes ¢ € I ist und ¢ € im(o) gilt. Eine
analoge Schreibweise nutzen wir fiir Teilmengen C' C B und C C im(o).

Proposition 5.7 Es seien Sy, ..., S, C F\ FP nicht leere Teilmengen mit p-degp(S;) = k; € N
und FP(S;) = FP(a;,...,a;,) fir i = 1,...,r mit passenden a;i,...,a;;, € F. Weiter sei
p-degp(S1U...US,) =ki+...+k,, das heifit die Elemente ai11,...,G1k; -« Qrly-- -, Grk, Sind
p-unabhdngig tiber F. Dann ist

Ann Q(dS1 A AdSy) =Y dai A Adags, AQTR(E).
i=1
Insbesondere gilt also in diesem Fall

Ann QE(dSy1 A ... AdS,) =D Ann Q%(dS)).
i=1
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Beweis: Zunéchst konnen wir ohne Einschrankung a1, ..., a;, € S; fir ¢ =1,...,r wéhlen. Da
die Elemente ai1,...,a1%,,...,ar1,...,ark, p-unabhangig sind, kénnen wir sie zu einer p-Basis
B ={c;|i€ I} von F erginzen und setzen ohne Einschriankung voraus, dass sie die kleinsten
k1 + ...+ k, Elemente in B sind. Weiter seien die a11,...,a1%,,...,ar1,...,ar, in B lexikogra-
phisch nach ihrem Index in I angeordnet. Wir betrachten nun die folgende Inklusionskette

k1 kr
A QE(S) AL AdS) ZE () ... () A Q(dag, A ... Adayy,)
1=1  je=1

1) <
C Y daig A... Adag, AQF(F)

=1
(2) n
C Ann Q% (dS1A...AdSy)
und begriinden zunéchst die Giiltigkeit der Inklusion (1). Dazu sei (j1,...,Jjr) € X;_{1,...,k;}
fest gewéhlt und w € Ann Q%(dayj, A. .. Adayy,). Schreiben wir nun w in der F-Basis Aj g, so
finden wir eindeutige z, € F mit w =} .y, %, dcs. Nach Wahl von w gilt dann

0 =wAdaj A...Aday, = Z ZTodes ANdayj, A .. Adayj,.
oEY,

Die von Null verschiedenen elementaren Wedge-Produkte dc, Adayj, A...Ada,j, sind dabei
(méoglicherweise nach Umsortierung der Slots) paarweise verschiedene Elemente der Basis A}l
von Q"7(F), also insbesondere linear unabhéingig. Damit muss also stets z, = 0 gelten, falls
{a1jy, ..., a5} Nim(o) = @ ist.

Wahlen wir nun ein w € ﬂ?llzl e ﬂ?:zl Ann Q% (dayj, A. .. Adayj, ), so muss die obige Bedin-
gung fir alle (ji,...,J,) € X,_{1,...,k;} erfiillt sein. Setzen wir also

S(ky,k) = {0 € S| fiiw alle (1, .., jr) € XL, ki) ist {ay,, .., ap;,} Nim(o) # 2},
i=1

,,,,,

zeigen wir, dass jede der Formen dc, mit o € Xy, 1) von mindestens einer der Formen

daii A...Adaig,, ..., dart AL  Adayg, geteilt wird. Nehmen wir dazu an, dass dies nicht der
Fall ist und es also ein o € Xy, 1, gibt, sodass dc, von keiner dieser Formen geteilt wird. Dann
muss es fiir ¢ = 1,...,r stets mindestens ein ¢; € {1,...,k;} geben mit da;, f dc,. Aber dann

erhalten wir einen Widerspruch, da wegen (¢1,...,¢4,) € X._{1,...,k;} und {a1¢,,..., a4, } N
im(o) = @ dann o & ¥y, . i, folgt.

Beweisen wir nun noch die Inklusion (2). Sei dazu w € 3°7_; daj; A ... Ada, AQ" % (F). Dann
finden wir uw; € Q" %(F) fir i = 1,...,7r mit w = S7_;dai A... Adaj, Au;. Weiter sei
dsi A...Ads, € dS1A...AdS, beliebig. Dann gilt

wAdsi A...Ads,

.
=3 ()" dag A Adagy, Adsi Aug Adst AL Adsicg Adsipa AL Ads,.
=1

Da aber wegen p-degp(S;) = k; die k; + 1 Elemente a;1,...,a,,s; € S; p-abhéngig sind, gilt
also da;1 A ... Ada, Ads; = 0 nach Lemma 3.10 und dies in die obige Gleichung eingesetzt
liefert dann schlieBlich die zu zeigenden Aussage wAdsy A...Ads, =0. g
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Als Korollar aus Proposition 5.7 erhalten wir sofort das folgende Resultat.

Korollar 5.8 Es seien aji, ..., A1k, --,0rly ..., 0k, € F p-unabhingig und B = {¢; | i € I}
eine p-Basis von F, die diese Elemente enthdlt. Dann gilt

Zdail/\.../\daiki AQPR(F) = { Z xo dey | fiir alle (j1,...,7r) € XA{1,..., k;i}
=1 i=1

O'GETL
ist {aij,,...,ar5 } Nim(o) # @}.

Insbesondere ist mit T; = {a;1, ... ,a;,} firi=1,...,r dann

T

Ann QAT A ... AdT}) Z ﬂ Ann Q% (da,j,) ﬂ ﬂ ZAnn Q% (dagj,).
i=17;=1 Jj1=1 Jr=11i=1

Beweis: Die Aussage ergibt sich aus dem Beweis der Proposition 5.7 und dem Lemma 3.36.0]

In Proposition 5.7 haben wir den 2-Annullator von dS; A...AdS, fiir in gewissem Sinne ma-
ximal unabhéngige Mengen S, ..., S, C F'\ FP bestimmt. In der folgenden Proposition wollen
nun den -Annullator des entgegengesetzten Falles, das heifit den Annullator fiir maximal ab-
hdngige Mengen Sy, ..., S, bestimmen.

Proposition 5.9 Es sei S C F \ FP eine nicht leere Teilmenge, p-degp(S) = k € N und
FP(S) = FP(ay,...,ax) fir passende ay,...,ar € F. Firr € {1,...,k} setzet = k —r + 1.
Dann ist

Amn O (A" ds) = 3 dai, A...Adai, NQH(F).
{il,...,it}c{l,...,k}

11 <...<tt
Fiir r > k ist Ann Q% (A" dS) = Q"(F).
Beweis: Wie auch schon zuvor wiahlen wir ohne Einschrankung aq,...,ar € S. Zunéchst ist

klar, dass fiir » > k dann A"dS = {0} gilt, da wegen p-degp(S) = k keine r-elementige p-
unabhéngige Menge in S existieren kann. Damit erhalten wir sofort Ann Q% (A" dS) = Q™(F).

Es sei also nun r € {1,...,k} und t = k — r + 1. Wegen Korollar 5.5 reicht es den Fall

S ={ai,...,ax} zu betrachten. Da die Elemente a1, ..., a; p-unabhéngig sind, konnen wir sie
zu einer p-Basis B = {¢; € I} von F ergénzen. Dabei sei die Menge I so angeordnet, dass die
ai,...,ay die kleinsten Elemente in B sind und zusétzlich a1 < ... < ai gilt. Weiter ist dann

A dS = {£daj, A...Adaj, | {105} € {1, k} mit ji < ... < j,} U {0}
Wie im vorherigen Beweis ergibt sich dann also mittels Lemma 5.4

Ann Q% (/\T dS) = ﬂ Ann Q% (daj, A...Adaj,).
{1 e }C{ Lo b}
n<.<jgr
Es sei nun eine Teilmenge {ji,...,75-} € {1,...,k} mit j; < ... < j, fest gewdhlt und w €
Ann Q% (daj, A...Adaj,). Schreiben wir w in der Basis Ajg, so ist w = 3,5 75 dcs mit
eindeutigen z, € F' (fast alle z, = 0) und nach Voraussetzung gilt

0 =wAdaj, A...Nda;, = Z Todes Adaj, AL .. Adaj,.
O'EEn
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Die von Null verschiedenen Wedge-Produkte dcy Adaj, A...Ada;, sind dabei (moglicherweise
nach Umsortierung der Slots) in der Basis A} enthalten und paarweise verschieden, das heifit
sie sind insbesondere linear unabhéngig. Es ist also z, = 0 wenn dc, Adaj, A...Adaj, # 0, das

heiit, wenn im(o) N {a;,,...,a; } = @ gilt.

Da diese Bedingung fiir w € Ann Q% (A" dS) dann fiir alle Teilmengen {j1,...,j-} C {1,...,k}
mit j; < ... <j, gelten muss, ergibt sich damit dann in der Basis A}, die Darstellung

w= Z Ty dey.

€T Y1 G} {1 k)
mit j1 <...<jr
ist im(o)N{aj,,...,a;,. }#2

Es sei nun ein o € 3, gegeben mit der Eigenschaft, dass fiir alle Teilmengen {j1,...,j.} C
{1,...,k} mit ji < ... < j, stets im(o) N {aj,,...,a; } # @ gilt. Wir werden nun zeigen, dass
es dann eine t-elementige Teilmenge {i1,...,%:} C {1,...,k} gibt mit da;; A...Ada;, | des.

Zunéchst existiert nach Voraussetzung an o mindestens ein a;, € S mit da;, | de,. Ist t = 1 sind
wir fertig. Ist ¢ > 2, so folgt S\ {a;, }| > r und wir wihlen eine beliebige r-elementige Menge
in S\ {a;, }. Da die Form dc, dann mindestens eines dieser Elemente als Slot enthélt, finden
wir also auf diese Weise ein ig € {1,...,k} \ {i1} mit da;, | dc,. Nach Lemma 3.36 folgt dann
da;, ANda;, | dey. Ist nun ¢ = 2, so sind wir fertig. Ist ¢ > 3, so folgt |5\ {a;,, ai, }| > r und wir
kénnen die eben durchgefiihrte Prozedur wiederholen, bis wir im Schritt £ € N die paarweise

verschiedenen Elemente iy, ...,i, € {1,...,k} mit da;; A...Ada;, | dc; konstruiert haben und
1S\ {ai,,...,ai,}] =r—1gilt. Dann folgt aber k —¢ =r — 1, das heifit, esist =k —r+1=1¢
und zu dc, haben wir also auf diese Weise eine t-elementige Menge {i1,...,4:} C {1,...,k} mit

da;, A...Ada;, | de; gefunden. Damit ist die erste Inklusion der Behauptung gezeigt.

Fiir die zweite Inklusion reicht es zu zeigen, dass fiir jede t-elementige Teilmenge {i1,... 4} C
{1,...,k} mit 43 < ... < i, und jede r-elementige Teilmenge {ji,...,75,} C {1,...,k} mit
J1 <...<jr dann

dail /\.../\dait /\dCLj1 /\.../\dajr =0
gilt. Dazu zeigen wir, dass {i1,...,4:} N {j1,...,Jr} # @ gilt und die Behauptung folgt dann

aus Lemma 3.10. Nehmen wir also an, die beiden Mengen seien disjunkt. Dann folgt sofort der
Widerspruch

E> i, iy U, grtl =t+r=k—r+1+r=k+1
und die Behauptung ist gezeigt. O

Bemerkung 5.10 (a) Wir kénnen die Voraussetzungen aus Proposition 5.9 durchaus noch
weiter abschwéchen. Anstatt einer nicht leeren Menge S C F'\ FP kénnen wir auch r nicht
leere Menge S1,...,S5, C F\ FP mit FP(S,) = ... = FP(S;,) von endlichem p-Grad wéhlen.
Nach Korollar 5.5 stimmen dann die Q2-Annullatoren von dS; A...AdS, und dS1 A ... AdS
iiberein und Proposition 5.9 ist anwendbar.

(b) Das obige Resultat und vor allem auch der Beweis der Proposition 5.9 kann auch rein
kombinatorisch aufgefasst werden. Dabei haben wir das folgende Ergebnis bewiesen.

Es seien n,k,r € Nmit 1 < r < k. Setze t = k — r + 1. Weiter sei B eine Menge mit
|B| > max{k,n}, S eine k-elementige Teilmenge von B und C eine n-elementige Teilmenge
von B. Ist n > t, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Fiir jede r-elementige Teilmenge J von S ist |[C' N J| > 1.
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KAPITEL 5. Annullatoren

(ii) Es existiert eine ¢-elementige Teilmenge I von S mit I C C.

Ahnlich kénnte man auch Korollar 5.8 als eine solche rein kombinatorische Aussage formulieren.

Eine weiterfilhrende vollstdndige Klassifikation der Annullatoren Ann Q% (dS; A...AdS,) fur
nicht leere Mengen Si,...,S, C F\ FP scheint kompliziert zu sein. Wir wollen dennoch ver-
suchen, diesen Annullator in so vielen Féllen wie moglich zu bestimmen oder zumindest ein-
zuschrinken. Die ersten natiirlichen Schranken fiir den 2-Annullator der Menge dS; A ... AdS,
erhalten wir durch das folgende Lemma.

Lemma 5.11 Es seien Si,...,S, C F\ FP nicht leere Teilmengen und p-degp(S;) = ki € N
fiir i = 1,...,r. Weiter sei [FP(Sy,...,S;) : FP(S1,...,S8:-1)] = p% mit 0 < ¢; < k; und
bih ce ,bigz. eFr S0, dass Fp(Sl, ey Sz) = Fp(Sl, ceey Si—l)(bih ceey bz'gi) gilt. Ergdnzen wir die
bi1, ..., bie, durch passende bip,+1,...,bix, € F' zu einer p-Basis von FP(S;), so gilt

D dbi AL Adbe, AQTTR(EF) C Ann Qp(dSI AL AdS,) © Y dbi AL Adbig, AQTTE(F).
i=1 i=1

Beweis: Die erste Inklusion ist klar und wird ganz analog zum Beweis von Proposition 5.7
gezeigt. AuBlerdem konnen wir ohne Einschrénkung b;; € S; fir ¢ =1,...,7und j = 1,...,k;
annehmen. Um die zweite Inklusion zu zeigen, setzen wir T; = {b;1, ..., by, }. Dann gilt wegen
dIhi A...ANdT. C dS1 A...AdS, offensichtlich

Ann QE(dS) A ... AdS,) 22 Ann Q% (d{bir, ... big, P A Ad{by1, - b })
C Amn Q% (dTh A ... AdT,).

Da die Elemente b11,...,b1¢,,...,bp1,..., by, aber nach Konstruktion p-unabhéangig sind, folgt
die Behauptung dann durch Proposition 5.7. ]

In Lemma 5.11 gilt dabei stets ¢; = k1 und beide Schranken fallen unter den Voraussetzungen
von Proposition 5.7 zusammen. Die Aussage gilt auch dann, wenn eines der ¢; = 0 ist, allerdings
entspricht dann der zu diesem ¢; gehérende Summand der oberen Schranke dem ganzen Raum
"(F). Die obere Schranke fiir den Q-Annullator hat damit also fiir uns in diesem Fall keinen
Wert mehr. Es ist zudem wichtig zu bemerken, dass die Werte ¢; natiirlich von der Reihenfol-
ge der S; abhéngen, der 2-Annullator nach Lemma 5.4 aber nicht. Wir kénnen Lemma 5.11
demnach wie folgt verschérfen.

Korollar 5.12 Es seien S1,...,S, C F\FP nicht leere Teilmengen mit p-degp(S;) = k; € N fiir
i =1,...,r. Weiter sei fir m € &, dann [FP(Srq1y,.--,Sx@) : FP(Sx1)s- -+ Sr(i=1))] = pi(™
mit 0 < 4i(m) < kqgy und b, .. ., b?&(ﬂ) € I so, dass

Fp(Sﬂ-(l)7 ey Sﬂ'(’L)) = Fp(Sw(l), ey Sﬂ-(ifl))(b;rl, o e 7b;rﬁl(7r))

firi=1,... r gilt. Dann ist

Ann Q% (dS1 A...AdS) € ) ( db?l/\.../\dbg"gi(w)/\Q”_Zi(“)(F)>.
eSS, \1=1

Wir wollen nun Lemma 5.11 und Korollar 5.12 mit Hilfe einiger Beispiele etwas genauer be-
trachten und dabei zeigen, dass die Inklusionen beider Resultate durchaus echt sein kénnen.
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Beispiel 5.13 Das folgende Beispiel zeigt zunéchst, dass beide Inklusionen in Lemma 5.11 echt
sein kénnen. Dazu wéhlen wir den Kérper F' = Fy(a, b, ¢, e) mit Variablen a, b, ¢, e. Weiter setzen
wir 7 = 2 und wéhlen S} = {a, b} und Sy = {a, c}. Offensichtlich gilt dann

dS1 AdSy = {daAde, dbAda, dbAde, 0}

und damit folgt spp(dSy1 AdS2) = spp(dT'AdT) fir T = {a,b,c}. Nach Lemma 5.4 stimmen
die -Annullatoren der beiden Mengen d.S1 A dSs und d7' A dT iiberein und aus Proposition 5.9
folgt dann mit einer Sortierung a < b < ¢ fiir den Annullator

Ann Q%(dS; AdSs) = da AdbA Q" 2(F) +da Ade AQV2(F) + dbAde AQ"2(F).

Wenden wir nun Lemma 5.11 auf den Annullator Ann Q% (dS1 AdS2) an, so erhalten wir k; =
{1 =2, kg =2, {5 = 1 und wahlen passend by; = a, bia = b sowie bs; = ¢ und bey = a. Fiir die
untere Schranke aus Lemma 5.11 folgt dann

da AdbAQ"2(F) +da Ade AQ"2(F) C Ann Q3 (dS; AdSs).
Diese Inklusion ist echt, denn fir n = 2 gilt
dbAde € Ann Q% (dS1 AdS2) \ (FdaAdb+ FdaAde).
Als obere Schranke fiir den Q2-Annullator von dS; A dSs liefert Lemma 5.11 dann
Ann Q%(dS; AdSs) € da AdbAQ"2(F) + de AQ"H(F).

Auch diese Inklusion ist dabei echt, denn fir n = 1 ist Ann Q% (dS; AdS2) = {0} aber es ist
daAdbAQ™H(F) + Fde= Fdc # {0}.

Wenden wir allerdings das stérkere Korollar 5.12 an um eine obere Schranke fiir den Annullator
Ann Q%(dS7 A dS2) zu bestimmen, so herrscht in diesem Fall Gleichheit. Um dies nachzupriifen
sei m die in &y von id verschiedene Permutation (12). Zusétzlich zu den obigen Werten b;;
(die dann bi(} entsprechen) wéhlen wir dann wie in Korollar 5.12 beschrieben ¢1(m) = 2 = ks,
ly(m) =1 < 2=k und b]; = a, by = ¢, b5, = b,b3, = a. Der Q-Annullator Ann Q% (dS; AdSs)
ist also Teilmenge von

A= (dandbAQ () +deA Q™ H(F) ) N ((dande Q"2 (F) +dbAQ" () ).

Wir wihlen nun die p-Basis B = {a, b, ¢, e} mit Anordnung a < b < ¢ < e und schreiben w €
in der F-Basis Aj als w =3, 75 dc,. Fiir jedes o € ¥, mit 2, # 0 gilt dann mindestens einer
der folgenden vier Félle

e daAdbund da Adc teilen dey;
e da Adbund db teilen dc,;
e dc und da A dc teilen deg;

e dc und db teilen dc,, das heiit db A de teilt de,.

In allen vier Féllen teilt also mindestens eine der Formen da A db, da A de, db A de die Form de,
und damit folgt Ann Q% (dS; A dSz) = 2. Es stellt sich nun die Frage, ob fiir die in Korollar 5.12
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beschriebene Inklusion stets Gleichheit gilt. Dies ist allerdings nicht der Fall, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Uber demselben Kérper F' = Fy(a, b, ¢, e) seien nun S; = {a,b,c} und Sy = {a, b, e}. Wir wollen
nun mit Hilfe von Korollar 5.12 eine obere Schranke des Q-Annullators Ann Q7 (dS; AdSs)
konstruieren. Dazu bezeichne m € G5 wieder die von id verschiedene Permutation in G,. Wie
in Korollar 5.12 beschrieben, wihlen wir dann die folgenden Elemente:

01(id) = 3, fo(id) =1 und b =a, bl =0, B =c bl =¢

l(m) =3, la(m) =1 und b]; =a, by =b, by =€ b3 =c.
Der Q-Annullator Ann Q%(dS; AdS?) ist fiir n = 2 dann also Teilmenge von

de AQNEF) Nde AQL(F) %22° Fde Ade.

Fir daAdb € dS; AdSy gilt allerdings de AdeAdaAdb # 0 nach Voraussetzung. Damit ist
die in Korollar 5.12 beschriebene Inklusion in diesem Beispiel echt. Wie zuvor kénnen wir
den Q-Annullator in diesem Beispiel ebenfalls exakt bestimmen, da mit 7" = {a, b, ¢, e} wieder
Ann Q% (dS1 AdS2) = Ann Q' (AT A dT) gilt.

Auch wenn wir in Beispiel 5.13 gezeigt haben, dass die Inklusionen in Lemma 5.11 und Korollar
5.12 echt sein konnen, so konnen wir mit Hilfe dieser Ergebnisse dennoch den folgenden 2-
Annullator bestimmen.

Proposition 5.14 Es seien Sq,...,S,11 C F'\ FP nicht leere Teilmengen mit p-degp(S;) = 1
firi=1,...,r und dS1 A...ANdS,+1 # {0}. Dann ezistieren p-unabhdingige a1, ...,a, € F mit
FP(S;) = FP(a;). Weiter sei p-degp({a1,...,a,}US,41) = r+f € Nund FP(ay,...,a,)(Sr41) =
FP(ay,...,a.)(e1,...,ep) fir passende ey,...,eq € F. Dann ist £ > 1 und

Ann QF(dS1 A .. AdS, AdS,41) =D da; AQYHE) +der AL Adeg AQTHE).

i=1

Beweis: Ohne Einschrankung kénnen wir zunéchst S; = {a;} fur ¢ = 1,...,r voraussetzen. Zu-
néchst ist klar, dass die aq, . . ., a, p-unabhéngig sind, da ansonsten daj A ... Ada, AdS,+1 = {0}
folgen wiirde. Auflerdem gilt ¢ > 1, da sonst S,11 C FP(aq,...,a,) folgt und damit wieder der
Widerspruch daj A ... Ada, AdSy4+1 = {0} entsteht. Wir kénnen also das Lemma 5.11 anwenden
und erhalten somit sofort die Inklusion (C).

Kommen wir also nun zur umgekehrten Inklusion und setzen dazu {ai,...,a,} US,11 = Tr41.
Mit dieser Menge gilt dann offensichtlich

Ann Q%(day A ... Adar AdSy11) = Ann Q% (day A ... Ada, AdT,41)

und wir kénnen wieder ohne Einschréankung 7,41 = {a1,...,a,,€1,...,es} wihlen. Es reicht
nun aus zu zeigen, dass die Formen day, ..., da, und die Form de; A ... A dey jedes Element in
daj A...Ada, AdT,41 annullieren. Diese annullierende Eigenschaft ist fiir day,...,da, offen-

sichtlich erfillt. Schlielich gilt auch

dei A...AdegAdag A ... Ada, Adz = 0 fiir alle x € {aq,...,ar,€1,...,e0} = Tri1.
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5.2 Annullatoren in v, (F)

Wir wollen in diesem Abschnitt nun die gewonnenen Kenntnisse der 2-Annullatoren auch auf die
v-Annullatoren derselben Mengen iibertragen. Dabei werden wir versuchen, die hier betrach-
teten v-Annullatoren stets mittels logarithmischen Erzeugern zu beschreiben um diese dann
spater mittels Katos Isomorphismus 3.19 auf den bilinearen Wittring iibertragen zu koénnen.
Zunéchst halten wir fest, dass fiir nicht leere Mengen Sy, ...,S, C F\ FP (oder auch fiir nicht
leere Si,...,S, C F*) die Q-Annullatoren und damit auch die v-Annullatoren der Mengen
dSiA...AdS, und {ds%/\.../\ d&% | s; € S; fur i = 1,...,7r} wegen Lemma 5.4 iibereinstim-
men. Dies erméglicht ebenfalls eine Ubertragung der zu annullierenden Menge mittels Katos
Isomorphismus.

Das grofite Problem bei der Bestimmung der v-Annullatoren liefert dabei die Berechnung der
Menge

(Z daji A ... Adag, /\Q"‘ki(F)> N v (F), (5.2.1)
=1

fiir passende a;; € ' und k; € N. Halten wir zunéchst die folgende Observation fest.

Lemma 5.15 Es seien k1,...,k, € Nund a;; € F firi=1,...,r,5=1,...,k;. Dann ist

XT: |:dyi1 A dyzk
i1

Yi1 Yik;

< Yik; € Fp(aﬂ, .. ,aiki)*} /\Vn—k:i(F)

C (Z dag A ... Adag, AQF (F)) N v (F).
=1

Beweis: Offensichtlich reicht es wegen

r

> (dai A Adag, AQR(F) N (F)) (Z dai A ... Adag, AQPF (F)) N vp(F)

i=1
die Behauptung fiir r = 1 zu beweisen. Dazu schreiben wir kurz a;; = ay, ..., ajg, = ai. Weiter
kénnen wir voraussetzen, dass die a1, ..., ar p-unabhingig sind, denn wéren sie es nicht, so ware
die Inklusion trivialerweise wegen {0} C {0} erfiillt. Es sei also eine Form v = d—yll Ao N dyk AX
mit y1,...,yx € FP(a1,...,ar)* und x € v,_i(F) gegeben. Da die Elemente ay,... ak eine

p-Basis von FP(ay,...,ay) bilden, existieren eindeutige A\;; € F firi =1,....k, j=1,...,k
mit dy; = 2?21 Aij daj. Damit erhalten wir dann

(Z Z )\1]1' Ak]kd ./\dajk) AX E (dal/\.../\dak/\Q"_k(F))ﬂl/n(F),

=l gp=1
denn es ist v € v, (F) und fiir jedes (ji,...,j%) € {1,..., k}* gilt
daj, A...Adaj, € {£da; A...Adag, 0}.

0

Dabei stellt sich die natiirliche Frage, ob fiir p-unabhangige ai1,...,a15,,...,0r1,..., 0, in
Lemma 5.15 Gleichheit herrscht. Wir werden spéter sehen, dass eine solche Gleichheit dann
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KAPITEL 5. Annullatoren

einem additivem Verhalten der v-Annullatoren analog zu Proposition 5.7 entsprechen wiirde.
Dies ist allerdings nicht der Fall und wir werden diese Tatsache am Ende des Abschnitts an
einem Beispiel genauer untersuchen.

Um nun den Schnitt in Gleichung (5.2.1) in verschiedenen Féllen berechnen zu kénnen, werden
wir wiederholt das Lemma von Kato verwenden. Dazu miissen wir immer wieder vereinzelt die
(p — 1)-Abgeschlossenheit des Korpers F' fordern.

Proposition 5.16 FEs seien a1,...,a,€1,...,e; € F p-unabhingige Elemente, r,{ € Ng und es
gelte FP~Y = F. Dann ist

(Z da; ANQ"H(F) +deg A .. Adeg A Q”‘QF)) N v, (F)
=1

d
= [a: x € Fp(al,...,a,«)*} AVp—1(F)

T

d dys
+ [yyl/\/\y‘z yl,...,ygeFp(al,...,ar,el,...,ee)\Fp(al,...,ar)} A vn_o(F).
1

Insbesondere ist fiir £ =0 also

dx

(Z dai/\Q”_l(F)> A v (F) = { |2 e Fr(an... ,ar)*} Avn_1(F)
i=1

X

und fir r =0 dann

dy o due

(del/\.../\deg/\anz(F))ﬂyn(F): {yl /\J yl,...,ygeFp(el,...,eg)*} Avp—o(F).

Beweis: Wir beginnen mit der Inklusion (D) und wéhlen dazu eine Form v = d7;’”/\)( mit
x € FP(ay,...,a;)" und x € v,—1(F). Da die ay,...,a, eine p-Basis von FP(ay,...,a,) bilden,
existieren passende \; € F fiir i = 1,...,r mit de = ) ;_; A; da;. Damit ergibt sich dann
T )\ T A T
v= (Z Zda¢> AX = Zdai A (zx> € <Zdai/\9"_1(F)> N vp(F).
i=1 v i=1 v i=1
Ist andererseits v = d%/\.../\%/\n mit y1,...,y¢ € FP(a1,...,ar,€1,...,¢e0) \ FP(a1,...,a,)
und 7 € v,_¢(F') gegeben, so finden wir analog zu eben fiir j = 1,..., ¢ eine Darstellung

r ¢
dyj = Z )\ji da; + Z Him de,, mit )\ji,,ujm e F.
i=1 m=1
Durch eine dhnliche Rechnung wie zuvor erhalten wir dann
T
dyg A...Adyy = gder A...Adeg+ z flir ein ¢ € F und z € Zdai/\Qe_l(F). (5.2.2)
i=1
Fir v € v, (F) folgt dann also insgesamt
v=(y1...y0) tgder A.. . Ades A+ (y1...y0) T2 AY
=dei A...Adey A (q(y1 .. .yg)fln) +zA ((y1 e y@)fln)

€ <Z da; AQ"H(F) +deg A... Adeg A Q”E(F)> N v (F)
=1
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5.2. Annullatoren in v, (F)

und die erste Inklusion ist gezeigt.

Betrachten wir nun die umgekehrte Inklusion (C). Dazu ergénzen wir aq,...,a,,€e1,...,€; zu
einer p-Basis B = {¢; | i« € I} von F. Dabei sei die Indexmenge I so angeordnet, dass die
Elemente ai,...,a,,e1,...,e; die kleinsten r 4+ £ Elemente in B mit Ordnung a; < ... < a, <

e1 < ... < ep sind. Es sei nun w € (Zle da; AQV Y (F) +de; A... Adey AQ"_K) N vp(F).
Schreiben wir w in der Basis A und ist maxg(w) = § der maximale Multiindex von w beziiglich
B, so ist

des d
w= Z xgi = :cgﬁ +wes mit 2, € F und wes € Q25(F). (5.2.3)
o<s Co Cs

Wie in Bemerkung 3.37 beschrieben, konnen wir ohne Einschrankung | B | < oo voraussetzen und
damit ist auch ¥, endlich. Da p die Filtrierung von Q"(F) erhélt, gilt also nach Voraussetzung

d
o(z5) =2 € dQ™Y(F) + Q"5(F).

Cs
Wegen FP~! = F kénnen wir das Lemma von Kato 3.16 anwenden und erhalten damit

d d d
% = il VANPRIAN Ln +ves mit y; € Fg(i) und ves € QZ&(F) (5'2'4)
Cs Y1 Yn

Nach Voraussetzung gilt fiir dcs nun mindestens einer der beiden folgenden Félle:

(i) Es existiert ein i € {1,...,r} mit da; | dcs;

(ii) Es gilt deg A... Adeg | des.

Nehmen wir zunéchst an, dass Fall (i) gilt. Dazu sei s € {1,...,7} so, dass das | dcs und
da; [ des fiir i = 1,...,s — 1 erfiillt ist. Wegen der passenden Anordnung der p-Basis B ist
dann also cs() = as, da die a1, ..., a, die kleinsten Elemente in B sind. In Gleichung (5.2.4) ist

dann y; € FP(ay,...,as)" C FP(ay,...,a,)* und dieses Ergebnis eingesetzt in Gleichung (5.2.3)
liefert dann

d d
w= A A s+
y Yn
Da wir wegen y; € FP(aq,...,a,)* nach der ersten Inklusion bereits wissen, dass % A A dy% S

(371 da; AQHF)) Nvy(F) gilt, folgt dann also

Wesg + Vs =w— ——A...N—2 €

dyl dyn
U1 Yn

> da; AQVTHF) 4+ der AL Adeg A Q”‘QF)) N v (F).
=1

Die Behauptung folgt dann durch Induktion tiber den maximalen Multiindex maxg(w) = 4.

Betrachten wir nun den Fall (ii), das heifit es gelte de; A...Adey | des und wegen des bereits
gepriiften Falls (i) konnen wir zusétzlich noch annehmen, dass da; f des fir allei = 1,. .., r gilt.
Wegen der Anordnung von B ist dann also cs5(1) = e1, ..., 5 = €. In Gleichung (5.2.4) folgt
fir j=1,...,¢ dann

* *
yj € FP(a1,...,ar,€1,...,€;)", alsoyi,...,ye € FP(a1,...,ar,e1,...€.)".
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KAPITEL 5. Annullatoren

Wie im Fall (i) erhalten wir dann aus Gleichung (5.2.3) und der ersten Inklusion der zu zeigenden
Aussage

d dyn, 4 _ _
Weg+ves =w— DA AR e (Zdai/\Q” YF)+deg AL Ade, AQT E(F)) N vy (F)

Y1 Yn i=1
und die Behauptung folgt ebenfalls wieder mit Induktion iiber maxp(w) = .

Insgesamt haben wir nun die folgende Gleichheit gezeigt:

(Zdai/\Qn_l(F) + dey /\.../\deg/\Q”_g(F)) Nup(F)= [d; xz € FP(ay,... ,ar)*]/\yn_l(F)

i=1

—/\.../\7 yl,...,yg6Fp(al,...ar,el,...,eg)*]/\Vng(F).

Die Behauptung folgt dann sofort aus der Tatsache, dass wir jede Form dyll A A dyy" An fir die
ein y; mit y; € FP(ay,...,a,)* existiert, nach Umsortierung der Slots dem ersten Summanden

[%I |z € FP(a,... ,ar)*] Avp—1(F) zuordnen konnen. O]

Eine analoges Vorgehen wie in Proposition 5.16 zur Berechnung des Schnittes

(Z dag A ... Adag, AQFR (F)) N vp(F)
=1

fiir p-unabhéngige a11,...,a1%,,-..,r1,..., 07k, € F ist nicht moglich, da in gewisser Weise
»quer liegenden“ Formen keinem der Summanden passend zugeordnet werden kénnen. Ein Fall
in dem wir den Schnitt allerdings berechnen kénnen ist wiederum der Folgende.

Proposition 5.17 Es seien ay, ..., a € F p-unabhingige Elemente, t € {1,...,k} und es gelte
Fr=l = F. Dann ist

( > da;, A...Ada;g, A Q”%F)) N vy (F)
’i1,..:,it€{1,:..,k}
11 <...<t

dx dz
= {1/\.../\1‘/ Ti,..., T € Fp(al,...,ak)*] Avp—t(F).

I Ty
Beweis: Da dieser Beweis in vielen Punkten mit dem Beweis von Proposition 5.16 tiiberein-
stimmt, wollen hier nur auf die wesentlichen Schritte eingehen.
Beginnen wir mit Inklusion (D). Dazu sei v = dﬂ% AN dx—“it Axmit zq,...,2x¢ € FP(ay,...,a)*
und x € v,—(F). Dann finden wir eindeutige \j; € F fir i = 1,...,t, j = 1,...,k mit
dz; = Z§:1 Aijdaj. Setzen wir dies in die Darstellung von v ein, so erhalten wir dann wegen
v € vy (F') sofort

k
A A
v = (Z Z 1]1 e daj, A ./\dajt) A X

..
Jji=1 Jt=1 t

Aliy oo Aej
= Z...Zdajl/\.../\dajt/\(lﬂtﬁtx>

a=l 5=l ! ¢

€ ( > dai, A...Adaj, A Q”‘%F)) N vy (F),
i1,00€{1,. .k}
11<...<1¢
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5.2. Annullatoren in v, (F)

da fiir alle (j1,...,5:) € {1,..., k}! stets gilt
dajl/\.../\dajt S {:I:dail/\.../\dait | T1,...,1% € {1,,]{} far 71 < ... <it}U{0}.
Um nun die umgekehrte Inklusion zu beweisen, ergénzen wir die Elemente aq,...,a; zu einer

p-Basis B = {¢; | i« € I} von F und ordnen diese Basis so an, dass ay,...,a; die kleinsten
Elemente in B sind und zusatzlich a1 < ... < aj gilt. Beachte dabei, dass dann

{dail dait
— AN

(7% A,

. . . . t
i1,...,0 €41,...,k}, 11<...<2t}C/\B

gilt. Es sei nun w € (Y da;, A...Ada;, AQ"H(F)) Nvy(F). In der Basis A mit maxg(w) = 6
ist dann

deg d .
A 3:5? +wes mit wes € QL5(F) (5.2.5)
6

o=

o< Co

fiir passende x, € F. Ohne Einschrankung kénnen wir wieder annehmen, dass B und damit auch
¥, endlich ist. Wegen FP~! = F und go(a:(;)dc% € dQ"1(F) + Q24(F) folgt aus dem Lemma
von Kato 3.16 dann

d d d

Ji(sﬁ = Ay Vs mit y; € Fy,) und veg € Q25(F). (5.2.6)

Cs Y1 Yn
Nach Voraussetzung existiert dabei mindestens ein (i1,...,4;) € {1,...,k} mit i1 < ... < iy,
fir das da;, A...Ada;, | des gilt. Unter allen geordneten t-Tupeln die diese Bedingung erfiillen,
wahlen wir das in der lexikographischen Ordnung kleinste t-Tupel. Da die ay, . . ., ai die kleinsten
Elemente in der Anordnung der p-Basis sind, gilt dann cs5(1) = a;y, ..., ¢54) = a;,. Es folgt also
in Gleichung (5.2.6) dann y; € FP(aq,...,a;,)", ...,y € FP(ay,...,a;)* und wir erhalten damit

Yi,---,Yt € Fp(al,...,ak)*.

Analog zum vorherigen Beweis folgt dann wieder mit Gleichung (5.2.5) sowie der ersten Inklusion
dieses Beweises

d d
westvas=w— A A e ( S da, /\.../\dait/\Q”t(F)> N va(F).
h Yn i1yeit€{1,...k}
11 <...<tt

Die Behauptung folgt dann mittels Induktion iiber maxpg(w). 4

Kombinieren wir nun die Propositionen 5.16 und 5.17 mit den Resultaten 5.9 und 5.14 des vor-
angegangenen Abschnitts, so sind wir in der Lage, die folgenden v-Annullatoren zu bestimmen.

Theorem 5.18 Es sei F' ein Korper mit FP~! = F.
(a) Es seien Si,...,S, C F \ FP nicht leere Mengen mit p-degp(S;) = 1 fir i = 1,...,r,
dSiA...AdS, # {0} und ai,...,a, € F passend mit FP(S;) = FP(a;). Dann sind die

ai, .. .,a, p-unabhdngig und es gilt

d
Annvg(dSiA...AdS,) = [; ‘ x € FP(ay,...,an)" | Avp_1(F).
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KAPITEL 5. Annullatoren

(b) Es seien Si,...,Syr4+1 C F \ FP nicht leere Teilmengen mit p-degp(S;) = 1 fir i =
1,...,r und dS1 A ... ANdS,41 # {0}. Dann existieren p-unabhdingige ai,...,a, € F mit
FP(S;) = FP(a;). Weiter sei p-degp({ai,...,a,} U Sr11) = r+ £ € N und es gelte da-
bei FP(ay,...,a.)(Sr+1) = FP(a1,...,a.)(e1,...,ep) fir passende e1,...,e; € F. Dann ist
{>1 und

Annvp(dSi AL AdS, AdSy41) = {d:p ’ x € FP(ay,...,a.)" | Avp_1(F)
x

d dye
+ [yyll/\/\yi yl,...,yg6Fp(al,...,aT,el,...eg)\Fp(al,...,a,,)]/\un_g(F).

(c) Es sei S C F'\ FP eine nicht leere Teilmenge, p-degp(S) = k € N und es gelte FP(S) =
FP(ay,...,ax) fir passende ay,...,ar € F. Firr € {1,...,k} setzet =k —r+1. Dann ist

r d d
Ann v (/\ dS) = [;11/\/\;: Ylyoo oy Yt GFp(al,...,ak)*} Avp—(F).

Fir r > k ist Annvi(A" dS) = v, (F). Insbesondere ist also auch

d d
ﬂ/\.../\ﬂ yl,...,ykEFp(al,...,ak)*} Avp_(F).
Y1 Yk

Annvi(dS) = [
Dieses Theorem verallgemeinert die Aussagen aus [7] deutlich, da in dieser Arbeit lediglich
der v-Annullator der einelementigen Menge { %“11 A A %} bestimmt wurde. Dieses Ergebnis
finden wir also in Theorem 5.18(a) mit S; = {a;} firi =1,...,r wieder.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir uns noch einmal mit der in Lemma 5.15 beschrie-
benen Inklusion befassen. Dazu seien Si,...,S, C F'\ FP nicht leer mit p-degp(S;) = k; € N
und a;1, . .., ik, € F eine p-Basis von FP(S;). Eine Gleichheit in Lemma 5.15 wiirde nach Theo-
rem 5.18(c) dann also die Gleichheit der Mengen Ann v (dS1 A ... AdS;) und >°i_; Ann v (dS;)
bedeuten. Dies ist im Allgemeinen aber sogar fiir p-unabhéngige ai1,...,a1%,,..-,Gr1,. .., 0rk,
falsch. Um ein fiir diesen Fall passendes Gegenbeispiel zu konstruieren, bendtigen wir den fol-
genden Hilfssatz.

Lemma 5.19 (/6, Lem. 1.3]) Es sei F' ein Korper der Charakteristik zwei. Weiter seien die
Elemente a1, ...,a, € F 2-unabhdngig tiber F' und x € F*. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) l’%/\.../\%EI/n(F);

(b) p(x) € F*(at,...,an) 3:0# %1} F?a7'...a5 mite = (e1,...,6n).
e€cq0,1}™

Dieses Lemma lasst sich ohne Probleme auch auf Charakteristik p > 0 verallgemeinern, indem
man im Beweis in [6] jede 2 an passender Stelle durch ein p ersetzt. Da wir es aber lediglich
fir den Fall p = 2 verwenden werden, tiberlassen wir es dem Leser, sich von dieser Tatsache zu
iiberzeugen.

Beispiel 5.20 Wir wollen in diesem Beispiel zeigen, dass die in Lemma 5.15 beschriebene
Inklusion echt sein kann. Dazu betrachten wir den Koérper F' = Fy(a, b, ¢) der Charakteristik zwei
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mit Unbestimmten a, b, c. Damit ist insbesondere a, b, c eine 2-Basis von F. Nach Proposition
5.16 erhalten wir fiir n = 2 dann

(danQ'(F) + FdbAde) Nua(F)

d d d
= |5 |z e Py nm) + [T A T i € Flabo)\ Fla)]
T Y1 Y2
Wir werden nun zeigen, dass
d d
[yyl A % y1ys € F2(a,b,¢)\ FQ(G)} ¢ (da A QI (F)) Nwa(F) + (FdbAde) N va(F)
1 2

gilt, woraus wir dann sofort mit Theorem 5.16 wie gewiinscht

[dj u € F2(a)*} /\Vl(F)+|:

d d
RN 1,09 € F2(b,c)*] C (danQ'(F) + FdbAdc) Nus(F)
U1 V2
erhalten. Wahlen wir nun y; = b und y3 = ¢+ a. Dann ist
po e b de e (e Y de (o Yo db
Y1 Yo b c+a c+a cta/) a b

= A
b c +
Nehmen wir also an, dass x € (da AQY(F)) Nwa(F) + (FdbAdc) Nie(F) gilt. Da a,b, ¢ eine
2-Basis von F' ist (ohne Einschrdnkung mit Ordnung a < b < ¢), finden wir also eindeutige

A i, p € F mit

db de da db da dc

b b a c
und )\% A % € vy(F) sowie u‘% A % + p%a A % € vo(F). Aufgrund der Basiseigenschaften von
a,b,c folgt dann also - = A, 5 = p und p = 0 und damit ist insbesondere &%% A % €

vo(F'). Nach Lemma 5.19 ist dies aber genau dann der Fall, wenn «, 3,7 € F existieren mit

62

2 2 2
= a“b be.
c2+a2+c—|—a @b+ e+ y7be

Eine einfache Rechnung liefert dann

2 2

c=(Be)* + <c> c+ (c) a+ (v¢)* b+ b + oab + BPac + ~abe
c+a c+a

und da die Elemente a, b, ¢ 2-unabhéngig sind, folgt dann der Widerspruch - = 0 = 1. Dieses

Beispiel zeigt also, dass in Lemma 5.15 im Allgemeinen keine Gleichheit herrscht. Insbesondere

gilt also auch

Annvi(da) + Annvg(d{d, c}) & Annvi(da Ad{b, c})

was ein Gegenbeispiel zu einem additiven Verhalten der v-Annullatoren liefert.

5.3 Annullatoren in Milnor-K-Gruppen

Bevor wir uns im néchsten Abschnitt mit H-Annullatoren befassen werden, wollen wir noch
die bisherigen Ergebnisse mit Hilfe des Bloch-Kato-Gabber Theorems 4.3 auch auf die Theorie
der Milnor- K-Gruppen iibertragen. Dazu definieren wir zunéchst einen Annullator in &, (F') wie
folgt.
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KAPITEL 5. Annullatoren

Definition 5.21 Es sei U C k,(F) eine nicht leere Teilmenge. Dann definieren wir
Annkp(U) :={z € ku(F) | - u =0 € kpip(F) fir alle u € U}.

Das Produkt der Klassen zweier Symbole in &y, (F') und k, (F') sei dabei wie in Kapitel 4 definiert.
Sind S1,...,S, C F'\ FP nicht leere Teilmengen, so erhalten wir mit Theorem 4.3 sofort

ds ds
bR S N

Annvi(dSiA...AdS,) = Annvp ({

; . S SiESifiiI‘i_l,---aT}>
1 r
gAnnk%({m‘SiESi fﬁri:l,...,r})

Schreiben wir kurz {Si,...,S,} fiir die Menge { {s1,...,s.} | si € S;firi = 1,...,7}, so
iibertrigt sich Theorem 5.18 auf die Milnor- K-Gruppen wie folgt.

Theorem 5.22 Es sei F ein Korper mit FP~! = F.

(a) Es seien Si,...,Sy C F \ FP nicht leere Mengen mit p-degp(S;) = 1 fir i = 1,...,r,
{51,...,5} # {0} wund a1,...,a, € F passend mit FP(S;) = FP(a;). Dann sind die
ai, ..., a, p-unabhdngig und es gilt

Am kg ({51, 8.) = [{2} \ T € FP(ar,...,ap)" | b1 (F).

(b) Es seien Si,...,Sr+1 C F \ FP nicht leere Teilmengen mit p-degp(S;) = 1 fir i =
1,...,7 und {S1,...,Sr+1} # {0}. Dann existieren p-unabhingige ai,...,a, € F mit
FP(S;) = FP(a;). Weiter sei p-degp({a1,...,a,} US,41) = 7+ £ € N und es gelte da-
bei FP(ay,...,a,)(Sry1) = FP(a1,...,ar)(e1,...,ep) fir passende ey,...,e; € F. Dann ist
?>1 und

Am kg (181,80, 5rd) = [{o} ] v € FP(ar,...,a,)] k1 ()

+ [{yl,...,yg} ‘ Ylye s Yo EFp(al,...,ar,el,...,eg)\Fp(al,...,ar)} kn_o(F).

(c) Es sei S C F \ FP eine nicht leere Teilmenge, p-degp(S) = k € N und es sei FP(S) =
FP(ay,...,ax) fir passende ay,...,ar € F. Firr e {1,...,k} setzet =k —r+1. Dann ist

Ak (V) = [T ) | v oom € FPlar, . an)] - e ().

Fiir r > k ist Ann k% ({S}T) = k,(F'). Insbesondere ist also auch

Ak (T53) = [T o) e € FPan, - an)*] - kaci(F).

5.4 Annullatoren in H*!(F)

Im Gegensatz zu den Annullatoren aus den vorangegangenen Abschnitten sind H-Annullatoren
im Allgemeinen deutlich schwieriger zu bestimmen. Wir werden uns aus diesem Grund in diesem
Abschnitt darauf beschrianken, die Ergebnisse aus [7] von Korper der Charakteristik zwei auf
Korper beliebiger Charakteristik p > 0 zu verallgemeinern.

Wir wollen zusétzlich noch anmerken, dass selbst die elementaren Sdtze aus Abschnitt 5.1 fiir
H-Annullatoren nicht mehr giiltig sind und selbst die Annullatoren Ann H#(v) und Ann H}(\v)
fiir ein v € Q'(F) und ein A € F* nicht iibereinstimmen miissen.
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Proposition 5.23 Es sei x = %1 Ao A % € vp(F)\ {0} fir ai,...,a, € F*. Dann ist

Ann H¥ (x) = Ann HL(x) - v (F) + H?(F) A Ann vl (y).
F F P F

Beweis: Da die Inklusion (D) offensichtlich gilt, brauchen wir nur die Inklusion (C) zu beweisen.
Wegen der Voraussetzung daj A...Ada, # 0 sind die aq,...,a, p-unabhingig und wir kénnen
sie zu einer p-Basis B = {¢; | i € I} von F ergénzen. Weiter sei die Basis B dabei so angeordnet,
dass die ay,...,a, die kleinsten Elemente in B sind und zusétzlich a; < ... < a, gilt. Es sei
nun @ € Ann H (). Wie schon zuvor kénnen wir wie in Bemerkung 3.37 beschrieben ohne
Einschrankung | B| < co annehmen. In der Basis A} ist dann

w= Z xa mod (pQ”(F) + dQ”fl(F)) (5.4.1)

o<d Co

fiir z, € F mit maximalem Multiindex ¢ € ¥,, von w beziiglich der Basis B. Wegen w Ay =0 =
X Aw ist dann also

xhw =3, S A AL NS ¢ pontn(p) 4 aarT (F)

o<d ar Co

Wir unterscheiden nun die folgenden Félle:

Fall 1: imdN{ay,...,a,} # 9 .

. d :
Dann ist CL—“; Ao A d‘i’ A CC;(“)) = 0, das heif}t es ist 5(1) € Annvk(x) und damit folgt dann

desn,
AL S8w)

cs2) Cs(n)

d d d
x(;ﬁ _ 9% A 2 %(2)
Cs Cs5(1)

) € Annvp(x) AHp(F).

Die Behauptung folgt dann in diesem Fall durch Induktion iiber den maximalen Multiindex ¢
angewandt auf die Form w — $5d7? € QLs(F).

Fall 2: imdN{ay,...,a,} =@ .
Wir definieren 7 € ¥,,, als die Abbildung 7 = (¢(1),...,¢(r),d(1),...,d(n)), wobei ¢ € X, das

eindeutige kleinste Element in X, bezeichnet. Dann ist 7 der maximale Multiindex der Form
x Aw mit zugehorigem Koeflizienten x5. Nach Lemma 3.35 ist dann

r p—1 n p—1

2+ D> Mijal + 30> Mychy,

i=1j=1 k=1¢=1

mit z € F, M;; € FP(a1,...,a;-1) und My, € Fsq, fiir alle passenden Indizes. Setzen wir
diese Darstellung von x5 nun in Gleichung (5.4.1) ein und reduzieren die Gleichung modulo

PQ"(F) 4+ dQ"L(F) + Q25(F), so folgt mit p(2)5 € pQ"(F) 4+ dQ"~(F) dann

w_x(;% —ZZMUCL +ZZM;€gcé dc(s

G io1j=1 k=1 (=1
mod (an(FHdQn*l(FHQQé(F)). (5.4.2)
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KAPITEL 5. Annullatoren

Wir betrachten nun die beiden Summen der Gleichung (5.4.2) zunéchst einzeln. Fiir alle pas-

senden 1, j gilt (mit % meinen wir, dass dieser Slot in der beschrieben Form nicht auftaucht)

d da, M;; ;da da; da,
al My =2 n A :d((— Yt S A A A A a)
ai

a, j ai a; Qy
M.. 4da/ da'_ dM da' da/
S ey N s ] B 4 £ N N
Jj ai-1 Mi;  aiy ar
M;; :da da; da
—df ()G S A ASE A ASE ) = dty,
j ay a; ar

da wegen M;; € FP(ay,...,a;—1) die Elemente ay,...,a;—1, M;; dann p-abhéngig sind. Insge-
samt erfiillt der erste Summand in Gleichung (5.4.2) dann also

ZZMUQ o dar/\dc‘s_ZT:Zdtlj/\(ic‘S_d(Zthj/\dC(S) dor+n— I(F),

=1 7=1 =1 j5=1 ¢ =1 7=1 ¢

das heifit er liegt in Ann H}(x) A v (F).

Auf ganz dhnliche Weise werden wir nun zeigen, dass der zweite Summand in Gleichung (5.4.2)
in dQ"1(F) +Q"5(F) liegt. Fiir passende Indizes k, £ ist dann mit den selben Argumenten wie
oben

d desin M d des desen
ngcf;(k)c‘s(l)/\.../\Cé”:d((—l)’f“Mcg 65(1)/\.../\%/\.../\65()>

Cs(1) Cs(n) ¢ ) s Cs(k) Cs(n)
My, desqy N desr—1) A dMp, A des(rg) A A desin)
o a1 Cs(1) Cse—1)  Mpe  Cspra) Cs(n)

in der Menge dQ"~1(F)+ Q07 5(F') enthalten. Kombinieren wir nun diese Argumente, so erhalten
wir aus Gleichung (5.4.2) dann schlieflich

W=wo+v mitwye Ann Hp(x) Avy(F) und v € Q75 (F).
Die Behauptung folgt dann wieder mit Induktion iiber den maximalen Multiindex angewandt

auf die Form 7 = @ — @y € Ann H(y). O

Da wir den v-Annullator von %1 A A %’“ bereits in Abschnitt 5.2 bestimmt haben, bleibt

also noch der Annullator Ann H]{ﬂ(%l AR %) naher zu klassifizieren. Dazu verwenden wir
das folgende Lemma.

Lemma 5.24 FEs seien ay,...,a, € F p-unabhingig und e € FP(ay,...,a,)". Dann ist die Form
e%‘?/\.../\%” exakt.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt zunéchst fir v = (y1,...,%)
Z abal' .. a)r
0#~ETT

mit eindeutigen z, € F und der Menge 7" := {0, ...,p—1}. Fiir ein festes v € 77\ {0} definieren
wir dann die nicht leere Menge {j1,...,Js} := {j € {1,...,7} | 75 # 0} und damit setzen wir
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5.4. Annullatoren in Hg“(F)

{b1,...,br—s} :=={a1,...,a-} \ {aj,, ..., q;,}. Es folgt

rdal da,«
B N A
; db db,—
Y4 s— 1 r—s
= ()aba;* ") ldajl/\.../\dajs/\ﬁ/\.../\ b
db db,—
— DA . . 1 ’7]1 V2 Vis “o1 r—s
_d<(i1)x7(7ﬂ...fng) (a2 ) A Ad(a)) A A br_s>'

Also ist jeder Summand in > g\ cpr 75 Pal'. .a,?rd(% A CL—“T” exakt und damit dann auch die
Form edaal1 AP da“: selbst. g

Abschlieffend bestimmen wir nun den noch ausstehenden H-Annullator der Form % A A daa: .

Theorem 5.25 FEs sez’xz%/\.../\% € vp(F)\ {0} fir ai,...,a, € F*. Dann ist

Amn H(x) = {e € F/p(F) | e € FP(ar,...,a,)'} = {e € F/p(F) | e € Dp({an,...,a,)}) }.
und damit dann

Ann HE (x) = {e € F/p(F) |e € FP(ay,...,a,)'} - vo(F)

+ H(F)A {yy\y e Fray,. .. a)*|.

Beweis: Offensichtlich reicht es aus, die erste Behauptung zu beweisen. Die Darstellung des
Annullators Ann H l’ﬁ“(x) folgt dann sofort aus der ersten Behauptung, zusammen mit Theorem
5.23, Theorem 5.18 und der Tatsache, dass Annvp(x) = {92 |z € FP(ai,...,a,)} gilt.

Die Inklusion (D) ergibt sich sofort aus Lemma 5.24. Zeigen wir also die umgekehrte Inklusion.
Es sei dazu @ € Ann Hj() mit

da da
e—L AL T e o (F) + dQ " Y(F).
a1
Wir ergénzen die Elemente a1, ..., a, wieder zu einer p-Basis B = {¢; | ¢ € I} von F und ordnen
B so an, dass a1, . . ., a, die kleinsten Elemente in B sind und zusétzlich a; < ... < a, gilt. Damit

ist % AN % der Basisvektor in Az mit kleinst moglichem Multiindex ¢. Es folgt also

da da
e—1 AL r
ai

€ O (F) + A (F) + Q7 (F)

und wir kénnen Lemma 3.35 anwenden. Dadurch erhalten wir eine Darstellung

r p—1 )
Z) + Z Z Mijag

i=1j=1

mit passenden M;; € F(ai,...,a;—1). Um die Behauptung zu beweisen zeigen wir nun, dass
Yo Z?;% M;;al € FP(ay,...,a;)" gilt. Dazu schreiben wir jedes M;; mit 7' = {0,...,p — 1}
als
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KAPITEL 5. Annullatoren

Kombinieren wir nun diese Darstellungen, so folgt

r p—1 r p—1 () ()

P P Vi)t i)i—1 7 0 0
DD Myal =323 > e al Malady, . a)
i=1j5=1 i=1j=1~;eTi—1

und dabei sind die Tupel ((vi)1,---, (7i)i-1,7,0,...,0) stets paarweise verschieden und ungleich
Null. Also liegt der obige Ausdruck in FP(aq,...,a,) und die Behauptung ist gezeigt. U
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Kapitel 6

Rein inseparable
Korpererweiterungen

In diesem Kapitel wollen wir uns nun mit den 2-Kernen, den v-Kernen und den H-Kernen
rein inseparabler Korpererweiterungen befassen und diese weitestgehend klassifizieren. Dabei
wurde ein Teil des Abschnitts 6.1 und ein Grofteil des Abschnittes 6.3 bereits bei der Zeitschrift
nJournal of Algebra® unter dem Titel ,, The behavior of differential, quadratic and bilinear forms
under purely inseparable field extensions“ zur Verdffentlichung eingereicht (Stand 7. November
2017).

6.1 Q"(F) und v,(F) unter rein inseparablen Erweiterungen

Wie wir bereits in Kapitel 3 gesehen haben, ist der (2-Kern einer einfachen rein inseparablen
Erweiterung E = F(”v/b) mit b € F\ F? und m € N gegeben durch Q*(E/F) = db A Q" 1(F).
Wir wollen diesen Kern nun auf modulare rein inseparable Erweiterungen verallgemeinern und
nutzen dazu die folgenden Notationen.

Definition 6.1 Es sei B = {¢; | i € I} eine p-Basis von F. Fiir ein s € N seien i1,...,i5s € ]
die kleinsten Elemente in I mit Ordnung i; < ... < 5. Dann definieren wir

Yn<si={oc e, |imon{i,...,is} #9} ={o €3, | o(1) <is};
Ynss i ={c €, |imonN{i,...,is} =0} ={c €%, |o(l) > i}

Damit gilt dann ¥,, = ¥,, <;U%, - und fiir jede Form w € Q" (F) finden wir eindeutige Formen
W<, Wss € Q"(F) mit w = w<s + wss, wobei in der Basisdarstellung von w<, beztiglich B jeder
Summand von mindestens einer der Formen d¢; , ..., dc;, geteilt wird und in der Basisdarstel-
lung von ws beziiglich B kein Summand von einer der Formen dc¢;,, . .., dc;, geteilt wird. Wenn
klar ist welches n € N gemeint ist, schreiben wir auch kurz ¥<¢ und X-,.

Proposition 6.2 Es sei E = F( "V, pm(/E)/F eine rein inseparable Korpererweiterung
mit p-unabhdngigen b1,...,b, € F und mq,...,m, € N. Dann ist
QUE/F) =Y db; AQ" Y F) =Y Q"F(""Vb;)/F) = Ann Qp(dby A ... Adb,).
i=1

i=1
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KAPITEL 6. Rein inseparable Kérpererweiterungen

Beweis: Offensichtlich reicht es aus, die erste Gleichheit zu beweisen. Die Gleichheit zum An-
nullator folgt dann sofort aus Proposition 5.7 und der Tatsache, dass die by, ..., b, p-unabhéngig
sind.

Zunéchst ist wegen b; € EP fiir i = 1,...,r offensichtlich (db;),; = 0 und damit ist die erste
Inklusion trivialerweise erfiillt.

Kommen wir nun zur umgekehrten Inklusion. Da die by, ..., b, p-unabhéngig sind, kénnen wir
sie zu einer p-Basis B = {¢; | i € I} von F ergénzen. Dabei sei die Basis B so angeordnet, dass
bi,...,b,. die kleinsten Elemente in B sind und zusétzlich b; < ... < b, gilt. Nach Korollar 3.5
erhalten wir dann eine p-Basis von E durch Bg := (B\{b1,...,b,}) U{?"Vb1,..., ""V/b,}. Es
sei nun w € Q"(E/F). Nutzen wir die Bezeichnungen aus Definition 6.1, so finden wir passende
Ty, Yr € F mit

dey de,
w = To— Tr—. 6.1.1
DR p 611
UGEST T€E>7-
Da aber jede Form dcﬁ mit o0 € ¥<, von mindestens einer der Formen dby, ..., db, geteilt wird

und diese tiber ¥ der Nullform entsprechen, erhalten wir also

d
0=wg =0+ Z Tr CT.

T€2>7‘ CT

Dabei sind die Formen dCT mit 7 € ¥, Teil der Basis A\, von Q"(E) und damit insbesondere
linear unabhéngig tiber E Es folgt also y, = 0 fiir alle 7 € ¥+, und dies eingesetzt in Gleichung
(6.1.1) liefert dann

= xadc" D ch" S db A0 (F).

O’EE<T Co U€Z<T =1

O

Offensichtlich ist dieser Kern also unabhéngig von den Werten my, ..., m,. Dies ist nicht iiberra-
schend, da Hoffmann in [25, Th. 5.2] ein &hnliches Resultat fiir bilineare Formen erhélt und wir
nach Katos Isomorphismus 3.19 bereits wissen, dass Differentialformen und bilineare Formen in
Zusammenhang stehen.

Nutzen wir nun noch die Ergebnisse aus Kapitel 5, so erhalten wir mit Proposition 5.16 sofort
das folgende Korollar.

Korollar 6.3 Es sei E = F(?"V/by,..., ""\/b,)/F eine rein inseparable Korpererweiterung mit
p-unabhdngigen by, ...,b. € F und my,...,m, € F. Dann ist

vn(E/F) = Annvp(dby A. .. Adby).
Gilt zusdtzlich noch F = FP~1, so ist

vu(B/F) = |2

\ z € FP(by,....b)" | Avm1(F).

Insbesondere ist also v, (E/F) = v1(E/F) Avp_1(F).
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6.1. Q"(F) und v, (F') unter rein inseparablen Erweiterungen

Damit sind die Q-Kerne und die v-Kerne (im Falle von FP~! = F) fiir endliche modulare
rein inseparable Erweiterungen vollstindig bestimmt. Als néchsten Schritt wollen wir nun diese
Ergebnisse auch auf moglicherweise unendliche modulare Erweiterungen verallgemeinern. Dies
geschieht im folgenden Theorem.

Theorem 6.4 FEs sei E = F(B; | j € J) eine rein inseparable Erweiterung von F. Wir setzen
ej = exp(f3;/F) und b; = B} ' firj € J. Ist {b; | j € J} p-unabhingig iber F, so ist Q"(E/F)
additiv erzeugt von den Formen

dbj Au , mitj € J undue€ Q" H(F).
Gilt zusdtzlich noch F = FP~Y so ist v,(E/F) additiv erzeugt von den Formen

d
;x/\x, mit x € FP(bj | j € J)* und x € vp—1(F).

Beweis: Zunéchst ist klar, dass analog zum Beweis von Proposition 6.2 wegen b; € EP stets
(dbj)e = 0 fiir alle j € J gilt. Es sei nun w € Q"(F/F). Um die Relation wg = 0 zu beschreiben,
werden nur endlich viele Elemente in F benétigt, welche wiederum nur endlich viele Elemente
in {$; | j € J} verwenden. Es existiert also bereits eine endliche Teilmenge 7" C J mit E' =
F(Bi |t €T)und wg = 0. Mit der Proposition 6.2 folgt dann die erste Behauptung und aus
Korollar 6.3 ergibt sich die zweite Behauptung. O

Eine vollstindige Klassifikation der {2-Kerne und dann auch der v-Kerne fiir beliebige rein
inseparable Erweiterungen scheint sehr schwierig zu sein. Mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 5
sind wir allerdings in der Lage, den 2-Kern und den v-Kern des folgenden Falles zu bestimmen.

Theorem 6.5 Es seien by,...,b, € F p-unabhdngig und b € FP(by,...,b.)\ FP. Weiter seien
m,my,...,m, € Nmitm <my,...,m, und E=F(?"Vby,..., ""V/by, "\/b).

(a) Egistiert ein t > m mitb e FP (by,...,b.), soist E = F(?"V/by,..., ""V/by) und die Kerne
Q"(E/F) und v, (E/F) sind bekannt aus Proposition 6.2 und Korollar 6.3.

(b) Angenommen die Bedingung in (a) gilt nicht. Ist t € N mazimal mit b € F*' (by,...,b,) und
1 <t <m, so schreibe mit T = {0,...,p' —1}" dann b= > :Uftblf ... bl und setze
= (i1 yernyir)ET
S=A{z;|i1€T, z; #0}. Dann gilt
Q"E/F) =Ann Qp(dby A...Adb. AdS) und v(E/F) = Annvg(dby A...Adb, AdS).
Ist also p-degp({b1,...,b,} US) =1+ und FP(by,...,b,)(S) = FP(by,...,b)(e1,...,€p)
fiir passende e1,...,ep € F, so ist £ > 1 und
QUE/F) =Y db; AQ" N (F) +der A... Adeg ANQ"H(F).
i=1

Gilt zusditzlich noch F = FP~1, so folgt

vn(E/F) = [‘f |ze F”(bl,...,br)*] Avm1(F)

d d
+ [yyl/\/\yyé Yiy-os Yo € FP(b1, ... bryer, ... ep) \ FP(by...,bp) | Avp—o(F).
1 l
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KAPITEL 6. Rein inseparable Kérpererweiterungen

Beweis: Beginnen wir mit dem Fall in (a). Dazu sei ¢t > m mit b € F?'(b,...,b,) und fiir
t_ s .

T ={0,...,p" = 1}" schreiben wir b = 3,_;, ; yer @} by ... by . Eine einfache Rechnung zeigt

unter Verwendung von m < myq,...,m, und t —m > 0 dann

Vo= X T (VE) (V)T e POV, ).

i=(1,....ir)ET

Es ist also
E=F(""Vby,..., "Vb,)(" F(""Vbr, ..., V)
und die Kerne dieser Erweiterung sind bekannt aus Proposition 6.2 und Korollar 6.3.

Betrachten wir nun also den Fall (b). Zunéchst ist klar, dass ein maximales ¢ € Nmit 1 <¢ <m
und b € Fpt(bl,...,br) existiert, da nach Voraussetzung b € FP(by,...,b,) gilt. Wir zeigen
zunéchst, dass dby A...Adb, AdS # {0} gilt und nehmen dazu dby A...Adb, AdS = {0} an.
Da die by, ..., b, p-unabhéngig tiber F' sind, muss dann also .S C FP(by,...,b,) gelten. Fiir jedes
x; € S mit ¢ € T finden wir dann also passende z;; € F' und eine Darstellung

_ P11 j
XT; = Z Zijbl bff
3=(g1sesGir)E{0,.c,p—1}7
Setzen wir dies in die Darstellung von b ein, so erhalten wir

b= > b= Y ST T bt e FP (b, by

i=(i1,..yir ) ET i=(i1,...,ir)€T j€{0,....p—1}"
und damit einen Widerspruch zur Maximalitdt von ¢. Also ist dby A...Adb, AdS # {0} und
damit insbesondere ¢ > 1.

Kommen wir nun zu der Gleichheit Q"(E/F) = Ann Q% (dby A...Adb, AdS) und beginnen
mit der Inklusion (D). Nach Proposition 5.14 reicht es nun zu tiiberpriifen, dass die Formen
dby,...,db,. und dey A...Adep liber E der jeweiligen Nullform entsprechen. Fiir die Formen
dby,...,db, ist dies wegen by,...,b. € EP sofort klar. Weiter ist wegen t < m < mq,...,m,
dann auch p\t/l;, p\t/ﬂ, ce % € EP und iber E folgt

S -a (W) () ) - 8 () (4 e

(il,...,ir)ET (ila"-vir)ET

Wegen z; € S € SU{by,...,b.} C FP(by,...,by,e1,...,¢er) finden wir dann fir jedes z; € S
passende A\, iig € F' mit

r l
do; =Y Nipdbp + Y piig deg.
k=1 =1

Insgesamt erhalten wir also iiber E wegen (db;)g = ... = (db,)g = 0 dann

0= X () () s X 3 (VR () e

(11,8 )ET k=1 (i1,--rsir) €T g=1

¢ t i1 ¢ ir
=S X (%/E) (Pﬁ) iq | deg. (6.1.2)
g=1 \(i1,....ir)ET
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6.1. Q"(F) und v, (F') unter rein inseparablen Erweiterungen

Wir zeigen nun, dass dabei mindestens eines der p;, verschieden von Null ist. Nehmen wir dazu
an, dass pi, = 0 fiir alle ¢ € T'und ¢ € {1,...,¢} gilt. Dann folgt dz; € spp(db,...,db,),
das heift es ist z; € FP(by,...,b,) fur alle z; € S. Dies ist aber ein Widerspruch zum Beginn
des Beweises, wo wir bereits gezeigt haben das db; A... A db, AdS # {0} und damit dann auch
S ¢ FP(by,...,by) gilt. Also ist mindestens eines der p;, verschieden von Null. Nun sind die
Elemente (”\’E/E)Zl (%)“ fir (i1,...,4.) € T wegen der p-Unabhéngigkeit der by, ...,b,
Teil einer F-Basis des Korpers F'( "o, pm{/a). Aus der Tatsache, dass mindestens eines
der p;q # 0 ist, folgt dann ebenfalls, dass einer der Koeffizienten ;o ( %)“ ¢ \t/a)“ Lig
verschieden von Null ist. Damit sind die Formen deq,...,de, iiber E linear abhéingig und aus
Lemma 3.10 erhalten wir dann (dej A...Adey)p = 0, womit die erste Inklusion gezeigt ist.

mi

Kommen wir nun zur umgekehrten Inklusion. Dazu setzen wir M = F(?"'\/by,. .., P b,) und
definieren die Menge U = X§:1{0a ...,p™ — 1}. Offensichtlich gilt dann E = M("Vb) =

M( ™" V/Bo) mit by = 3/b = Yerxi( R/07)" ... (R/B)" € M. Dabei ist by € M \ MP, denn
angenommen es gilt by € MP, dann erhalten wir mit v = (uq,...,u,) € U und passenden z, € F
aus der Darstellung

o (S o () ()Y < S (V) (R

uelU uclU

t
eingesetzt in die Relation b, = b dann

D S E G T (A C Tn g

uelU

Ein Koeffizientenvergleich beziiglich der F-Basis ( *"v/b1)"" ... (*"V/b,)"" mit u € U des Kérpers
M liefert dann b € FP'" (b1,...,by) und wir erhalten einen Widerspruch zur Maximalitat von
t. Also ist by € M \ MP, damit insbesondere auch [E : M] = p™~* und nach Proposition 6.2
folgt Q"(E/M) = AnnQ%},(dby). Es sei nun w € Q"(E/F). Dann ist also wy € Ann Q7 (dby),
das heifit es gilt was A dbg = 0. Wie schon im Beweis der ersten Inklusion berechnet ist wegen
t<m<my,...,m, dann

oszAdboszAd(zxi (ﬁ)(ﬁ?)) S (U)o (B)” o A
i€l i€l
(6.1.3)

Nutzen wir nun die Zerlegung des Raumes Q" (M) wie sie in Lemma 3.23 beschrieben ist, so
erhalten wir wegen t < m < my,...,m, aus Gleichung (6.1.3) dann

wy ANdx; =0 firalleieT.
Da nun aber z; € F ist, folgt dann
wAdz; € QY(M/F) % Ann Qb (dby A ... Adb,) fiir alle i € T.

Schliefllich gilt damit also wAdz; Adby A...Adb, = 0 fiir alle ¢ € T, was dquivalent ist zu
w e Ann Q% (dby A ... Adb, AdS).

Alle weiteren Behauptungen ergeben sich dann aus Proposition 5.14 und aus Theorem 5.18. [J
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KAPITEL 6. Rein inseparable Kérpererweiterungen

Mit Theorem 6.5 sind wir also in der Lage, den -Kern und den v-Kern (im Fall FP~! = F) jeder
rein inseparablen Erweiterung der Form F( *"\/by, *"¥/bs) mit by, by € F\ FP und my,ms € N
zu beschreiben, da die Voraussetzungen aus Theorem 6.5 trivialerweise fiir p-degp({b1,b2}) =1
stets erfiillt sind. Es zeigt sich ebenfalls, dass fiir Erweiterungen F(? /by, ..., *"+/b,)/F mit
bi,...,bp € F\FPund mq,...,m, € N eine mogliche p-Abhangigkeit der by, ..., b, eine massive
Auswirkung auf den Q-Kern und den v-Kern der Erweiterung hat. Wir werden spéter noch
sehen, dass diese Eigenschaft bei H-Kernen rein inseparabler Erweiterungen nicht vorliegt.
Diese Auswirkung wollen wir mit dem folgenden Beispiel noch einmal verdeutlichen.

Beispiel 6.6 Fiir p = 2 betrachten wir den Korper F' = Fa(a,b,c) mit Unbestimmten a,b,c
und der Koérpererweiterung E = F(/c, va2c + b2)/F. In [43] wird gezeigt, dass diese Art von
Erweiterung in Charakteristik zwei die vom Koérpergrad kleinst moégliche nicht modulare Er-
weiterung beschreibt, das heiBt es existiert keine Darstellung E = F( 2"V/by, 2"V/ba, *"V/b3) mit
passenden mj, mg, m3 € N und 2-unabhéngigen b1, be, b3 € F' oder weniger Erzeugenden (mehr
Erzeugende sind wegen [E : F] = 8 nicht moglich). Wenden wir nun Theorem 6.5 auf diese
Situation an, so erhalten wir als Q-Kern der Erweiterung E//F dann

QYE/F) =dcAQ" Y (F) +dandbA Q" 2(F).
Eine einfache Rechnung zeigt allerdings

de A Q"N (F) + d(a?e + b2) AQ"TH(F) = deAQ"TH(F) S Q" (B/F).

Es stellt sich die Frage, ob fiir moglicherweise nicht modulare rein inseparable Erweiterungen
E = F(""by,..., ""V/b,) mit by,...,b, € F\ FP und my,...,m, € N die nicht mit weniger
algebraischen Erzeugenden geschrieben werden kénnen (man nennt diese dann r-fache Erwei-
terungen), stets Mengen Sy, ..., S, C F existieren, sodass Q"(E/F) = Ann Q% (dS1 A ... AdS;)
gilt. Wie diese S;, abhéngig von den by, ...,b, und den mq,...,m, dann zu wahlen sind, lasst

sich durch die bisherigen Resultate allerdings nicht sagen.
FEtwas losgelost von der bisherigen Thematik, aber mit dhnlichen Methoden wollen wir diesen

Abschnitt nun mit einer alternativen Berechnung eines bereits bekannten Q2-Kerns abschlieflen.

Proposition 6.7 Es sei S/F eine separable Erweiterung, b € S\ S? und K = S(*\/b) fiir ein
m € N. Weiter sei [S: F| =s € N und S = F(9) fir ein primitives Element 9 € S. Schreiben
wir b = Zf;é Vi f; fiir passende fo, ..., fs—1 € F, so ist

QO"K/F)=Am Q%(d{fo,..., fs—1}) und v (K/F)= Annvg(d{fo,..., fs—1}).

Ist also p-degp({fo,..., fs—1}) = k und FP(fo,..., fs—1) = FP(a1,...,ar) fir passende Ele-
mente a1,...,a € F, so ist

QYK/F) =day A ... Adai AQVF(F)
und gilt zusdtzlich noch F = FP~1 so ist

d d
va(KJF) = | S A NS | g, g € FP(ay, . ap)* | A v (F).
I T
Beweis: Ohne Einschrankung kénnen wir ¢ € SP und m = 1 annehmen, denn fiir ein w € Q"(F)
ist offensichtlich

m

we QN K/F) < ws € QY(S("V)/S) B wg € Q*(S(V/b)/S) & w € O (FW)(Vb)/F).
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Beginnen wir damit zu zeigen, dass (daj A ... Adag)x = 0 gilt. Zunéchst ist wegen b € KP und
¥ € SP offensichtlich

0= (db)K = <§ 191 dfz> = (Sil 191 (i )\ij daj) )
i=0 K i=0 J=1 K

fir passende \;; € F. Da nicht f; € SP fiir alle ¢ = 0,...,s — 1 gelten kann (sonst ist b € SP),
ist mindestens eines der df; # 0 und damit ist auch mindestens ein \;; # 0, denn die \;; sind
eindeutig aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der day,...,day iiber S. Wir erhalten also

k s—1
0= Z < 191)\U> daj .
7j=1 \i=0 K

Da die Potenzen 9°,...,9°! ebenfalls iiber F linear unabhéngig sind, ist also mindestens eine
der Summen Zf;ol ¥¥\;; verschieden von Null und somit sind die day,...,day iiber K linear
abhéngig, woraus wir mit Lemma 3.10 sofort (daj A...Adag)x = 0 erhalten.

Kommen wir nun zu der umgekehrten Inklusion und wéhlen dazu w € Q"(K/F). Wegen wg €
Q"(S(¥/b)/S) = Ann Q%(db) erhalten wir wAdb = 0 iiber S. Da wir ¥ € SP gewihlt haben,
folgt analog zur ersten Inklusion wieder db = Zf;& V' df;, woraus wir dann

s—1
wAdb=> JwAdf;=0 (6.1.4)
=0

erhalten. Nach Lemma 3.21 ist nun Q"(S) = @—; ¥'Q"(F), das heiBt aus Gleichung (6.1.4)
erhalten wir wAdf; =0 fiir ¢ =0,...,s — 1 und die Behauptung ist gezeigt.

Der v-Kern der Erweiterung ergibt sich dann durch Schneiden des 2-Kerns mit v, (F). O

Es stellt sich nun die Frage, ob sich das Ergebnis aus Proposition 6.7, zumindest fiir iber .S p-
unabhangige by, ...,b, € S, mit b; = Zf;& V' fi; fiir passende f;; € F auf die Kérpererweiterung
K = S(}/by,...,}/b.)/F verallgemeinern lisst. Eine einfache Rechnung zeigt zunichst, dass
stets

Ann Q7% (d{fm, . ,f(s,m} A A d{fOT, o f(s,l)r}) c Q"(K/F) (6.1.5)

gilt. Mit dem folgende Beispiel werden wir nun zeigen, dass die in (6.1.5) beschriebene Inklusion
allerdings echt sein kann.

Beispiel 6.8 Wir betrachten fiir p = 2 den Koérper F' = Fa(a, b, c,e) mit Variablen a, b, c,e.
Insbesondere ist B = {a, b, c,e} eine 2-Basis von F' mit Anordnung a < b < ¢ < e. Weiter sei
¥ = p (1) und S = F(9). In S wihlen wir dann die Elemente g; = a¥ + b und gy = ¢ + b
und zeigen, dass diese iiber S 2-unabhingig sind. Zunichst ist klar, dass g1,g2 € S\ S? gilt.
Angenommen es ist go € S%(g1). Dann finden wir also a, 8 € S mit go = a® + 3%g;. Schreiben
wir nun o = a9 + ag und 8 = 519 + B2 mit aq, as, B1, B2 € F, so erhalten wir also

cd+b=(of + f3a+ Bib)I + (of + a3 + Bia + b+ B3b).

Ein simpler Koeffizientenvergleich liefert dann den Widerspruch ¢ € F?(a,b) und damit sind
g1, g2 2-unabhéngig tiber S.
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Wir betrachten nun den Kérper K = S(,/g1,/92) und nehmen an, dass in (6.1.5) Gleichheit
gilt und damit also
Ann Q% (d{a,b} Ad{c,b}) = Q"(K/F)

folgt. Wie schon zuvor in Beispiel 5.13 gilt fir n = 2 mit 7" = {a, b, ¢} dann
Ann Q3.(d{a,b} Ad{c,b}) = Ann Q% (AT AdT) = FdaAdb+ FdaAde+ FdbAde.

In K gilt nun 0 = dg; = Y da + db sowie 0 = dgo = ¥dc + db wegen dv = d(¥? + 1) = 0.
Kombiniert erhalten wir dann also in K die Relation da = dec. Betrachten wir nun die Form
w = da Ade+dcAde in der eindeutigen Basisdarstellung beziiglich B, so erhalten wir in K also
wig = daAde +daAde = 0 und damit insbesondere w € Q?(K/F). Allerdings ist wegen der
eindeutigen Basisdarstellung beziiglich B dann w € F da Adb+ F da Adc+ F db A de, womit wir

Ann Q% (d{a, b} Ad{c,b}) G Q*(K/F)
gezeigt haben.

Bemerkung 6.9 In Proposition 3.25 haben wir bereits gesehen, dass fiir inseparable einfache
Korpererweiterungen F(0)/F der Q-Kern dieser Erweiterung gegeben ist durch den Annullator
Ann Q% (dC(g)), wobei C(g) die Menge der von Null verschiedenen Koeffizienten des Minimal-
polynoms g € F[X] von © iiber F' bezeichnet. Ist also p-degr(C(g)) =t € Nund ey, ..., e eine
p-Basis von FP(C(g)), so ist also Q*(F(©)/F) =dey A...Ade; ANQ"H(F).

Nun kénnen wir die in Proposition 6.7 beschriebene Korpererweiterung ebenfalls als einfache
inseparable Erweiterung erzeugt von « auffassen und dementsprechend miissen beide Beschrei-
bungen des Kerns iibereinstimmen. Ist also in den Notationen aus Proposition 6.7 das Minimal-
polynom von « iiber F' gegeben durch h € F[X], so folgt insbesondere also FP(fy,..., fs—1) =
FP(C(h)).

6.2 k,(F) unter rein inseparablen Erweiterungen

Wie zuvor in Kapitel 5 kénnen wir auch hier die bewiesenen Ergebnisse aus Abschnitt 6.1 mit
Hilfe des Bloch-Kato-Gabber Theorems 4.3 auf die Milnor- K-Gruppen k, (F') iibertragen. Ohne
weitere Beweise erhalten wir also die folgenden Resultate.

Theorem 6.10 Es sei E = F(f; | j € J) eine rein inseparable Erweiterung von F. Wir setzen
ej = exp(f;/F) und bj = (% ! firj € J. Gilt FP~Y = F und ist {b; | j € J} p-unabhingig iber
F, so ist

kn(B/F) = |{a} | € FP(b; | 5 € J)"] - kua(F).

Insbesondere gilt also ky(E/F) = ki(E/F) - kn—1(F) und ist J = {j1,...,jr} endlich, so ist
kn(B/F) = Ak ({by,- b5 ).

Theorem 6.11 Es seien by,...,b, € F p-unabhingig und b € FP(by,...,b,)\ FP. Weiter seien
m,my,...,m, € Nmitm <mq,...,m, und E=F(""Vby,..., ""/by, "V/D).

(a) Existiert eint > m mith € Fpt(bl, b)), s0ist E=F(*"/by,..., ?""V/b,) und die Gruppe
kn(E/F) wird mittels Theorem 6.10 beschrieben.
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6.3. H)"!(F) unter rein inseparablen Erweiterungen

(b) Angenommen die Bedingung in (a) gilt nicht. Ist t € N mazimal mit b € F*' (by,...,b,) und

1 <t <m, so schreibe mit T = {0,...,p' —1}" dann b = » ZA ) Tﬂvftb? ... bl und setze
1=(21,...,20) €
S={z;|1€T, z; #0}. Dann gilt

kn(E/F) = Ann k% ({bl, b S}) :

Ist also p-degp({b1,...,b,} US) =r+ € und FP(by,...,b.)(S) = FP(by,...,b)(e1,...,e€p)
fiir passende e1, . ..,e; € F, sowie FP~' = F, dann ist £ > 1 und es gilt

kn(E/F) = [{2} | @ € FP(by, .. b)) - Bt (F)
[t ) [y € PP brsen, o) \ FP(b, b)) | - o).

Als letzte Aussage wollen wir nun noch Proposition 6.7 fiir Milnor- K-Gruppen formulieren und
erhalten dadurch die folgende Aussage.

Proposition 6.12 Es sei S/F eine separable Erweiterung, b € S\ S und K = S("V/b) fiir ein
m € N. Weiter sei [S: F] =s € N und S = F(9) fir ein primitives Element 9 € S. Schreiben
wir b = Zf;& 9 f; fiir passende fo,. .., fs—1 € F, so ist

k"(K/F)zAnnkg({m | i=0,...,s—1, fﬁéo}).

Ist zusitzlich FP~1 = F, sowie p-degp({fo,..., fs—1}) =k und a1, ...,a; € F eine p-Basis von
FP(fo,..., fs—1), dann ist

kn(K/F) = [{o1,ae} | @1, mp € FP(ar, . ap)" | e k(F)

6.3 Hg“(F ) unter rein inseparablen Erweiterungen

In diesem Kapitel wollen wir den H-Kern rein inseparabler Erweiterungen untersuchen und
dabei vollstindig klassifizieren. Da wir im Gegensatz zu den meisten anderen Veroffentlichungen
in diesem Themengebiet in Charakteristik p arbeiten und uns nicht auf p = 2 beschrénken,
werden wir zunédchst damit beginnen, einige der bekannten Resultate auf den Fall beliebiger
Charakteristik p > 0 zu verallgemeinern. Dazu starten wir mit einfachen rein inseparablen
Erweiterungen vom Exponent eins, also den kleinst moglichen Erweiterungen dieser Art.

Proposition 6.13 Es sei b € F und E = F(V/b). Dann ist

H'WHE/F) =dbAQ1(F) = bdQ"1(F).

Beweis: Beginnen wir mit der ersten Gleichheit. Fiir b € FP folgt sofort £ = F und damit
HJMYE/F) = {0} = dbA Q" 1(F). Wir kénnen also b € F'\ FP voraussetzen.

Da b € EP ist, gilt iiber E dann offensichtlich (db)r = 0 und damit ist die erste Inklusion klar.

Kommen wir nun zur umgekehrten Inklusion. Dazu sei = ¥/b. Wegen b € F \ FP koénnen wir
b zu einer p-Basis B = {¢; | i € I} von F erweitern. Dabei sei b das kleinste Element in B
und nach Korollar 3.5 erhalten wir dann durch Bg = (B\{b}) U {3} eine p-Basis von E. Ohne
Einschrénkung sei zusétzlich 3 > ¢; fiir alle ¢; € B\{b}. Es sei nun @ € HJ*'(E/F). Wegen
wg = 0 finden wir v € Q*(E) und v € Q" }(E) mit wg = p(u) + dv. In der Basis B schreiben
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KAPITEL 6. Rein inseparable Kérpererweiterungen

wir nun w = )y wa% mit passenden w, € F' und wie in Definition 6.1 beschrieben finden
n o

wir dann eine eindeutige Zerlegung

Da wir den Q-Kern dieser Erweiterung bereits in Proposition 6.2 bestimmt haben, wissen wir,
dass in dieser Zerlegung genau der erste Summand iiber FE trivial wird. Aus diesem Grund setzen
wir ohne Einschrankung voraus, dass in der Darstellung w =} 5 wgdc% kein Summand von
der Form db geteilt wird, das heifit, dass alle auftretenden ¢ mit w, # 0 bereits in ¥+ liegen.
Unter dieser Annahme ist die eindeutige Darstellung von w beziiglich B ebenfalls die eindeutige
Darstellung von wg beziiglich Bg. Zusitzlich kénnen wir wegen Bemerkung 3.37 annehmen,
dass die p-Basen B und Bpg endlich sind. Es sei nun v der maximale Multiindex der Form u
beziiglich der Basis Br und ¢ der maximale Multiindex der Form wg beziiglich der Basis Bg.

Dann ist

de, d
w = ngi und w = Zugﬁ.
o< Co e<~vy Ce
Angenommen es ist § < . Dann folgt
dC’Y n—1 n
0= p(u,)~ " mod ("1 (B) + QL (E))
gl

und wir kénnen Lemma 3.17 anwenden und erhalten damit passende a;; € E* und u<,, € Q% (E)
mit

de da; da;
Uy— = Y —EALLA— Uy
C'y . . ail 7
(7417”-7'511) "

dey

. . _ dey / : ! n i -
Schreiben wir nun u = u, o T Uy mit u, € Q2. (F) und ersetzen dabei den ersten Sum

manden, so erhalten wir p(u) = p(u_., + u<,). Auf diese Weise konnen wir den maximalen
Multiindex von u senken bis § > v gilt.

Betrachten wir nun also eben diesen Fall, es sei also § > ~. Dann ist

de de _
= olus) b mod (AQ"H(E) + 0Ly(E))

ws

woraus wir dann (ws — p(u(g))dc—? € dQ"1(E) 4+ Q2 s(F) erhalten. Nach Lemma 3.34 finden wir
dann M;; € E<§(i) =FEP(ceBg|c< Cg(i)) mit

n p—1 ]

ws — p(ué) = Z Z Mmcg(l)

i=1j=1

Da die Form w tiber F' definiert ist, sind c5(1), ..., C50,) € £ und wegen EP C F' gilt ebenfalls
M;; € F fur alle passenden 1, j. Insgesamt erhalten wir also > ;' Z?;i Mijcg(i) € F'. Damit
muss dann auch p(us) € F gelten, woraus wir mit Lemma A.5 dann auch us € F' erhalten.
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Zusammen folgt also

1

d05 g ; d05(1) des(n)
(ws — Ml A
Z;; B0 e o)
n p—1 ~
—ZZ< ( D=Ll Cé(I)A...Acé()A...Acé()>
i—1j=1 J Cs(1) C5(i) Cs(n)
M;; . dc degii— dM,;; dcgg; desip,
R e
J C5(1) csii-1) Mg i) C5(n)
=dt mod QZ;(F), (6.3.1)
mit ¢ = >0 Yh ! d(( )Z—H@Cﬁ(i) ii‘z(ll)) A A —ii‘s(i;) A A %‘i:;)) Dabei ist wegen M;; € F
dann auch t € Q" 1(F). Gleichung (6.3.1) liefert also
/ dc§ n

Schreiben wir nun w = w; dc; + wes mit wes € Q5(F) und ersetzen den ersten Summanden
mit Hilfe von Gleichung (6.3.2), so erhalten wir

des de
W= wé?g T wes = @(Ué)cij +dt + W' +wes.

Es ist also @ = W' +w<s € H)PH(F). Da offensichtlich w' + w5 € Q%s(F) gilt, kénnen wir
also auf diese Weise den maximalen Multiindex von w senken, ohne die Klasse in H;]“(F) zu
verdndern. Wiederholen wir nun diesen Schritt und senken ebenfalls den maximalen Multiindex
von u falls moglich, so erhalten wir nach endlich vielen Schritten dann wg = 0. Da wir w bereits

frei von Formen der Art db gewahlt haben, muss dann also w = 0 gelten, woraus wir schlielich
HIHY(E/F) € dbAQ —1(F) erhalten.

Die zweite Beschreibung des Kerns erhalten wir sofort aus der Relation dbAuw = bd(—u) fiir
alle b € F und u € Q" 1(F). O

Dieses Resultat werden wir nun auf beliebige endliche rein inseparable Erweiterungen von Ex-
ponent eins verallgemeinern. Wir wollen dabei mit Hinblick auf die spéateren Resultate diese
Aussage bewusst auch fiir moglicherweise p-abhéngige Elemente b1, . .., b, formulieren.

Proposition 6.14 Es seien by,...,b, € F und E = F(\/by,...,3/b,). Dann ist

H;H_I(E/F) = zr:dbl/\gnfl(F) = Zr:bl danl(F)
=1 =

Beweis: Analog zum Beweis von Proposition 6.13 ist wegen b; € EP fir ¢ = 1,...,r die
Inklusion Y>j_; db; AQ"~1(F) C H}""(E/F) sofort klar.

Die umgekehrte Inklusion zeigen wir mittels Induktion iiber r, wobei der Fall » = 1 bereits in
Proposition 6.13 diskutiert wurde. Es sei also nun r > 1 und wir setzen M = F({/b;). Nehmen
wir zunéchst an, dass die Elemente b1, ..., b, p-unabhéngig {iber F' sind. Dann kénnen wir diese
zu einer p-Basis B = {¢; | ¢ € I} von F erginzen und dabei sei B so angeordnet, dass die
b1,...,b, die kleinsten Elemente in B sind und zusétzlich by < ... < b, gilt. Wie auch schon
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im Beweis zuvor ist dann By = (B\{b1}) U {/b1} eine p-Basis von M. Zusitzlich gelte wieder
Vb1 > cfiir alle ¢ € B\{b1}. Es sei nun @ € H)*'(E/F) und ohne Einschrinkung seien dann B
und damit auch Bj; endlich nach Bemerkung 3.37. Wie im Beweis zuvor nehmen wir an, dass
in der Basisdarstellung von w beziiglich B kein Summand von der Form db; geteilt wird. Dann

ist war € HYPHW(E/M), E = M(}/by,...,%/b,) und nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir

,
wyr = p(u) +dv + Z db; A x; (6.3.3)

=2
mit passenden u € Q"(M) und v, x,..., 2, € Q"1 (M). Es sei nun § der maximale Multiindex

in Gleichung (6.3.3) beziiglich der Basis Bjy.

Angenommen es ist 6 € Ys,. Schreiben wir w und « in der Basis Bjs, so erhalten wir w =

de _ de :
Yoo wor und u = Do Us o= Dann ist

d d d d
w(;ﬁ =p <u(506) +dv=p (u(gcé> 159 mod O2s5(M), (6.3.4)
Cs Cs Cs Cs
mit dv —tdc% =o' € Q%5(M). Angenommen es ist cs(,,) = 3/b1. Dann folgt offensichtlich ws = 0,
da w iiber F definiert ist und wir erhalten

de _ "
p(ufg)c—; € Q" (M) + Q7 5(M).

Nach Lemma 3.17 finden wir dann passende a;; € F™* und v’ € Q25(M) mit

de da; da;
U544§:: 2: AN/
Cs . . (7% in
(31 5e-ein)

Setzen wir dies in die Zerlegung u = u(gdc% +u” mit u” € Q7 5(M) ein, so folgt p(u) = p(u' +u")
mit v’ +u” € Q%s(M). Wir konnen also den maximalen Multiindex von « (und damit auch den
von dv) wiederholt senken und somit annehmen, dass sowohl bei w als auch bei v und dv in
ihrer Basisdarstellung beziiglich Bys kein Summand von der Form d(%/b1) geteilt wird und wir
kénnen insgesamt also cs(,) 7 3/b1 annehmen.

Als néchstes zeigen wir, dass v € Q"7 1(F) gilt. Setzen wir 8 = %/b1, so ist nach Lemma 3.23
zunachst v = Zf:_ol Biv; + Zf:_ol Bivi AdB mit v; € QHF), v) € Q"2(F). Wenden wir nun
den Operator d an, so erhalten wir

p—1

p—1 p—1
dv=> B'dv;+ Y i(-1)""'B o AdB+ > B duj AdB.
=0 i=1 =0

Da wir bereits gezeigt haben, dass kein Summand von dv von der Form df geteilt wird, erhalten
wir dann also

p—1 p—1 p—1

0= i(=)" ' o+ > B dv) = B vy + > BT ((— 1) v+ dvf_y)
i=1 i=0 i=1

woraus wir dvj,_; = 0 und v; = d((=1)""1i"'w]_)) € dQ""3(F) fiir i = 1,...,p — 1 erhalten.

i
Eingesetzt in dv liefert dies dann

p—1 p—1
dv=dvg+ Y A dv; = dug + Y A (d((~1)" 1ty ) ) = dup.
=1 =1
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Wir kénnen also ohne Einschrinkung v € Q"~!(F) und damit auch tdc—?, v € Q"(F) vorausset-
zen.

Aus Gleichung (6.3.4) erhalten wir dann wegen ws,t € F' auch p(us) € F' und mit Lemma A.5
folgt dann us € F'. Ersetzen wir nun den ersten Summanden in w = w(;dc—? +w' mit W' € Q%5(F)
mittels Gleichung (6.3.4), so erhalten wir

des

w:w(;——i—w'

Cs
d d
_ 0 (uécé> ypdes
cs cs

=p (Ué(i%) +dv—0v +
Cs
=w' —v" mod (pQ”(F) + dQ”_l(F))

mit w’ — v € QLs(F). Iterieren wir diese Argumentation, so erhalten wir nach endlich vielen
Wiederholungen eine iiber F' definierte Form w” mit @ = w” € H*'(M), wobei der maximale
Multiindex e von w” beztiglich By, die Bedingung ¢ € X<, erfiillt. Wir finden also Formen
29,..., 2 € Q"I(F), sodass iiber M dann @ — Y 7_,db; Az =0 € H}"' (M) gilt. Nach Propo-
sition 6.13 existiert dann schlielich eine weitere Form z; € Q"~1(F) mit

w:dbl/\zlJerbi/\zi € dbi/\anl(F).

i=2
Befassen wir uns nun noch mit dem Fall p-abhéngiger Elemente by, ...,b,., das heifit es ist
p-deg({b1,...,b,}) = s < r. Dann existieren paarweise verschiedene (1, ...,0s € {1,...,r} mit

F(Y/by,..., b)) = F(R/be,, ..., %/be,) und die Elemente by,,. .., by, sind dabei p-unabhingig.
Wenden wir dann den ersten Teil des Beweises an, so erhalten wir

H'YE/F) = Z dby, NQVL(F) = Z db; AQm—1(F),

k=1 i=1
wobei die zweite Gleichheit wegen dby,...,db, € spp(dby,,...,dbs,) gilt, was wir sofort aus
bi,...,br € FP(by,,...,by,) erhalten.
Die zweite Darstellung des Kerns ergibt sich analog wie im Beweis von Proposition 6.13. U

Bevor wir uns nun mit dem H-Kern endlicher rein inseparabler Erweiterungen mit beliebi-
gem Exponent befassen kénnen, bendtigen wir noch eine Reihe von Hilfsaussagen, die dann im
spateren Verlauf im Hauptbeweis verwendet werden und diesen vereinfachen.

Lemma 6.15 Es seiv € Q" Y(F), by,...,b, € F und ki, ..., k. € N. Dann ist

- T
ook dv =3 by (kb BT ).
j=1
Beweis: Offensichtlich kénnen wir ohne Einschrankung b1, ...,b, € F* voraussetzen. Wir be-
weisen die Aussage mit Induktion tber r, dazu sei zunédchst » = 1. Fur &y = 1 ist nichts zu

zeigen. Es sei nun k; > 2 und k := k;. Dann gilt

0=d(bv) =P do+ktFTdbAv  mod (pQ"(F)+dQ"N(F)),
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sowie
0="kd(b(t""'v)) = kbd (b5 10) + kdb A Mv) mod (pO"(F) +d" ().
Setzen wir nun diese beiden Ausdriicke gleich, so erhalten wir wegen k € F, C FP dann wie
behauptet b* dv = bd(k’bk_lv) mod (pQ"(F) +dQ"L(F)).
Es sei also nun r > 2. Dann folgt
ot b dv = —d (b bf) A
= bt d (b5 b ) Av— B b d (B ) A

= —d (b ) A (b)) — (o) A (05 bfro)

= b2 bfrd (b o) 4 b d(b5 . bE)  mod (pQ7(F) 4+ dQ"TH(F)) .
Anwenden der Induktionsvoraussetzung liefert dann die Behauptung. O

Lemma 6.16 Es seien v € Q" Y(F), by,...,b. € F, k1,...,k, € Ng und t € Ng. Weiter seien
firi=1,...,rund j =1,...,t dann q;; € Ng mit 0 < g¢;; < plound k; = ij mod p?. Dann
existieren stets Formen w;,u; € Q" 1(F) mit

t ) T
oL bR ()T = 3700 b8 (dwp) P+ 3 bidu; mod (pQ”(F) + dQ”—l(F)) .
j=1 i=1

Beweis: Wir beweisen die Aussagen mittels Induktion iiber ¢, wobei der Fall ¢ = 0 bereits in
Lemma 6.15 diskutiert wurde. Es sei also nun ¢ > 1. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen,
dass by, ..., b, € F* gilt und es mindestens ein j € {1,...,r} gibt mit k; > p’, da wir ansonsten
wt = v und alle weiteren w; sowie u; als Nullform wahlen kénnen und nichts zu zeigen wire.
Es sei also ohne Einschrinkung zunéichst k1 > pf. Wie bereits in Kapitel 3 beschrieben, ist die
Abbildung s, nur bis auf exakte Formen eindeutig. Nutzen wir dies aus, so folgt

L bk (do) ']
= bk by du)W

:b’flptbgl...b’:< (byv)P (b dbl) )

_ db P
=ph ptbgl...bfr< (bv) pt]i( BolPl A —1+dxt 1)
= bl b (d(blv) e

t—1 )
= b d (ki) (TR bffrv[pt]) Adby+ 3BT bk (d ()P
j*O

= B b d(bio) T by d (0L bErT) Zbkl Tk bk (d ()]

mod (pQ”(F) + dQ"il(F))
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fiir passende zq,...,z;_1 € Q" 1(F). Diese Rechnung kann nun fiir den Exponenten k; und
anschlieBend fiir die Exponenten ko, ..., k&, so oft wiederholt werden, bis diese kleiner als p
sind. Schreibt man dann die letzte Summe mittels der Induktionsvoraussetzung um, so folgt
die Behauptung durch die Tatsache, dass die ¢;; eindeutig sind und offensichtlich k; — p* = k;
mod p’ fiirallei =1,...,7 und j = 1,...,¢ ist. O

Lemma 6.17 Es seien k,t,q1,...,q € No und m € N mit max{1, p" ™ }|k. Firj=1,....t
gelte 0 < qj < p? und k = q; mod p’. Dann gilt auch max{1,p?~™1}|q;.

Beweis: Es sei zunédchst t < m. Dann ist j —m +1 <t —m+ 1 <0 und fiir die Teilbarkeits-
bedingung ist nichts zu zeigen.

Esseialsonunt > mund j € {1,...,t}. Dafiir j < m wieder nichts zu zeigen ist, sei also zusétz-
lich noch j > m, insbesondere also max{1,p?~"+1} = pi=™+1 Zunichst ist max{1,p!~""+1} =
pt=+l > 1, wir finden also ein £ € Ny mit k = £p!~™+!. Weiter existiert nach Voraussetzung
ein s; € Ng mit k — sjpj = ¢;. Kombinieren wir nun diese beide Aussagen, so erhalten wir

qj =k —s;p? = Lp™" T —sp? = pI T — syp™ ).

0

Wenden wir also das Lemma 6.17 auf die Situation in Lemma 6.16 an, so sehen wir, dass wenn
fiir feste m; € N die Bedingung max{1, p"~™T1}|k; erfiillt ist fiir ¢ = 1,...,r, dann ebenfalls
max{1, p/~"™it1}|g; fiir alle j = 1,...,¢ gilt. Diese Tatsache werden wir nun verwenden, um
die folgende Gruppe genauer zu untersuchen.

Definition 6.18 Es seien by,...,b, € F und my,...,m, € N mit m = max{m1,...,m,}. Wir
definieren Kg((b1,m1), ..., (by, m,)) als die Untergruppe von H)'*!(F), welche erzeugt ist durch
Formen

(i) bjdu, mitue Q"1 (F),i=1,...,r;

(ii) blf(t’l) c b (o)) mit v € QHF), t =1,...,m—1und 0 < k(t,i) < p' mit
max{1, p" =Mt k(t,4) firi =1,...,7.

Man beachte dabei, dass fiir n = 0 wegen dQ~1(F) = {0} dann Kg((by,m1),..., (b, m;)) = {0}

fiir alle passenden by, ...,b. € F und my,...,m, € N gilt.
Das Ziel ist es nun zu zeigen, dass die Gruppe Kg((b1,m1),. .., (by,m;)) genau dem H-Kern der
Erweiterung F( ?"\/by, ..., *"v/b,)/F entspricht. Dazu wollen wir im folgenden Lemma zunichst

einige wichtige Eigenschaften der Gruppe Kg((b1,m1),. .., (br,m;)) festhalten.

Lemma 6.19 FEs seien (by,m1),...,(by,m,) € F x N.

(a) Fir alle m € &, ist Kr((b1,m1), ..., (br,my)) = Kr((br(1), M), - - -5 (br(r)s Men(r))-

(b) Existiert ein j € {1,...,r} mit bj =0 oder mit b; € FP und m; =1, so ist
Kr((b1,m1),...,(by,mp)) = Kp((bi,m1),...,(bj—1,mj—1), (bj+1,mjs1),- .., (br,m;)).

(c) Fiir jedes j € {1,...,r} gilt

,CF((bl, mi)y ..., (br,m,n)) =Kr((b1,m1),..., (b?,mj + 1), RN (br,mr)).
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Beweis: Die Definition von Kr((by,m1),..., (by,m,)) liefert sofort die Behauptung aus (a).
Beweisen wir nun die Aussage (b). Dazu reicht es den Fall j = 1 zu betrachten. Ist b; = 0, so
sieht man die Behauptung direkt an der Definition der Gruppe Kz ((b1,m1),..., (b, m;)). Es
sei also nun b € FP und my = 1. Fiir Erzeuger von Typ (i) gilt dann by du = d(byju) = 0 fir
jede Form u € Q"1 (F). Weiter muss fiir t € {1,...,max{mi,...,m,} — 1} der Exponent von
by fiir Erzeuger von Typ (ii) offensichtlich stets Null sein um die Bedingung max{1,p’} | k(¢,1)
sowie 0 < k(t,1) < p' zu erfiillen. Demnach taucht der Faktor by in keinem der Erzeuger vom
Typ (ii) auf und es folgt die Behauptung in (b).

Kommen wir nun zur Aussage (c¢) und wéhlen dabei ohne Einschrankung by, ...,b, € F* sowie
7 = 1. Wir zeigen nun also die Gleichheit

Ky :=Kpr((t],m1 +1),(ba,mp),...,(br,my)) = Kp((b1,m1),..., (b, m;)) =: Ka.

Dazu setzen wir m := max{my, ..., m;}, m’ := max{mq +1,ma, ..., m,} und fiir den gesamten
Beweis sei stets v € Q" 1(F).

Wir beginnen mit der Inklusion K1 C Ko und werden zeigen, dass jeder Erzeuger von K1 in Ko
liegt. Starten wir dazu mit einem Erzeuger vom Typ (i). Firi = 2,...,r ist b; dv € Ky sicherlich
erfiillt. Weiter ist ebenfalls ¥} dv = d(bv) = 0 € Ko. Betrachten wir also nun einen Erzeuger

vom Typ (ii) gegeben durch (bﬁ’)k(t’l)bg(t’m L b (do)?l mit 1 <t <m’ und 0 < k(t,9) < p'
mit max{1,p!~™iT1} | k(¢,4) fiir i = 2,...,r sowie max{1,p"""™} | k(t,1) und 0 < k(t,1) < p’.
Wir unterscheiden nun zwei Falle.

Fall 1: t = m (das heifit es ist m’ = m + 1 und m = my).

Da p™ als Exponent der Form dv als Erzeuger in K nicht erlaubt ist, reduzieren wir ihn
wie folgt. Wegen max{1,p™ ™1} | k(m,q) fiir i = 2,...,7 und m > m; gilt p | k(m,i) fiir
i=2,...,r. Esist also k(m,i) = pl(m, 1) fir passende ¢(m,i) € Ng. Mit Lemma 3.14 folgt dann

o by ) = ’ o by ) ey 6.3.5
bzlyk(ml) bk(mr) d [p™] blf(ml)bg(mQ) bﬁ(mr) d [pm—1]

Wenden wir nun Lemma 6.16 auf Gleichung (6.3.5) an, so finden wir Formen w;,u; € Q" 1(F)
firi=1,...;,rund j=1,...,m — 1 mit

oy Do ) (qu)l T = 3T pODRA 00 (w4 ST B du,  (6.3.6)
j=1 i=1

wobei 0 < q(j,4) < p’ fiir alle passenden 4, j und k(m, 1) = ¢(j, 1) mod p’, sowie £(m, i) = q(j,1)
mod pJ firi=2,...,7und j =1,...,m — 1 gilt. Wir werden nun zeigen, dass die rechte Seite
in Gleichung (6.3.6) nur aus Erzeugern der Gruppe K2 besteht, was fiir die Formen der zwei-
ten Summe offensichtlich erfiillt ist. Betrachten wir nun also die Formen der ersten Summe.
Fiir m = 1 ist dabei nichts zu zeigen, es sei also nun m > 1. Um zu zeigen, dass jede Form
der ersten Summe der rechten Seite in Gleichung (6.3.6) ein Erzeuger in Ky ist, miissen wir
die notigen Bedingungen der jeweiligen Exponenten iiberpriifen. Zunéchst ist 1 < m —1 < m
sicherlich erfiillt und nach Konstruktion gilt 0 < ¢(j,i) < p’ fiir alle passenden i,j. Weiter
ist wegen m = mq stets max{1,p/~™ !} = 1 fiir j = 1,...,m — 1 und die Teilbarkeitsbe-
dingung gilt trivialerweise. Da fiir ¢ = 2,...,r nach Voraussetzung max{1, pm_mi+1}|p€(m,i)
gilt, folgt also max{1,p(™~D="+11|¢(m, i) und die Anwendung von Lemma 6.17 liefert dann
max{1, p/ ="t} q(j,4) fir j =1,...,m — 1.
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Fall 2: ¢ <m.
Wenden wir in diesem Fall direkt Lemma 6.16 auf den Erzeuger b]fk(t’l)bg(t’2) b (dv)[pt]

an, so finden wir wie eben Formen wj,u; € Q"7 1(F) fir i = 1,...,7 und j = 1,...,¢ mit
t . . B - r
D ) (o) = ST BV b0 (dwp) P ST by dug, (6.3.7)
j=1 i=1

wobei 0 < ¢(j,i) < p7 fiir alle passenden 7,5 und k(t,7) = q(j,i) mod p7 fiir i = 2,...,r, sowie
pk(t,1) = q(j,1) mod p7 fiir j = 1,...,¢ gilt. Wir werden nun erneut zeigen, dass jede auf
der rechten Seite von Gleichung (6.3.7) auftretende Form ein Erzeuger in /Cy ist, wobei diese
Aussage fiir die Formen der zweiten Summe offensichtlich wahr ist. Betrachten wir also wieder
die Formen der ersten Summe. Zunéchst gilt 1 < ¢ < m nach Voraussetzung dieses Falles und
nach Konstruktion ist 0 < ¢(j,7) < p’ fiir alle passenden 4, j. Da fiir i = 2,...,r ebenfalls nach
Voraussetzung max{1, p"~™T1}|k(t, ) gilt, folgt mit Lemma 6.17 sofort max{1, p/=™iT1}|q(j, 1)
fiir alle j = 1,...,¢. Betrachten wir nun noch die Exponenten von by. Da max{1, p"~™ }|k(¢,1)
gegeben ist, folgt max{l,pt_m1+1}|pk(t, 1). Durch eine Anwendung von Lemma 6.17 erhalten
wir dann max{1, p/ =™ %1}|g(4,1) fiir alle j = 1,...,¢ und die Inklusion K; C Kj ist bewiesen.
Zeigen wir nun also die Inklusion Ko C Ki. Dazu iiberpriifen wir wie schon in der ersten
Inklusion, dass jeder Erzeuger von Ky auch in Iy liegt. Beginnen wir wieder mit den Erzeugern
vom Typ (i). Fiir i = 2,...,r ist offensichtlich b;dv € K; und wegen m’ > 2 gilt ebenfalls
by dv = b(dv)lP) € k1. Es sei nun ein Erzeuger von Typ (ii) in Ko gegeben durch

b]f(tvl) . b”:(tﬂ") (d'l})[pt} (638)

mit ¢ € {1,...,m — 1} und 0 < k(t,4) < p* mit max{1,p'~™ 1} | k(t,i) fiir i = 1,...,r. Auch
hier unterscheiden wir wieder zwei Falle.

Fall 1: p | k(¢,1).

In diesem Fall finden wir ein ¢(¢,1) € Nog mit k(t,1) = pl(t, 1). Damit kénnen wir den Erzeuger
aus Gleichung (6.3.8) umschreiben zu

(B) 1 pEE2) k) ()]

und zeigen nun, dass diese Form ein Erzeuger vom Typ (ii) in K; ist, indem wir die notwendigen
Bedingungen an die jeweiligen Exponenten nachpriifen. Zunéchst gilt 1 < ¢t < m < m/ und fir
i = 2,...,r erfilllen die Exponenten der b; die nétigen Bedingungen nach Wahl der k(¢,7). Es
bleibt also der Exponent von b zu iiberpriifen. Zunéchst gilt sicherlich 0 < £(¢,4) < k(¢,i) < p’.
Priifen wir also nun noch, ob die Teilbarkeitsbedingung max{1,p'~"™} | £(t, 1) erfiillt ist, wobei
fir my > t nicht zu zeigen ist. Fir m; < ¢ gilt nach Voraussetzung an k(t,1) dann k(¢,1) =
p!=™1Fln(t, 1) fiir ein passendes n(t,1) € Ng. Dann ist also £(¢,1) = p'~™n(t,1) und damit ist
(t,1) wie verlangt teilbar durch p!=™1.

Fall 2: p fk(t,1).
Wenden wir Lemma 3.14 auf den Erzeuger in Gleichung (6.3.8) an, so erhalten wir damit

R RO (o) = ()R ppk(E2) PRI () P (6.3.9)

Wir zeigen nun, dass die rechte Seite des neuen Ausdrucks ein Erzeuger vom Typ (ii) in K ist,
indem wir wieder die notwendigen Voraussetzungen an die jeweiligen Exponenten nachweisen.
Zunéachst gilt wegen p [ k(t,1) nach Definition der Gruppe Ko dann ¢ < mj und fiir den
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Exponenten von dv gilt 1 < t +1 < m; < m/ sowohl fiir den Fall m; = m, als auch fiir
den Fall m; < m. Fur ¢ = 2,...,r erhalten wir nach Wahl der Exponenten k(¢,i) sofort
0 < pk(t,i) < p'* und max{1, pt+)=m+11 | pk(t,4). Fiir den Exponenten von b gilt ebenfalls
0 < k(t,1) < p*! und max{1,pt+D—(m+D+11 — max {1 pt=™+1} | k(t,1) nach Wahl von
k(t,1). Damit ist dann auch die zweite Inklusion bewiesen. O

Bevor wir zeigen werden, dass die Gruppe Kg((b1, m1),. .., (by,m;)) fir (by,m1),..., (by,m;) €
F x N genau dem H-Kern der Erweiterung F(* /b1, ..., * +/b.)/F entspricht, ist es fiir den
Hauptbeweis dieses Abschnittes notig, eben diese Aussage an den bereits bekannten H-Kernen
aus den Propositionen 6.13 und 6.14 zu iiberpriifen. Dazu betrachten wir das folgende Lemma.

Lemma 6.20 Es seien by,...,b, € F und my,...,m, € N. Setze E = F(*"\/b1,..., *"/b,).

m;—1
(a) Ist [E : F] = p, so existiert ein j € {1,...,7} und ein ¢; € F\ FP mit b; = cf T fir
das dann E = F(x/¢j) gilt. Weiter gilt dann Kp((b1,m1),..., (b, m,)) = ¢; dQ""Y(F) =
H"(E/F).

(b) Ist exp(E/F) =1, so ist Kp((b,m1), ..., (by,m,)) = H}TY(E/F).

Beweis: Beginnen wir mit der Aussage (a) und setzen dazu I := Kr((b1,m1),..., (b, my)).
Wegen [E : F] # 1 muss es ein j € {1,...,r} mit b; ¢ FP ' geben. Gébe es ein k € {1,...,r}
mit b, € FP™ " fiir £ > 2, so erhielten wir [F(""%/bg) : F] > p?, was einen Widerspruch
zu [E : F| = p liefert. Also gilt b; € FP™ " fir alle i = 1,...,7 und es existiert ein j mit
bj € Fpmj_1 \Fpmj. Angenommen es existiert ein weiteres k € {1,...,r} mit £k # j und
b, € FP \ FP"*. Dann finden wir ¢j,cp € F\ FP mit c?mrl = b; und cimFl = b. Wéren
dabei die Elemente c¢;, ¢, p-unabhéngig iiber F', so wiirden wir [F( Pm{/b? , ""Y/bg) : F) = p?
erhalten, was ebenfalls einen Widerspruch zur Voraussetzung [E : F] = p liefert. Fiir jedes b;
mit ¢ =1,...,r gilt also eine der folgenden beiden Bedingungen.

mp—1

(i) by € FP™ "\ FP™ mit b; = cfmrl und ¢; € FP(cj);
(i) b; € FP™ das heifit es ist b; = cfmi fir ein ¢; € F.

Sortieren wir nun die Elemente b1,...,b, so um, dass j = 1 gilt, die Elemente by, ...,bs die
Bedingung (i) und die Elemente bgy1, ..., b, die Bedingung (ii) erfiillen, so erhalten wir offen-
sichtlich F = F(}/cy,...,}/cs) = F({/c1). Da nach Lemma 6.19 die Gruppe K invariant unter
Umsortierung der Indizes ist, bleibt also nur noch zu zeigen, dass K = ¢; dQ"~1(F) gilt. Zu-
néchst gilt nach Lemma 6.19 dann K = Kr((c1,1),...,(cs,1)) und in dieser Darstellung ist die
Inklusion ¢; dQ?~1(F) C K trivialerweise erfiillt. Kommen wir nun zur umgekehrten Inklusi-
on. Dazu zeigen wir, dass jeder Erzeuger in Kp((c1,1),...,(¢cs,1)) auch in ¢; dQ*1(F) liegt.
Dabei sei angemerkt, dass Kr((c1,1),..., (cs, 1)) lediglich von Erzeugern vom Typ (i) erzeugt
wird. Es sei v € Q" 1(F) und ¢ € {2,...,r}. Wegen ¢, € FP(c1) finden wir dann x4, € F fiir
k=0,...,p—1mit ¢, = Zi;é z}, cf. Damit ergibt sich dann

p—1 -
cpdv = Z cy d (2}, v) 6 L5 Z c1 d(kc ZL’EkU) =cd (Z kc’f_leg’kv) € ¢ dQ1(F).

k=1 k=1

Damit ist die zweite Inklusion gezeigt und die Aussage (a) bewiesen.
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Es sei nun exp(E/F) = 1. Ahnlich wie zuvor zeigt man, dass fiir i = 1,...,r dann b; € i

gelten muss, da es sonst einen Unterkérper von E gibe der Elemente vom Exponent 2 iiber
F' enthalten wurde. Also finden wir wieder ¢; € F mit b; = cf far ¢ = 1,...,r und damit

folgt dann £ = F({/cy, ..., ¥/c,) sowie K := Kp((b1,m1),..., (b, m;)) = ICF((cl, 1),....(¢c, 1))
nach Lemma 6.19(c). Aus der Definition der Gruppe K erhalten wir dann wie behauptet

m;—1

K = Ke((erD)o..orlen 1) = [@d | 1= 1coor, ve @vX(F) | = Y G0 1(F)

= Hy ™ (F({/er,... Yer) /F) = Hy P (E/F).
O

Nachdem wir nun diese beiden Falle abgedeckt haben, sind wir in der Lage, das Haupttheorem
dieses Abschnitts zu beweisen.

Theorem 6.21 Es seien by,...,b. € F und my,...,m, € N. Fir die rein inseparable Erweite-
rung E = F(*"\/b1,..., *"/b.) gilt dann

H;H(E/F) =Kp((b1,m1),...,(b,,m;)).
Beweis: Zunichst konnen wir wegen Lemma 6.19 ohne Einschriankung by, ...,b. € F* voraus-
setzen. Weiter setzen wir m = max{my,...,m,} und Kr = Kp((by,m1),..., (br,m;)).

Beginnen wir zunéchst damit zu zeigen, dass jeder Erzeuger von K in H;}H(E/F) liegt. Dies
ist fiir Erzeuger vom Typ (i) offensichtlich wegen by,...,b, € EP erfiillt. Fiir einen Erzeuger
vom Typ (ii) wéhlen wir t € {1,...,m — 1}, v € Q" Y F) und k(t,i) € Ng mit 0 < k(t,i) < p’
und max{1, p!="™ 1} | k(t,4) fiir i = 1,...,r. Nach diesen Voraussetzungen finden wir also fiir
i =1,...,r stets ein £(t,i) € Ng mit p™ik(t,i) = p!T1e(t,i). Mit ; := *"Vb; fir i = 1,...,7
folgt dann

oy D (o)) = g OMED gk ()]

. B(pt+1)€(t,1) o Bﬁp“q)é(t,r) (d’l})[pt}

— M

= (5{““” ... gPien) dv) v

S gpl(eD)  gee(e) gy,

g Ay ity

=0 mod (pQ"(E)+d0" "} (E)).

Dabei wird in Schritt (1) verwendet, dass der gesamte Ausdruck 5fe(t’1) e ,Bfg(t’r) in EP liegt.

Kommen wir nun zur umgekehrten Inklusion. Nehmen wir zunéchst an, es existiert ein j €

{1,...,7r} mit b; = c? fir ein ¢; € F. Ist dabei m; > 2, so gilt wie im vorherigen Be-
weis sowohl E = F(?"Vby,..., pmjf\l/cj,..., »"/b,) sowie nach Lemma 6.19(c) dann eben-
falls Kr = Kp((b1,m1),,... (c],m] —-1),.. (br,mr)) Ist zusétzlich noch m; = 1, so gilt
E:F(”\F,...,P’i/bf, m,..., V/b:) und wieder nach Lemma 6.19 folgt Kp =
Kr((bi,m1),,...,(bj—1,mj—1), (bj41,mj+1),- (br7 mr)) Wir kénnen also ohne Einschrénkung
bi,...,b, € F'\ FP voraussetzen. Schliellich nutzen wir Lemma 6.19 ein weiteres Mal, sodass
wir ohne Einschrankung auch my > ... > m, erhalten. Es sei nun [E : F] = ph far ein h € N.
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Der Fall h = 0 kann dabei nicht auftreten, da wir bereits by,...,b. € F\ FP gewahlt haben.
Wir zeigen die Behauptung nun mit Induktion iiber h, wobei der Fall A = 1 bereits in Lemma
6.20 diskutiert wurde. Es sei also h > 2. Der Fall m; = ... = m, = 1 wurde ebenfalls bereits in
Lemma 6.20 behandelt, sodass wir nun den Fall A~ > 2 und m = m; > 2 betrachten wollen. Um
die nachfolgenden Rechnungen zu vereinfachen fithren wir die folgenden Notationen ein.

Setze B :=by ... b, und fiir alle v = (v9,...,1,) € N6_1 sei BY = b5 -...-bYr. Auf der Menge
Ng_l werden wir im Folgenden stets die komponentenweise Addition und skalare Multiplikation
verwenden. Weiter definieren wir M := F (}/b;) C E womit wir dann

E:M(P’”VE,..., Pm%)

erhalten. Beachte dabei, dass einige der b; iiber M p-Potenzen sein kénnen, aber auf jeden Fall
wegen by € MP und by € F'\ FP dann [E : M] = ph~! gilt. Fiir t = 1,...,m — 1 setzen wir

Qi = {(ka, ..., k) €Ny 1| 0<Ek; <p'und max{1,p" ™ }|k; fiir j =2,...,7}.
Die Menge @Q: besteht also fiir ein festes t aus all den moglichen Exponenten der Elemente

ba, ..., b, als Erzeuger vom Typ (ii).

Es sei nun w € HJ™(E/F). Damit ist dann wi; € HyM(E/M) und wegen [E : M] = ph~?
erhalten wir aus der Induktionsvoraussetzung wegen m; = max{ms,...,m,} dann

wir = p(u +dv+Zb dx]—i—z > ZbB (dzger) P (6.3.10)
t=1 e€cQ¢ k=0

mit u € Q*(M) und v, z;, zte, € Q""1(M) fiir alle passenden Indizes j,t, ¢, k.

Da nach Voraussetzung b; € F'\ FP gilt, konnen wir b; zu einer p-Basis B von F' ergénzen und
erhalten dann eine p-Basis von M durch By = (B\{b1})U{3/b1}. Nutzen wir nun die Zerlegung
von 2" (M) wie sie in Lemma 3.23 beschrieben ist, so finden wir eindeutige Formen u; € Q"(F),
Vi, Tjiy 2eki € QVH(F) und w' € M d({/br) AQ™ 1( ), V@ 2y € M d(}/b1) AQ"2(F) mit

I
—

p

(p\/>) wi+u v = (%)ivi—i-v’,

||
M\

Tj = (%)Z%z + 93; y Rlek = (”\/E)l Zteki + Ziek-

T
_ O
ST
= o

Ik
=)

Wenden wir nun die additiven Abbildungen p,dund s, an, so erhalten wir

p—1 i p—1 i
= Z b’iugp] — (p b1) w+u" , dv= (W) dv; + 0",
i=0 i=0
p—l i + p—l . t—1 t
day = (V/00) deji+ 2 L (dze)?) = 3067 (o) P+ 2
i=0 1=0

mit passenden Formen u” € M d(3/b1) AQ"1(F) und v", 2", 2., € M d(Y/b1) AQ"2(F). Set-

) ]7
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zen wir dies in Gleichung (6.3.10) ein, so folgt dann

p—1 . p—1 .
EDD (bziugp] - (%)z ui + U") + ((W)Z dv; + v")
=0 =0
r p—1

—i—ZZ( ( )dxﬂ—kbx”)

7j=11:=0
pt—1p—1

+ Z Z Z Z (bkﬂpt 'ge dztskl)[p} +kaaztak:>

t=1 e€Q: k=0 i=0

Nutzen wir die Zerlegung des Raumes "(M) aus Lemma 3.23 ein weiteres Mal und verwenden,
dass die Form wyy liber F definiert ist, so erhalten wir durch einen Vergleich der Ausdriicke ins-
gesamt 2p verschiedene Gleichungen. Wir sind allerdings nur an diesen Ausdriicken interessiert,
die nicht von der von der Form d(%/b1) geteilt werden. Darum erhalten wir

wir = p(ug) + dvg + Z biu [p] + Z b; dxjo (6.3.11)
=1 7j=1
pt—1p—1

+ z 3 z S (B B (A )

t=1 e€Q: k=0 i=0

und firi=1,...,p—1

T
0= —U; + dUz‘ + Z bj d.%'ﬂ
j=1

Firi=1,...,p— 1 erhalten wir dann also
j=1

Dies setzen wir in Gleichung (6.3.11) ein und erhalten auf diese Weise nach einer Reduktion
modulo (pQ"(M) 4+ dQ"~!(M)) dann

Wy = Zb% (dv; UMZb dx30+ZZblbp daj;)P

=1 j5=1
tlpl

+ Z SO ST B dae) ) mod (p7(M) + 4 (M)

t=1 e€Q: k=0 i=0

Obwohl alle in dieser Gleichung auftauchenden Formen {iber F' definiert sind, ist die gesamte
Gleichung iber M definiert. Um sie auf den Korper F' zu reduzieren, miissen wir ein passendes
Element aus H} ™' (M/F) = by dQ% ! addieren. Wir finden also eine passende Form y € Q"1 (F)
mit

p—1 r

W_szl dv;)P +b1dy+Zb dajo + > > bibE(day)P

i=1j=1
pt—1p—1

+ Z S3 ST B (dza)”! mod (00" (F) + 4T (F)).

t=1 e€Q: k=0 i=0
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KAPITEL 6. Rein inseparable Kérpererweiterungen

Nutzen wir nun noch abschlieBend Lemma 6.16 um die Exponenten der Faktoren der letzten
beiden Summen zu reduzieren, so sehen wir, dass @ mit Erzeugern der Gruppe K dargestellt
werden kann und damit ist die Behauptung bewiesen. O

Der Beweis der obigen Aussage in dieser allgemeinen Form hat den Nachteil, dass nicht klar
wird, wie die Struktur der Erzeuger des H-Kerns der Erweiterung E = F( *"V/by,..., ”"v/b,)/F
zustande kommt. Diese Gestalt ergibt sich am deutlichsten, wenn man obigen Beweis fiir p-
unabhéngige b1, ...,b, € F umschreibt und die Induktion nicht iiber den Koérpergrad, sondern
iiber den Exponenten der Erweiterung durchfithrt. Wahlt man wieder mq > ... > m, mit my =
co.=mg > Mgy1 > ... M, und wendet man die Induktionsvoraussetzung auf die Erweiterung
E/F({/by,...,}/bs) an, so sieht man bei dhnlichen, aber deutlich komplizierten Rechnungen
wie im obigen Beweis, dass alle Exponenten der Faktoren bsy1,...,b, in den Erzeugern um eine
p-Potenz vergroBert werden. Die Exponenten der Faktoren der Erzeuger ergeben sich also durch
die Exponenten der verschiedenen Zwischenkérper der Erweiterung E/F.

Bemerkung 6.22 Wie im obigen Theorem sei £ = F(?"V/by,..., *"\/b;) mit by,...,b. € F
und myq,...,m, € N.

(a) Man beachte, dass das in Theorem 6.21 berechnete Erzeugendensystem des H-Kerns der
Erweiterung E/F unabhéngig von einer moglichen p-Abhéngigkeit der by, ..., b, ist. Je-
doch kann die Anzahl der Erzeuger vom Typ (i) fiir p-abhéngige b1, ...,b, wie folgt redu-
ziert werden. Ist p-degp({b1,...,b,}) = s und by,,...,bs, € {b1,...,b,} eine p-Basis von
FP(by,...,b,), so konnen die Erzeuger vom Typ (i) ersetzt werden durch die Formen

(i) by, du, j=1,...,5, ue Q" (F).

(b) Es seien nun by,...,b. € F'\ FP (dies ist bei jeder rein inseparablen Erweiterung ohne
Einschrankung moglich). Dann entspricht das Maximum max{mj, ..., m,} dem Exponenten
e = exp(E/F) der Erweiterung E/F. Ist etwa exp(E/F) = 1, so gibt es nach Definition
der Menge Kr((b1,m1),...,(by,m,)) keine Erzeuger vom Typ (ii). Wéahlen wir nun s €
{1,,...,e} und setzen dann s; := min{s,m;} fiir i = 1,...,r, so rechnet man leicht nach,
dass dann

F("Vb,..., " b)) ={z € E|exp(z/F) < s} = E<,
gilt. Damit folgt dann auch sofort
H;)H_I(ESS/F) = ’CF((bl, 81), PN (br, Sr)).

Die Erzeuger von H'*'(E<,/F) entsprechen also genau den Erzeugern von H)'*!(E/F) mit
der Einschrénkung, dass der Exponent der exakten Form fiir Erzeuger vom Typ (ii) maximal
s — 1 betragen darf. Jeder Schritt im Koérperturm F' C E<; C ... C E<. = E erhoht im
H-Kern der Erweiterung F/F also den maximalen Exponenten der exakten Formen der
Erzeuger von Typ (ii) um jeweils eine p-Potenz.

(c) Nicht alle moglichen Kombinationen der k(t,4) als Exponenten der Faktoren der Erzeuger
von Typ (ii) liefern verschiedene Formen. Betrachten wir dazu Erzeuger von Typ (ii), bei

denen alle Exponenten durch p teilbar sind. Ist blf(t’l) . bqlf &) (dv)[P'] ein Erzeuger vom Typ
(ii) mit passenden Exponenten und ¢ > 1 und gilt p | k(¢,4) fir i = 1,...,7, so finden wir
geeignete ((t,41) € No mit k(t,7) = pl(t,i) und damit erhalten wir

by b (o)) = b ) (do)le

wobei beide Formen zuléssige Erzeuger vom Typ (ii) sind.
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6.3. H)"!(F) unter rein inseparablen Erweiterungen

Kombinieren wir die Bemerkungen 6.22(c) mit Lemma 3.14, so erhalten wir sofort das folgende
Resultat.

Korollar 6.23 Es sei b e F\ FP und E = F(%/b) eine einfache rein inseparable Erweiterung
vom Fxponent e. Dann ist

HMY(E/F) = bdQ»—1(F) +Z S i (donL(F)P

t=1  1<j<pt
7,p teilerfremd

Das néchste Ziel ist es nun, das Theorem 6.21 auch auf beliebige rein inseparable Erweiterungen
zu verallgemeinern. Dazu das folgende Resultat.

Theorem 6.24 Es sei E/F eine rein inseparable Erweiterung gegeben durch E = F(B;|j€J)

mit passender Indexmenge J. Setze ej = exp(f;/F) und bj = Bp fir j e J. Ist G C J eine
endliche Teilmenge von J, so setzen wir e(G) := max{e, | g€ G} =exp(F(By | g € G)/F).
Dann ist der Kern HZ’}H(E/F) erzeugt durch die Formen

(i) bjdu , mit j € J, u € Q" HF);

(ii) (ngG b];(t’g)) (dv)[pt], mitv € Q" Y(F), einer endlichen Menge G C J,t=1,...,e(G)—1
und 0 < k(t,g) < p' mit max{1, p*=¢st1}|k(t,g) fir g € G.

Beweis: Zunéchst ergibt sich analog zum Beweis von Theorem 6.21, dass die in der Behauptung
beschriebenen Erzeuger in H'*!(E/F) liegen. Es sei also nun w € H*!(E/F). Da die Relation
wg = p(u) +dv mit u € Q*(E) und v € Q" }(E) nur eine endliche Anzahl von Elementen in E
verwendet und diese dann mit einer endlichen Anzahl von Elementen in {3; | j € J} zusammen
mit Elementen in F' beschrieben werden kénnen, existiert also eine endliche Teilmenge G C J, fiir
die dann @ € Hg*l (F(By | g € G)/F) gilt. Die Behauptung folgt dann sofort durch Anwendung
von Theorem 6.21 auf die endliche Erweiterung F'(5, | g € G)/F. O

Wir wollen dieses Kapitel nun damit abschlieen, eine weitere Darstellung der Erzeuger des
Kerns Hg“(E/F) fiir eine rein inseparable Korpererweiterung £ = F(*"\/by, ..., *"v/b,) mit
b1,...,b, € Fund mq,...,m, € N zu finden, welche dann kompatibel mit Katos Isomorphismus

3.19 ist. Dazu nennen wir einen Erzeuger vom Typ (ii) gegeben durch b]f(t’l) .. .b’f-(t’r) (dw)P'] mit
passenden k(¢,7) und ¢ > 1 vom Grad ¢, wenn er nicht mit Hilfe eines kleineren Wertes ¢ ge-
schrieben werden kann, das heifft wenn die Form in H£+1(E§t+1 /F') und nicht in Hg“ (E<¢/F)
liegt (siehe dazu Bemerkung 6.22(c)). Damit sind wir nun in der Lage, ein verdndertes Erzeu-
gendensystem des analysierten H-Kerns anzugeben.

Theorem 6.25 Es seien by,...,b. € F\F?, my,...,m, € Nund E = F(*""\/by,..., ""V/b.)/F
eine rein inseparable Erweiterung vom Exponent e = exp(E/F'). Dann ist H;‘H(E/F) erzeugt
durch die Formen

(i) bsds/\da2/\ /\%ﬁ , miti=1,...,r und s,as,...,a, € F*;

(ii) bk(“.. (”) tds/\d”/\ /\da” , mit s,as,...,a, € F*, t =1,...,e — 1 und fir
i=1,...,7r zst0<kz(t z) < pt mit max{l pl ml“} | k(t,17).
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KAPITEL 6. Rein inseparable Kérpererweiterungen

Insbesondere gilt fiir n > 1 dann also
HYYE/F) = H}(E/F) Avn_1(F).

Beweis: Offensichtlich liegen die Erzeuger vom Typ (i) in H. ”H(E /F). Fir Erzeuger von Typ

(ii) gegeben durch blf(t’l) T CO tds A da2 Ao A d“" mit passenden Werten k(¢,7) und ¢
finden wir nach Voraussetzung fiir Jedes i = 1 ,T stets ein 0(t,i) € No, sodass p™ik(t,i) =
ptﬂﬁ(t, i) gilt. Mit §; = »"/b; erhalten wir analog zum Beweis von Theorem 6.21 dann

b’f(t’l) o bf(tﬁ)sl’t% A @ A A %

s as an
= (B B”)HlsptﬁA@/\ p dan
" s a9 G
3.14 / ¢ AP ds da da,
= () A A A
d da,
= d(ﬁf(t’l)p L BEETPg A E AN ;)

=0 mod (pQ"(F)+dQ" "\ (F)),

Wir zeigen nun, dass sich jeder Erzeuger der Gruppe H;}“(E /F) aus Theorem 6.21 als Summe
der oben beschriebene Erzeuger schreiben lédsst. Dazu wéhlen wir zunachst einen Erzeuger vom
Typ (ii) gegeben durch bk(t Do k) (dv)[P"] mit passenden Werten k(t,i) € Ny fiir i =
I,...,rund t € {1,...,e — 1} sowie v € Q"7 1(F). Da der Raum dQ" !(F) additiv erzeugt
ist durch die Formen da1 A...Nda, mit aq,...,a, € F* und die Abbildungen s, und d beide
additiv sind, reicht es den Fall dv = da; A...Ada, zu betrachten. Wir erinnern noch einmal
daran, dass sich bei einem Basiswechsel das Bild einer Form unter s, durch eine exakte Form
andert. In Q"(F) erhalten wir dann also

(dag A.. . A dan)[pt}

( da1 dan> (']
=(a1...ap—N...N—2
al Qp,
[P~

= ((al . n) dal Ao A % + dxy_ 1)

ai (479

da da, [P
= (oo GEn A T2

mit passenden zg...,T;_1 € Q”_l(F ). Der letzte Umformungsschritt nutzte dabei wiederholt
die Tatsache, dass %x A % = d%y) A dy—y fiir alle x,y € F* gilt. Multiplizieren wir nun die obige
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6.4. Br,(F') unter rein inseparablen Erweiterungen

@ ke

Gleichung mit b’f , so erhalten wir

B0 (day A A day) )

= phD) | k() ((a1 . .an)ptw A2, da”)

(al . Gn) ag an,
t—1 ;
n Z bllf(t,l) . bﬁ(t,r) (dﬂ?j)[pj] mod <@QH(F) + danl(F)) .
§=0

Wenden wir nun Lemma 6.16 kombiniert mit Lemma 6.17 sowie Lemma 6.15 auf die einzelnen
Summanden der Summe E;;%) b]f(t’l) e bﬁ(t’r) (dxj)[p ’] an, kénnen wir nun jede dieser Formen
als Summe von Erzeugern von Grad kleiner oder gleich j, insbesondere also vom Grad echt
kleiner ¢ schreiben. Nutzen wir also eine Induktion iiber ¢ und ersetzen wir a; ... a, durch s, so
folgt die Behauptung fiir Erzeuger von Typ (ii). Eine analoge Rechnung fiir Erzeuger von Typ

(i) vervollsténdigt dann den Beweis. O

Eine Ubertragung dieser Darstellung des H-Kerns einer endlichen rein inseparablen Erweiterung
E/F auf moglicherweise unendliche rein inseparable Erweiterungen iiberlassen wir an dieser
Stelle dem Leser.

6.4 Br,(F) unter rein inseparablen Erweiterungen

Ahnlich wie schon zuvor kénnen wir mit Hilfe des Bloch-Kato Theorems 4.8 den in Abschnitt
6.3 beschriebenen H-Kern einer rein inseparablen Korpererweiterung auf den p-Torsionsteil der
Brauergruppe iibertragen. Wir erhalten also ohne weiteren Beweis das folgende Theorem.

Theorem 6.26 Es sei E/F eine rein inseparable Erweiterung gegeben durch E = F (5| j € J)

mit passender Indexmenge J. Setze ej = exp(f;/F) und bj = Bfey fiur g € J. Ist G C J eine
endliche Teilmenge von J, so setzen wir e(G) := max{e, | g € G} = exp(F(fy | g € G)/F).
Dann ist die Gruppe Br,(E/F') erzeugt durch die Brauerklassen der Symbolalgebren

(1) [sbj,s) , mit j € J und s € F*;

(ii) [s*' [ec bg(t’g), s), mit s € F*, einer endlichen Teilmenge G C J,t=1,...,e(G)—1 und
0 < k(t,g) < p' mit max{1,p'=¢T}|k(t, g) firg € G.
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Kapitel 7

Funktionenkorpererweiterungen von
p-Formen

Wie wir in Kapitel 6 gesehen haben, ldsst sich fiir p-unabhéngige Elemente by,...,b. € F
sowie ganze Zahlen my, ..., m, € N der Q-Kern Q"(F(*"\/by, ..., ""V/b,)/F) als der Annullator
Ann Q% (dby A ... Adb,) identifizieren. Eine analoge Aussage gilt dann natiirlich auch fiir den v-
Kern dieser Erweiterung und den entsprechenden v-Annullator. In diesem Kapitel wollen wir uns
nun mit mehrfachen Funktionenkérpererweiterungen von p-Formen vom Typ F(py,...,¢,)/F
befassen, diese ebenfalls als Annullator identifizieren und anschlieSend den Kern in den Féllen,
in denen der Annullator bekannt ist bestimmen. Dabei erinnern wir noch einmal daran, dass
fiir Kérpererweiterungen F' C K C L mit rein transzendentem L/K nach Proposition 3.22 stets
Q"(L/F)=Q"(K/F) und damit auch v,(L/F) = v,(K/F) gilt.

Um unnotige Wiederholungen zu vermeiden, wollen wir im Folgenden die p-Formen ¢y, ..., @,
und die zugehorigen Korper fiir das gesamte Kapitel wie folgt fixieren.

Notation 7.1 Fiir ¢ = 1,...,7 sei ¢; eine p-Form iiber F' der Dimension n; + 1 mit n; € N.
Im Folgenden betrachten wir die Kérpererweiterung F'(¢q,...,®,)/F. Nach passender Skalie-
rung sei ¢; gegeben durch ¢; = (1, a;1,..., Gin, >p mit a;1,...,ain, € F. Diese Skalierung hat
nach Lemma 2.10 keinen Einfluss auf den Kérper F(gq,...,¢,). Weiter sei ndegp(yp;) = p*
und die a1, ..., aip, seien so angeordnet, dass FP(a;i,...,ax;) = Nr(p;) gilt. Zusétzlich sei-
en Xii,..., X, fur alle i = 1,...,r stets Variablen. Mit ¢} bezeichnen wir dann die Form
@i = (i1, ..., Qin, ), das heifit es ist p; = (1), L ;. Damit definieren wir

T = gOé(Xil,...,Xmi) GF[XZ‘J‘ ‘j: 1,...,7%‘].

Mit diesen Notationen kénnen wir die mehrfachen Funktionenkoérpererweiterung F(¢q, ..., ¢,)
dann auffassen als den Korper

F(ng,...,gO,,,)gF(Xij|i=1,...,’l‘, j:1,...,7’Li)(p\/T1,...,p\/Tr),

wobei wir den Kérpers F(X;; |i=1,...,r,j =1,...,n;) mit M bezeichnen wollen. An dieser
Darstellung des Korper F'(¢q,. .., ¢, ) siecht man sofort, dass dieser invariant unter Permutation
der Formen ¢, ist. Darum nehmen wir fir p-deg,,({711,...,T}) = s stets an, dass die ¢; und

damit auch die T; so sortiert sind, dass MP(Ty,...,T,) = MP(Ty,...,Ts) gilt und die T, ..., Ts
damit tber M p-unabhéngig sind. AbschlieBend definieren wir den Koérper L = F(X;; | i =
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7.1. Q"(F) und v, (F) unter Funktionenkorpererweiterungen

1,...,s, j=1,...,n;) und halten fest, dass F(¢q,...,¢,)/F(p1,...,p,) eine rein transzendente
Erweiterung ist und somit

Y F(prs o p0) [F) = VU(F (P10 05) [ F)

gilt. Fur die Berechnung des Q-Kernes der Erweiterung F'(¢y,...,p,)/F ist also eine Betrach-
tung der Erweiterung F'(py, ..., ¢,)/F vollig ausreichend. Analoges gilt dann natiirlich auch fiir
die jeweiligen v-Kerne.

7.1 Q"(F) und v,(F) unter Funktionenkorpererweiterungen

Bevor wir nun zur Berechnung der Kerne kommen, betrachten wir zundchst das folgende Lemma.

Lemma 7.2 Es seien ¢y, ..., p, wie in Notation 7.1 beschriebene p-Formen tiber F. Fiir jedes
i€ {l,...,r} gilt iber dem Kérper M die Relation

dT; = g;1da;1 + ...+ ik, daikz"

mit passenden q;; € F[X;; | j = 1,...,n). Weiter liefert fir ein festes j € {1,...,k;} die
Variablensubstitution

Xij = 1 und Xy — 0 firm e {1,...,n;} \ {4}

dann gi; — 1 und g, — 0 fir h € {1,...,k;} \ {j}. Insbesondere existiert also fir jedes
Jj€{l,... ki} eine passende Variablensubstitution, fir die dann dT; — da;; gilt.

Beweis: Zunichst fixieren wir ein ¢ € {1,...,r}. Wegen T; = Xl aq + ...+ aniaim erhalten
wir sofort

Da aber a;1,...,a, eine p-Basis des Korper FP(ai1, ..., ap,) ist, ist auch da;1,...,da;, eine
F-Basis des Vektorraums spp(da;1,...,da;,,). Fir ¢t = k; + 1,...,n; finden wir also stets eine

eindeutige Darstellung
k;

dai = Y Aitj dag
j=1
mit passenden \y; € F. Setzen wir dies in Gleichung (7.1.1) ein, so erhalten wir durch eine
einfache Rechnung

dT; = ZXZ daij + Z ( )\itj daij) XZ = Z (XZ + Z )\Zt]XZ) daij.
Jj=1 j=1

t=k;+1 7j=1 t=k;+1

Wir setzen also ¢;; = ij + E?ikl 41 Ait; XF und an dieser Darstellung ist klar, dass fiir festes
Jj€{1,...,k;} die Substitution X;; — 1 und Xj,, — 0 fiir m € {1,...,n;} \ {j} dann ¢;; — 1
und ¢;p, — 0 fiir h € {1,...,k;} \ {j} liefert. O

Wie wir in Kapitel 6 gesehen haben, ist die Berechnung der 2-Kerne modularer rein inseparabler
Erweiterungen deutlich simpler als die beliebiger rein inseparabler Erweiterungen. Ubertragen
wir dies auf unsere aktuelle Kérpererweiterung, so stellt sich die Frage unter welchen Vorausset-
zungen die 11, ..., T, iiber M p-unabhingig sind. Antwort darauf liefert das folgende Lemma.

85



KAPITEL 7. Funktionenkdrpererweiterungen von p-Formen

Lemma 7.3 Es seien 4, ..., ¢, wie in Notation 7.1 beschriebene p-Formen iiber F'. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) [MP(Th,...,T;): MP] =p";
(b) d{an, e ,auﬁ}/\. . ./\d{aﬂ, e ,arkr} #* {0};
(c) ANp(p) A AdNE(p,) # (0.

Beweis: Es seien zunéchst 17,...,7T, p-abhéingig iiber M. Mit den Notationen aus Lemma 7.2
ist dies nach Lemma 3.10 dann &quivalent zu

k1 kr
0=dIiA...ANdT, = Z Z q1j; - - - Grj, daljl /\.../\da,«jr. (712)
1=l jr=1
Fiir ein festes (ji,...,7r) € X\_;{1,...,k;} erhalten wir dann aus Lemma 7.2 eine passende
Substitution, die qij,,...,¢; = 1 liefert und alle weiteren g;; auf Null setzt. Unter dieser

Substitution liefert Gleichung (7.1.2) dann also dayj;, A...Adayj, = 0 fiir jedes (j1,...,Jr) €
X:_{1,...,k;}, woraus wir sofort die Behauptung (b) erhalten. Ist nun dayj, A...Ada,j, =0
fir alle (j1,...,Jr) € X_1{1,...,ki}, so folgt mit Gleichung (7.1.2) sofort dT1 A...AdT, = 0,
was dquivalent zur p-Abhéngigkeit der Ty, ..., T, {iber M ist. Damit sind die Aussagen (a) und
(b) dquivalent.

Die Aquivalenz von (b) und (c) erhalten wir sofort aus der Tatsache, dass gilt

spp(d{air,...,a15, } A Ad{ar1, ... a0k, }) = spp(ANE(p) A .. AANE(p,)).

Siehe dazu den Beweis von Korollar 5.5. O

Bevor wir nun mit der Berechnung des Kerns Q" (F'(¢q,...,¢,)/F) mit ¢4,..., ¢, wie in Nota-
tion 7.1 beginnen, wollen wir noch das folgende simple, aber niitzliche Lemma formulieren. Der
Beweis ergibt sich dabei direkt aus den jeweiligen Definitionen der Kerne.

Lemma 7.4 Es seien pq,...,p, wie in Notation 7.1 beschriebene p-Formen tiber F (mit s =
p-deg,,({T1,...,T}) und MP(Ty,...,T,) = MP(T,...,Ts)) und w € Q"(F). Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(CL) w e Qn(F((plv"'agar)/F);
(5) wyr € Q(MYT, ..., YT})/M);
(c) wp € M(L(VTy, ..., VTs)/L).

Mit diesen Hilfsaussagen kénnen wir nun das Haupttheorem dieses Kapitels beweisen.

Theorem 7.5 Es seien ¢q,...,¢, wie in Notation 7.1 beschriebene p-Formen tber F (mit
s =p-degy,({Th,..., T }) und MP(Ty,...,T,) = MP(Ty,...,Ts)). Dann ist

d{an,...,alkl}/\.../\d{asl,...,asks} 75 {O}

und es gilt
Q' (F(er, - 00) [ F) = U(F(p1,- -, 905) [ F)
= Ann Q% (d{a11,..., a1, A .. A ast, ..., ask. })
= Ann Q% (dNE(p1) A ... AdANE(p,))
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7.1. Q"(F) und v, (F) unter Funktionenkorpererweiterungen

sowie

VH(E (o1, 00) [ F) = vn(F(@rs- -, 05)/ F)
= Amnvp(d{air,..., a1 A A ast, - -, ask, )
= Amnvp(dNp(e) A. .. AdANE(p,)).

Insbesondere sind also Q" (F(@y,...,¢,.)/F) und v"(F(¢q,...,¢,)/F) nur von den Normkér-
pern der Formen ¢y, ..., p,, nicht aber von den Formen selbst abhdingig.

Beweis: Die Aussage d{aii,...,a15, } A...Ad{as1,...,as:,} # {0} folgt sofort mit Lemma
7.3 und der p-Unabhéngigkeit der T1,...,Ts iiber M nach Wahl der ¢,. Des Weiteren sind
die Aussagen beziiglich der v-Kerne und v-Annullatoren direkte Folgerungen aus den passen-
den Aussagen der ()-Kerne und der 2-Annullatoren. Es reicht also die erste Gleichungskette zu
beweisen. Dabei folgt die erste Gleichheit dieser Kette sofort aus der Tatsache, dass die Erwei-
terung F'(¢1,...,¢,)/F(¢1,--.,ps) rein transzendent ist und die letzte Gleichheit ist klar nach
Korollar 5.5. Es bleibt also lediglich die Gleichheit

Q" (F(pps---,95)/F) = A Qp(d{a11,...,a16, } A .. . ANd{as1, ..., ask, })

zu zeigen. Dazu sei w € Q" (F(pq,...,p,)/F). Dann ist nach Lemma 7.4 also

wp € QL(YTY, ..., Y/Ty)/L) & Ann Q} ATy A ... AdTY),

da nach Voraussetzung die Elemente 77, ...,Ts p-unabhéngig sind. Mit Lemma 7.2 angewandt
auf die Formen ¢, ..., ¢, finden wir dann fiir i = 1,..., s passende Polynome ¢;; € F[X;; | j =
1,...,n;], welche nach einer d&hnlichen Rechnung wie im Beweis von Lemma 7.3 dann

k1 ks
0=wr ANdTY A ... ANdTs = Z Z Qij, ...qiijL/\daljl /\.../\dasjs (713)
J1=1 Js=1

liefern. Durch eine analoge Substitution wie im Beweis von Lemma 7.3 erhalten wir dann
S
0 =wAday, A...ANdagj, firalle (ji,...,7s) € X{1,...,ki},
i=1

woraus w € Ann Q% (d{a11, ..., a1, } A ... Ad{ag, ..., a,}) folgt.

Da nach Lemma 7.4 zusammen mit Proposition 6.2 genau dann w € Q" (F(pq,...,¢,)/F) gilt,
wenn wy, AdTy A ... AdTs = 0 ist, erhalten wir die zweite Inklusion aus Gleichung (7.1.3) und
der Voraussetzung w Adayj, A...Adagj, = 0 fir alle (ji,...,Js) € X;_{1,...,ki}. O

Insbesondere kénnen also die Formen ¢; bei der Berechnung des Kerns Q"(F(¢q,...,¢,)/F)
stets durch die p-Pfisterformen m; = (a1, ..., aix, ) p ersetzt werden. Eine solche Form ; heifit
auch Normform von ;.

Nachdem wir nun den Q-Kern und den v-Kern einer mehrfachen Funktionenkorpererweiterung
mit einem Annullator identifizieren konnten, kénnen wir nun natiirlich alle in Kapitel 5 ge-
wonnen Resultate auch auf diese Problemstellung anwenden. Wir weisen noch einmal darauf
hin, dass es fiir die Anwendung dieser Resultate keine Rolle spielt, ob wir fiir die Bestimmung
der Annullatoren die Wedge-Produkte der dNp(yp;), der d(Np(yp;)*) oder der d(Np(p;) \ FP)
verwenden. Lediglich bei einer Ubertragung auf k,(F) und spiter auf W(F) muss darauf ge-
achtet werden, den Fall 0 € Np(yp;) auszuschlieBen, da wir die zu annullierende Menge mittels
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KAPITEL 7. Funktionenkdrpererweiterungen von p-Formen

des Bloch-Kato-Gabber Theorems und des Isomorphismus von Kato mit iibertragen wollen. Als
direktes Korollar erhalten wir dann also aus den Propositionen 5.7, 5.9, 5.14 und dem Theorem
5.18 die folgenden Aussagen.

Theorem 7.6 FEs seien ¢q,...,p, wie in Notation 7.1 beschriebene p-Formen dber F (mit
s = p-deg,,({Th,...,T,}) und MP(T1,...,T,) = MP(T1,...,Ts)).

(a) Ist p-degp({aij |t =1,...,s,j=1,...,ki}) =ki + ...+ ks, so ist

QO"(F(pg,y...,0.)/F) = Zdau/\ Adag, NQTR(F).

(b) Es sei ndegp(py) = ... = ndegp(p,_1) = 1. Setze a1 = ai,...,as-11 = as—1. Dann sind
ai,...,as—1 p-unabhdngig und ist p-degp({a1,...,as—1} U{as1,...,ask.}) = s — 1+ mit
FP(ay,...,as—1)(asi,...,ask,) = FP(ai,...,as—1)(e1,...,ep) fir passende ei,...,e; € F,

so ist £ > 1 und es gilt
QO"(F(pg,...,0)/F) = z:daZ AQVHEFY +deg AL .. Ade, NQVHF).

Gilt zusdtzlich noch F = FP~1 so ist

Un(F(py, ... 0.)/F) = [t’“’ ] € Fp(al,...,as_l)*] Avn_1(F)

d d
+ %/\ /\% Y1y 0 € FP(ay,...as—1,€1,...,e0) \ FP(a1,...,as—1)| AVnp_o(F).
(c) Ist p; = ... = ¢, = ¢ mit ndegp(p) = p* und Np(p) = FP(aq,...,a;) firay,...,a; € F,
dann ist mit t .=k —r+1
k
> da; AQPLH(F) 7>k
n )=t
V(F(p. o 9)/F) = > dai, A...Ada;, NQHF)  r<k
r mal {i1,..52¢ yC{1,... .k}
11 <...<t¢
Gilt zusdtzlich noch F = FP~1 so ist
d—x|a:€NF( )| Avp—1(F) ,r >k
Vn(F(QOv 7‘10)/F) = d$y1 dyt ] * ’
m yT/\ ’yl,...,thNF((p)]/\Un_t(F) ,r <k

Neben den in Theorem 7.6 angegeben Féllen kénnen wir die oben diskutierten Kerne natiirlich
auch in jedem Fall angeben, in dem der zugehorige Annullator zu berechnen ist. Wie in Beispiel
5.13 erhalten wir fiir p-unabhéngige a,b,c € F dann also etwa

Q*(F((a, b)), (a,c)p)/F) =Q"(F((a,b,c)),, (a,b,c)),)/F)
=daANdbAQ"2(F) +daAdeAQ"2(F) +dbAde AQ"2(F).

Ebenso kénnen wir natiirlich das Korollar 5.12 auf die Problemstellung dieses Kapitels anwenden
und erhalten damit die folgende Aussage.
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7.1. Q"(F) und v, (F) unter Funktionenkorpererweiterungen

Proposition 7.7 Es seien ¢y, ..., @, wie in Notation 7.1 beschriebene p-Formen iber F (mit
s = p-deg,({T1,...,T,}) und MP(Ty,...,T,) = MP(Th,...,Ts)). Weiter sei m € S5 und fir
1=1,...,s gelte

[F? (Ne(@r(a))s - No(@niz1) ) (NE(2r@) # F? (NE(@rqa))s- - No(@nop) ) | = 04
mit
FP(Np (@) No (@) ) (Ve (@) = FP (NE(@r(1))s - No (i) ) (B )

fir passende b, ..., 03, oy € F'. Dann ist

QY (F(py,....0.)/F) C () (Zdb ./\db;}i(ﬂ)/\ﬂn—éi(w)(p))_

7T665 —

Wir wollen die bisherigen Resultate noch auf einen weiteren Typ von Korpererweiterung an-
wenden. Dazu erinnern wir daran, dass fiir eine p-Form ¢ iiber F' mit ndegp(¢) = p und
Np(p) = FP(a) fir ein passendes a € F die Erweiterung F(¢)/F({/a) nach Proposition 2.12
rein transzendent ist und damit Q" (F(p)/F) = Q"(F({/a)/F) folgt. Mit den Notationen aus
Theorem 7.6(b) ist etwa Np(p;) = FP(a;) fiir ¢ = 1,...,s — 1 und natiirlich gilt dabei auch
ndegp(y, ..o ) (w) =pund (F(py,. .., 01))P(ai)) = Npo,,..p; ) (9i), da ansonsten die Ele-
mente 17, ...,Ts_1 iiber M nicht p-unabhéngig wiren. Zusammengefasst ist damit die Erwei-
terung

F(p1, .. 05)/F(¥ar, ..., ¥/as—1)(ps)

rein transzendent. Mit dieser Argumentation erhalten wir dann als direktes Korollar aus Theo-
rem 7.6 das folgende Resultat.

Korollar 7.8 Es seien ay,...,as € F p-unabhingig und ¢ = (1,b1,...,b; >p eine (nicht notwen-
digerweise anisotrope) p-Form iber F mit ndegp gy, »/ay)(¢) > 1. Ist p-degp({ai, ..., as} U
{b1,....b¢}) =s+ L €N mit FP(ay,...,as)(bi,...,b;) = FP(a1,...,as)(e1,...,ep) fir passende
e1,...,eg € F, dann ist £ > 1 und es gilt

O"(F(¥ay,...,¥as)(p)/F) = Ann QE(da; A ... Adas AdNE(p))

=Y da; AQ(F) +der A... Adeg AQH(F)
=1

und
vn(F(¥/a1,...,¥as)(¢)/F) = Annvi(day A ... Adas AANE(p)).

Gilt zusdtzlich noch F = FP~1 so ist

vn(F(¥/ar, ..., as) (@) /F) = [‘f | @€ FPar, ... a0)"| Avaa(F)

d d
L NN Yy Yr € FP(a1, ... as,e1,...¢e0) \ FP(a1,...,as)| Avp—o(F).

Al Ye

+

Man beachte, dass die Einschrankung auf p-unabhéngige Elemente ai,...,as in Korollar 7.8
nicht zwangsldufig notwendig ist, da man die aq,...,as im Falle von p-Abhéngigkeit auf eine
p-Basis von FP(ay,...,as) reduzieren kann, ohne die Koérpererweiterung zu verédndern.
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KAPITEL 7. Funktionenkdrpererweiterungen von p-Formen

Wie bereits erwahnt, wurde der H-Kern der in Korollar 7.8 beschriebenen Korpererweiterung
fir den Spezialfall ¢ = (b1,..., b)), mit 2-unabhéngigen ay,...,as,b1,...,b € F fiir Kérper
der Charakteristik zwei von Aravire, Laghribi und O’Ryan in [11] bestimmt. Dabei verhélt sich
der H-Kern dieser Erweiterung additiv, das heifit, er setzt sich als Summe der H-Kerne der
Erweiterungen F(\/a1,...,\/as)/F und F(y¢)/F zusammen. Im Gegensatz dazu zeigt Beispiel
5.20, dass ein solches additives Verhalten der v-Kerne (oder selbst der {2-Kerne) in Korollar 7.8
selbst unter den verstérkten Bedingungen aus [11] im Allgemeinen nicht gegeben ist.

Bemerkung 7.9 (a) Es seien ¢;,...,¢, wie in Notation 7.1 beschriebene p-Formen tiber F'
(mit s = p-degy,({T1,...,T-}) und MP(Th,...,T,) = MP(Ty,...,Ts)). Nutzen wir die
Notationen aus Proposition 7.7 sowie das Lemma 3.36, so erhalten wir

QY (F(py,....0.)/F) C () (Zdb ./\dbg}i(w)/\Q”_zi(”)(F)>

ﬂ'EGs —

-0 (5(Hwmnee))

0 (E(A ) m) ).

TES

Wir sehen damit einen Zusammenhang zwischen dem -Kern mehrfacher Funktionenkor-
pererweiterungen und bestimmten (2-Kernen einfacher rein inseparabler Erweiterungen vom
Grad p. Beispiel 5.13 zeigt allerdings, dass diese Inklusion im Allgemeinen echt sein kann.
Setzen wir zusatzlich noch p-degp({a;j |i=1,...,s j=1,...,k}) = k1 + ... + ks fiir die
Formen ¢4, ..., ¢, voraus, so vereinfacht sich dieser Ausdruck zu der folgenden Gleichheit

(1o 00) [ F) = QY (F (1, 05) [ F) = Z(QQ” ”azg/F))

i=1 \y=1

(b) Betrachten wir die Situation aus Theorem 7.6(c), so ergibt sich fiir alle t =1,..., k stets

QYF(p)/F) =day A...ANdap NQVF(F) = N dai, A...ANda;, NQTHF).
{il,..:,it}C{l,...,k}

11 <...<tg

Der Schnitt der in Theorem 7.6(c) beschrieben Summanden entspricht also fiir alle ¢ stets
dem Q-Kern Q"(F(¢)/F).

7.2  k,(F) unter Funktionenkodrpererweiterungen

Wie in Kapitel 6 wollen wir auch hier die Resultate des vorangegangenen Abschnitts auf die
Gruppe k,(F) ibertragen. Mit dem Bloch-Kato-Gabber Theorem 4.3 erhalten wir dann ohne
weitere Beweise die folgenden Resultate.

Theorem 7.10 Es seien ¢q,...,p, wie in Notation 7.1 beschriebene p-Formen dber F (mit
s =p-degy,({Th,...,T,}) und MP(Ty,...,T,) = MP(T1,...,Ts)). Dann ist

{{CLH,... ,aakl},.. .,{asl,... ,asks}} 75 {0}
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7.2. ky(F) unter Funktionenkorpererweiterungen

und es gilt
kn(F(@laacpr)/F) = kn(F((plrﬂps)/F)
= Ann b ({or, - at b {0t o, 1Y)
= Annkp ((Ne(p)" - Ne(p,) ) -

Insbesondere ist ky(F (1, -..,9,)/F) nur von den Normkorpern der Formen @y, ..., p,, nicht
aber von den Formen selbst abhdngig.

Theorem 7.11 Es seien ¢y, ...,p, wie in Notation 7.1 beschriebene p-Formen dber F (mit
s = p-deg,,({T1,...,Ty}) und MP(Ty,...,T,) = MP(Ty,...,Ts)) und es gelte FP~' = F.

(a) Es seindegp(vq) = ... =ndegp(p)s—1 = 1. Setze a1 = ai,...,as-11 = as—1. Dann sind
ai,...,as—1 p-unabhdngig und ist p-degp({a1,...,as—1} U{asi,...,ask.}) = s — 1+ £ mit
FP(ay,...,as—1)(as1,-..,ask,) = FP(ai,...,as—1)(e1,...,ep) fir passende ei,...,e; € F,

so ist £ > 1 und es gilt

kn(F(‘:017"'a90r)/F) = [m | T € Fp(ala-- . 7(1571)*} 'k’nfl(F)
+ [ [y € FP(ar, . cagnsen,e) \FP(ar, a5 )] - Ko (F).

(b) Ist p; = ... =, = ¢ mit ndegp(p) = p* und Np(p) = FP(a1,...,a;) firai,...,a, € F
sowie FP~Y = F, dann ist mitt ==k —r + 1

(] | 2 € Np(e)] - kna (F) >k

HFle o e)/F) = { W) |y € Ne(o)] - huceB) r <k

r mal

Wir iiberlassen es dem Leser, die noch ausstehenden Resultate des Abschnitts 7.1 ebenfalls fiir
Milnor-K-Gruppen k, (F') auszuformulieren.
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Kapitel 8

Ubertragung der Ergebnisse auf
W(F) und W,(F)

In diesem letzten Kapitel wird es nun unser Ziel sein, die in den Kapiteln 5, 6 und 7 bewiese-
nen Resultate mit Hilfe von Katos Isomorphismen 3.19 auf den Wittring der bilinearen Formen
bzw. auf die Wittgruppe der quadratischen Formen zu iibertragen. Da der Wittring und die
Wittgruppe nur fiir Kérper der Charakteristik zwei in Verbindung zu dem Raum der Diffe-
rentialformen stehen, sei von nun an fiir den Rest der Arbeit F' wieder stets ein Korper der
Charakteristik zwei. Man beachte dabei, dass die an vielen Stellen eingehende Voraussetzung
F = FP~! nun redundant ist.

8.1 Ubertragungslemmata

Im folgenden Lemma wollen wir zunéchst eine einfache aber wichtig Tatsache festhalten.

Lemma 8.1 FEs seien ay,...,a, € F* und b € F. Dann sind die in (a) und (b) jeweils formu-
lierten Aussagen dquivalent.

(a) (i) Die bilineare Pfisterform (a1, ...,an ), ist metabolisch.

(i) Die logarithmische Differentialform % AN % € vp(F) ist Null.
(b) (i) Die quadratische Pfisterform {(ai,...,an,b]] ist hyperbolisch.

(i) Die Form b3 A ... A9 € HE4Y(F) ist Null.

Beweis: Die Aquivalenz der Aussagen in (a) ergibt sich sofort mit Lemma 3.10 und der 2-
Abhéngigkeit der aq,...,a,. Weiter ist in (b) die Implikation (i) = (i¢) mit Theorem 3.19
offensichtlich erfiillt. Fiir die Riickrichtung in (b) sei b%“ll Ao A % = 0 in Hy*Y(F). Nach
Katos Isomorphismus 3.19 ist dann also (ay,...,a,,b]] € I"MW,(F) und mit dem Arason-
Pfister Hauptsatz 1.11 folgt dann sofort ((ay,...,an,b]] =0. O

Um die Ubertragung der Resultate besser formulieren zu kénnen, wollen wir noch die folgenden
Notationen einfiihren.

Definition 8.2 Fiir ein n € Ny definieren wir Pf}(F) als die Menge (der Wittklassen) der
n-fachen bilinearen Pfisterformen iiber F'. Zusétzlich setzen wir Pfy (F) = {0} fir n < 0.
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8.1. Ubertragungslemmata

Um die Resultate aus Kapitel 5 auf den bilinearen Wittring zu iibertragen, wollen wir den Begriff
des Annullators ebenfalls fiir den bilinearen Wittring formulieren. Dabei beschrinken wir uns
auf die bilinearen Formen, da die aus den Theoremen 5.23 und 5.25 folgenden quadratischen
Annullatoren bereits von Aravire und Baeza in [7] bestimmt wurden.

Definition 8.3 Fiir eine nicht leere Teilmenge U C W (F') definieren wir den bilinearen Annul-
lator von U als

Ambp(U) :={b e W(F)|b®u=0firalleue U} C W(F).
Weiter definieren wir fiir nicht leere Mengen Si,...S, C F* die folgende Mengenschreibweise

(1)@ @S ) =S, 8 ) = {51, .50y € W(F) | 51 €S1,....5 €S}

Dabei ist leicht nachzurechnen, dass fiir jedes @ # U C W(F) der bilineare Annullator

Annbp(U) stets ein Ideal in W (F) ist. Mit diesen Definitionen formulieren wir nun die né-

tigen Hilfslemmata zur Ubertragung der bekannten Ergebnisse.

Lemma 8.4 (a) Es sei U = {de—ell/\.../\de—i’" | (e1,...,e,) € T} C v (F) fiir eine nicht leere
Teilmenge T C (F*)". Existieren s € N und My C (F*)! firt =1,...,s so, dass fir alle
m € Ny der Annullator Ann v (U) erzeugt ist durch die Formen

—/\.../\a—/\Xt, mit (a1,...,a;) € My und x¢ € vpm—(F) firt=1,...,s,

so ist der bilineare Annullator Annbp({(e1,...,er ), | (e1,...,€r) € T'}) als Ideal erzeugt
durch die Formen ((a1,...,az ), mit (a1,...,a:;) € My firt=1,...,s.

(b) Es sei K/F eine endlich erzeugte Korpererweiterung. Weiter seien s € N und My C (F*)!
firt=1,...,s so, dass fir alle m € Ny die Gruppe v, (K/F) erzeugt ist durch die Formen

da da
—IA...A—t/\Xt , mit (a1, ...,a1) € My und x¢ € vpm—t(F) fiirt=1,...,s.
al at

Fiir alle n € N st dann

(i) I"(K/F) additiv erzeugt durch die Formen m ® ((a1,...,a; ), mit (a1,...,a;) € M,
firt=1,...,s und = € Pf} "(F).

(it) I"(K/F) additiv erzeugt durch die Formen 7 ® ((a1,...,a;)), und die Formen dhnlich
zu (... ax ), mit (a1,...,at) € My firt=1,....,n—1 und m € Pf}"(F) sowie
(ai,...,ar) € My firk=mn,...,s.

(tit) der bilineare Wittkern W (K /F) als Ideal erzeugt durch die Formen (a1, ...,a ), mit
(a1y...,a1) € My firt=1,...,s.

(c) Existieren Mengen Si,...,S, C F* und eine endlich erzeugte Korpererweiterung K/F' so,
dass gilt
Annvi(dSi A AdS,) = vp(K/F),

dann folgt auch
Annbp((St,...,5),) = W(K/F).
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KAPITEL 8. Ubertragung der Ergebnisse auf W (F) und W,(F)

Beweis: Da die Beweise der Aussagen (a) und (b) analog verlaufen, werden wir uns hier auf
den Beweis der etwas komplizierteren Aussage (b) beschrianken und es dem Leser iiberlassen
einen analogen Beweis fiir die Behauptung in (a) zu formulieren.

Zunéchst folgt die Behauptung in (i) sofort aus der Voraussetzung zusammen mit Katos Isomor-
phismus 3.19, sowie der Tatsache, dass I"(F') additiv von den n-fachen bilinearen Pfisterformen
erzeugt ist. Beginnen wir nun damit, die Behauptung in (ii) zu beweisen.

Dazu wéahlen wir n € N. Mit Lemma 8.1(a) und der Voraussetzung ist sofort klar, dass die
Formen ((a1,...,a: ), fir t =1,...,s und (a1,...,a;) € M; iiber dem Korper K metabolisch
sind. Es sei alsonun b € I"(K/F). Da K eine endlich erzeugte Korpererweiterung ist, konnen wir
analog zu den Beschreibungen in Bemerkung 3.37 voraussetzen, dass F eine endliche 2-Basis B
mit | B| = N < oo besitzt. Dann ist offensichtlich Qf(F) = {0} fiir alle £ > N und damit ist dann
auch v (F) =& I(F)/I**Y(F) = {0} fiir £ > N. Nach dem Arason-Pfister Hauptsatz 1.11 folgt
also ebenfalls I*(F) = {0} fiir £ > N. Ist dabei n > N, so ist b = 0 und es ist nichts zu zeigen.
Wir kénnen also ohne Einschrankung n < N voraussetzen. Wegen b € I"(K/F) gilt naturlich
auch b € I"(K/F) und nach Teil (i) finden wir dann passende Formen W(al’ wat) ¢ [nt(F) (fast
alle dieser Formen sind Null) mit denen dann

b i=b64+> > 7 (ar,. . a ), € IMY(F)
t=1 (a,...,at)EM;

gilt. Da sowohl b als auch die Formen (a1, ..., a;)), fir (a1,...,a;) € Mymit t € {1,...,s} iiber
K metabolisch sind, ist also auch b, 1 € I"*1(K/F) und wir kénnen das beschriebene Vorgehen
wie folgt wiederholen. Ist die Form b; € I*(K/F) fiir ein i > n gegeben, so gilt b; € I{(K/F).
Nach (i) finden wir dann passende Formen 7r(a1’ o) ey =t(F) (fast alle dieser Formen sind
Null) so, dass wir eine weitere Form

b=t d 3 mE e (aa), € UE)

t=1 (a1,...,at)EM;

erhalten. Da sowohl b;, als auch die Formen ((ai,...,a;)), fur (ai,...,a;) € M; mit t €
{1,...,s} iiber K metabolisch sind, folgt also b;;; € I'*1(K/F). Aufgrund der endlichen 2-
Basis ist dann nach endlich vielen Schritten 0 = by 1 € IV*1(F) woraus wir durch rekursives
Einsetzen und ein Umsortieren der Summanden dann den Ausdruck

Z; 3 (Zw‘“’ >> (a1,... a1 ),

1 (a1,...,at)EM;
Z > (Z”(al’ ) {a1,...,ax )y,
k=n(a1,....,ap)EMy, \ i=n

erhalten. In der ersten Summe gilt nun stets ¢ > t fiir alle passenden Indizes. Weiter ist
Wfi“"”at) € I'Y(F) und wegen I"Y(F) D I"H={(F)... D IN~t gilt fiir jedes t = 1,...,n — 1

dann YN Z?’ =) ¢ I""Y(F). Die ersten Typen von Erzeugern erhalten wir dann, da I"~*(F)
fiir + = 1,...,m — 1 nach Lemma 1.10 additiv von Formen in Pf} *(F) erzeugt ist. Fiir die
zweite Summe ist nun stets eine der Formen ngl’“"a'“) in I(F) = W(F) fir k =n,...,s und

i =mn,...,N. Dann ist auch 3N 221’ k) g W (F) und wir erhalten den zweiten Typ von
Erzeugern aus der Tatsache, dass fiir beliebige bilineare Formen (by,...,b,),,b € W(F) stets

(bi,... by ), @b =3"_) b;b gilt.
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8.2. Bilineare Annullatoren und Wittkerne

Eine analoge Rechnung kombiniert mit der Tatsache, dass I°(K/F) = W(K/F) = I(K/F) gilt,
beweist dann auch (iii) und damit ist (b) gezeigt.

Teil (c) folgt dann sofort aus einer kombinierten Anwendung von (a) und (b) zusammen mit
der Tatsache, dass jede Gruppe ein Erzeugendensystem besitzt. O

Das Lemma 8.4 konnen wir natiirlich ebenso fiir die Gruppe Hy™!(F) und die quadratische
Wittgruppe W, (F') formulieren und erhalten so das folgende Resultat.

Lemma 8.5 Es sei K/F eine endlich erzeugte Korpererweiterung. Weiter seien s € N und
N; C (F*)! X F fiirt =0,...,s so, dass fiir alle m € Ny die Gruppe Hy" " (K/F) erzeugt ist
durch die Formen

d d
bﬂ/\.../\ﬁ/\xh mit ((a1,...,a¢),b) € Ny und xt € vm—t(F) firt=0,...,s.
al ag

Fiir alle n € N st dann

(i) I"Wy(K/F) additiv erzeugt durch die Formenm ® (a1, ...,a:,b]] mit ((a1,...,a:),b) € Ny
firt=0,...,s und © € Pf; Y (F).

(i1) I"W,(K/F) additiv erzeugt durch die Formen 7 ® (a1, ...,at, b]] und die Formen dhnlich
zu ((ay, ..., a5, b]] mit ((a1,...,a¢),b) € Ny firt=0,....,n—1 und 7 € Pf;}_t(F) sowie
((al,...,ak),b) € N firk=mn,...,s.

(iii) der quadratische Wittkern Wy (K/F) als W (F')-Untermodul erzeugt durch die Formen
{ay,...,a;,b]] mit ((a1,...,a:),b) € N fiirt=0,...,s.

Da der Beweis dieser Aussage analog zu dem Beweis von Lemma 8.4 verlduft, {iberlassen wir es
wieder dem Leser, diesen auszuformulieren.

Bemerkung 8.6 Es sei wieder K/ F eine endlich erzeugte Kérpererweiterung. Wegen I(K/F) =
W(K/F) liefert Lemma 8.4(b)(ii) auch ein additives Erzeugendensystem des bilinearen Witt-
kerns der Erweiterung K/F. Auf eine &hnliche Weise erhalten wir aus Lemma 8.5 ebenfalls ein
additives Erzeugendensystem des quadratischen Wittkerns W, (K/F').

8.2 Bilineare Annullatoren und Wittkerne

Beginnen wir nun damit, die in den vorangegangenen Kapiteln bewiesenen Aussagen auf den
bilinearen Wittring zu iibertragen und starten mit den Annullatoren aus Kapitel 5. Da sich
alle hier aufgefithrten Resultate durch eine Kombination der jeweiligen Ergebnisse der Kapitel
5,6 und 7 zusammen mit den Lemmata 8.4 und 8.5 zeigen lassen, wollen wir in den folgenden
Abschnitten auf Beweise verzichten.

Proposition 8.7 (a) Es seien S1,...,S.11 C F\ F? nicht leere Mengen mit 2-degp(S;) = 1
firi=1,....r und {(S1,...,5+1)) # {0}. Dann existieren 2-unabhdngige ai,...,a, € F
mit F2(S;) = F%(a;) fiiri = 1,...,r. Weiter sei 2-degp({a1,...,a,}US,11) = r + £ und
es gelte F2(aq,...,a,)(Sr41) = F%(ay,...,a.)(e1,...,e) fiir passende eq,...,ep € F. Dann
gilt £ > 1 und der bilineare Annullator Annbp({(S1,...,Sr+1))) ist als Ideal erzeugt durch
die Formen
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o (), mitx € F*(ay,...,a.)*;
o Y1y Y )y mit y1, ...,y € F2(a1,...,ar,e1,...,e0) \ F*(ay,...,a.).

Zusdtzlich ist Annbp({(S1,...,S5,)) als Ideal erzeugt durch die Formen ((x)), mit x €
F(ay,...,a.)*.

(b) Es sei @ # S C F\ F? mit 2-degp(S) = k € N und F?(S) = F?(ay,...,a;) fir passende
a,...,ax € F. Firr € {1,...,k} setzet := k —r + 1. Dann ist der bilineare Annullator
Annbp(( SN als Ideal erzeugt durch die Formen

o (yiy. s U )p mit yi, ...,y € F2(ay,...,ap)*.

Ist 7 >k, so ist (S)®" = {0} und damit Annbp({ S)®") = W(F).

Insbesondere ist also Annbp((S))) als Ideal erzeugt durch die Formen (yi,...,yx)), mit
Y1, Yk € F2(a17"'7ak)‘

Ubertragen wir nun die Ergebnisse der v-Kerne rein inseparabler Erweiterungen, so erhalten
wir das folgende Resultat.

Theorem 8.8 Es sei E = F (5, | j € J) eine rein inseparable Erweiterung von F. Wir setzen
ej = exp(B;/F) und bj; = 5]253 firj e J. Ist {bj | j € J} 2-unabhdngig iber F, so ist fir alle
neN

(i) IT(EI/F) additiv erzeugt durch die Formen 7 ® {(x ), mit x € F2(bj | j € J)* und 7 €
Py~ (F).

(is) I"(E/F) fir n > 1 additiv erzeugt durch die Formen 7 @ ((x)), mit x € F?(b; | j € J)*
und T € Pff‘l(F).

Zusdtzlich ist I1(E/F) additiv erzeugt durch die Formen dhnlich zu (), mit
z € F2(bj|je )

(iit) der bilineare Wittkern W(E/F) als Ideal erzeugt durch die Formen ((x)), mit
z € F2(bj | j € J)*. Ist dabei J = {j1,...,j-} endlich, so gilt insbesondere

W(E/F)=Annbpr({(bj,,...,bj Np)-

Bemerkung 8.9 (a) Der in Theorem 8.8 beschriebene bilineare Wittkern wurde bereits von
Hoffmann in [25] bestimmt. Dabei verwendete Hoffmann, im Gegensatz zu dieser Arbeit,
ausschliefllich die Theorie der bilinearen Formen. Das hier angegebene Erzeugendensystem
stimmt dabei mit dem von Hoffmann angegebenen iiberein.

(b) Nutzt man die durch die Determinante gegebene Isomorphie der Gruppen I(F)/I?(F) und
F*/(F*)2, so erhalten wir aus Theorem 8.8 leicht, dass fiir die oben angegebene Erweiterung
E/F dann E>NF = F%(b; | j € J) gilt.

Theorem 8.10 Es seien by, ...,b. € F 2-unabhdingig und b € F?(by,...,b.)\ F?. Weiter seien
m,my,...,m, € Nmitm <mq,...,m, und E = F(*"V/by,..., *"Vb,, *Vb).

(a) Egzistiert ein t > m mit b € F2'(b1,...,b.), so ist E = F(*"V/by,..., *"V/by) und der
bilineare Wittkern ist bekannt aus Theorem 8.8.
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(b) Angenommen die Bedingung in (a) gilt nicht. Ist t € N mazimal mit b € sz (b1,...,by)
und 1 <t < m, so schreibe mit T = {0,...,2" —=1}" dann b= ;cp 22 b bir und setze

S={x;|i €T, x;#0}. Ist weiter 2-degp({b1,...,b,}US) = r+L und F?(by,...,b.)(S) =
F2(by,...,b.)(e1,. .., ep) fiir passende ey, ... e € F, so gilt £ > 1 und fiir alle n € N ist
(i) I"(E/F) additiv erzeugt durch die Formen
o m®@ (@), mitx € F2(by,...,b)" und 7 € PfY(F);

o YUY,y Ye Ny Mit Yi,..., Y € F2(by,...,br,e1,...,e0) \ F%(by,...,b.) und
¥ € PEPY(F).

(ii) I™(E/F) fir n > ¢ additiv erzeugt durch die Formen
o m® {(z), mitx € F3(by,...,b)* und m € PEP1(F);

oY ® (Yt,---sYe )y Mit yi,..., Y0 € F2(by,....brye1,...,e0) \ F2(by,...,b.) und
b € PR (F);

fir 1 <n </ ist ["(E/F) additiv erzeugt durch die Formen

o m® (x), mitx € F2(by,...,b)" und 7 € PfY(F);

o dhnlich zu (y1,...,Ye )y Mit Y1,...,y¢ € F2(by,...,beye1, ..., e0) \F?(by,...,b,);
und I(E/F) ist additiv erzeugt durch die Formen

o Ghnlich zu ((x ), mit x € F*(by,...,b.)*;

o dhnlich zu (y1,...,Ye )y Mit Y1,...,Y¢ € F2(by,...,brye1,...,e0)\ F2(by,...,b).

(iii) der bilineare Wittkern W (E/F) als Ideal erzeugt durch die Formen
o (), mitx € F%(by,...,b)*;
o (yiy---sYe )y mit yi,...,Ye EF2(b1,...,br,61,...,eg)\Fz(bl,...,br).

Insbesondere ist also

W(E/F) = Annbp({(by,...,b.,S)).

Natiirlich sind wir mit Theorem 8.10 nun auch in der Lage, den bilinearen Wittkern jeder
zweifachen rein inseparablen Erweiterung vollstandig zu beschreiben.

Abschlieflend wollen nun auch noch die in Kapitel 7 bestimmten v-Kerne auf bilineare Formen
iibertragen. Dazu merken wir noch einmal an, dass die zu einer bilinearen Form b gehoren-
de polare Form ¢y stets eine total singuldre quadratische Form ist, also in den Worten aus
Kapitel 2 eine 2-Form. Wie wir in Kapitel 7 gesehen haben, spielte es fiir die v-Kerne da-
bei keine Rolle, ob wir fiir 2-Formen ¢, ..., ¢, den Korperturm F(p;) C F(¢1)(¢s) C ...
oder F(p1) C F(p1)(((#2)F(p,))an) C ... fiir die Kernberechnung zugrunde gelegt haben.
Dies ist fir bilineare Formen im Allgemeinen allerdings nicht der Fall, da die Wittkerne der
Erweiterungen F'((p)an)/F und F(bg,)/F nicht zwangslaufig ibereinstimmen miissen. Dies
zeigt schon das einfache Beispiel b = (1,a,a), mit a € F \ F?. Fiir diese Form ist na-
tirlich by, = (1), und damit W (F(bsy,)/F) = {0}. Allerdings ist (¢p)an = (1,a) und da-
mit also F((¢p)an) = F(X)(v/a), woraus wir sofort (a)), € W(F((¢p)an)/F) erhalten. Den-
noch stimmen natiirlich fiir bilineare Formen by, ..., b, die Wittkerne der Kérpererweiterungen
F(by,...,b,)/F und F(gy,, ... ¢y, )/F iiberein. Eine Ubertragung der Ergebnisse aus Kapitel 7
liefert nun das folgende Resultat.

Theorem 8.11 Es seien by,..., b, anisotrope bilineare Formen tiber F' mit zugehdrigen polaren
Formen ¢q,...,¢,. Ohne Einschrinkung seien dabei die Formen ¢, ..., ¢, wie in Notation
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7.1 beschrieben und damit insbesondere so sortiert, dass [M*(\/Ti,...,/Ty) : M?] = 2% und
zusdtzlich M2(\VTY, ..., VT,) = M*(VT1,...,\/Ts) fir s <r gilt. Dann ist

W(F(by,...,0,)/F) = W(F(p1, ., 05) [ F) = Annbp({ Ne(@1)", - - Ne(ps)™)-

Es sei nun zusdtzlich ndegp(p;) = 2 firi = 1,...,5 — 1 mit Np(p;) = F?(a;) fiir passende
ai,...,as—1 € F. Dann sind ai,...,as—1 2-unabhdngig. Weiter sei 2-degp({a1,...,as—1} U
Nrp(p,)) = s — 1+ € N mit F%(ay,...,as_1)(Np(p,)) = F?(ai,...,as_1)(e1,...,ep) fir
passende e1,...,ep € F'. Dann gilt £ > 1 und fiir alle n € N ist

(i) T"(F(b1,...,6.)/F) = T"(F(¢q,---,¢s)/F) und der Kern ist additiv erzeugt durch die
Formen

o m® {x), mitx€ F*(ay,...,as_1)* und 7 € Pfg_l(F);

o ¢®<<y17"'7y€>>b mityla---ayfGFz(ah'"aasflaela---aef)\F2(ala"'7a871) und
W € PEITH(F).

(ii) I"(F(by,...,b.)/F) = I"(F(py,...,9,)/F) und fir n > £ ist der Kern additiv erzeugt
durch die Formen
o m® ((x), mitx € F*(ay,...,as_1)" und = € Pty H(F);
o ¢®<<y17""yf>>b mit Y, -5 Ye S Fz(al,'"701571761’---365)\F2(ala"'aasfl) und
v e PEH(R);
firl<mn </{ist I"(F(by,...,b,)/F) additiv erzeugt durch die Formen

o m® {(x), mitz € F¥(ay,...,as_1)* und w € Pf} 1 (F);
o dhnlich zu {{y1,...,ye Yy Mityr, ...,y € F*(a1,...,as_1,€1,...,e)\F*(a1,...,as_1);

und I(F(by,...,b,)/F) ist additiv erzeugt durch die Formen

o dhnlich zu {(x ), mit x € F*(a1,...,as-1)*;

o dhnlich zu {{y1,...,ye Yy Mmityr,...,ye€F*(a,...,as_1,e1,...,e0)\F*(a1,...,as_1).

(iii) W(F(by,...,b,)/F) = W(F(py,...,9,)/F) und der bilineare Wittkern ist als Ideal er-
zeugt durch die Formen

o (), mitx € F*(ay,...,as-1)%;

o (yiy-sye )y mit yi,...,ye 6F2(a1,...,a571,€1,...,6@)\F2(a1,...,a5,1).

Bemerkung 8.12 Mit den Notationen aus Theorem 8.11 stimmen die angegebenen Kerne we-
gen Proposition 2.12 und Korollar 7.8 mit den Kernen der Erweiterung F'(\/at, ..., /as_1)(¥;)
iiberein. Richtig angewandt bestimmt Theorem 8.11 also auch den Wittkern des Kompositums
einer rein inseparablen Erweiterung vom Exponent 1 mit der Funktionenkdrpererweiterung ei-
ner bilinearen Form. Dies liefert dann ein allgemeineres bilineares Gegenstiick zu dem in [11]
berechneten quadratischen Wittkern einer solchen Erweiterung.

Theorem 8.13 Fs sei b eine bilineare Form mit polarer Form p. Weiter seir € N, ndegp(p) =
28 > 1 und Np(p) = F%(a1,...,ay) fir passende a1, ...,a € F. Setze dannt =k —r + 1 und
K :=F(b,...,b). Istr € {1,...,k}, so ist fir allen € N

——

r mal
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(i) I"(K/F) additiv erzeugt durch die Formen m ® {y1,...,yt ), mit y1,...,y: € Np(p)* und
T € PEYTH(F).

(it) I"(K/F) fir n >t additiv erzeugt durch die Formen m & (y1,...,yt ), mit Y1,..., Yyt €
Np(p)* und m € P~ H(F).
Firn <t ist I"(K/F) additiv erzeugt durch die Formen dhnlich zu (y1,...,y: ), mit
Y1, Yt S NF(SO)*

(tit) der bilineare Wittkern W(K/F) als Ideal erzeugt durch die Formen ((yi,...,y:)), mit
Y1, Yt € Np(p)*. Insbesondere ist nach Theorem 8.11 also

W(K/F) = Annbr(( Np()* )®").

Ist r > k, so stimmen die jeweiligen Kerne mit den Kernen der Erweiterung F(b,...,b)/F
——

k mal
iberein.

8.3 Quadratische Wittkerne rein inseparabler Erweiterung

Wir wollen diese Arbeit nun damit abschlieffen, analog zum vorangegangenen Kapitel auch den
von uns berechneten H-Kern beliebiger rein inseparabler Erweiterungen auf die quadratische
Wittgruppe Wy (F) zu tibertragen. Dazu nutzen wir die in Theorem 6.25 angegebene Formu-
lierung der Erzeuger, da diese mit Hilfe von Katos Isomorphismus auf den Raum I"W,(F)
ibertragen werden konnen. Man beachte dabei, dass die Darstellung der Erzeuger aus Theorem
6.25 ebenfalls fiir moglicherweise unendliche rein inseparable Erweiterungen verwendet werden
kann.

Theorem 8.14 Fs sei E/F eine rein inseparable Erweiterung gegeben durch E = F(5; | j € J)
mit passender Indexmenge J. Setze ej = exp(f;/F) und bj = sz»ej fir j e J. Ist G C J eine
endliche Teilmenge von J, so setzen wir e(G) := max{e, | g € G} = exp(F(fy | g € G)/F).
Dann ist fir alle n € N

(i) I"W,(E/F) additiv erzeugt durch die Formen

o m® ((s,sbj]] mitjeJ, seF* undTrEPfg_l(F);

o w®(<s,32t-Hg€Gb’;(t’g)]] mit s € F*, einer endlichen Teilmenge G C J, t =
L...,e(G) — 1 und 0 < k(t,g) < 2° mit max{1,2t=%H1} | k(t,g) fir g € G so-
wie 1 € Pfy~H(F).

(i) I"Wy(E/F) firn > 1 additiv erzeugt durch die Formen
om®((s,sbj]] mitjeJ, s€F* und € Pty HF);

oY@ ((s,8¥ - [ec blg(t’g)]] mit s € F*, einer endlichen Teilmenge G C J, t =
L...,e(G) — 1 und 0 < k(t,g) < 2¢ mit max{1,2t=%*1} | k(t,g) fir g € G so-
wie 1 € Pfy~H(F);

und IW,(E/F) ist additiv erzeugt durch die Formen

o dhnlich zu ((s,sb;]] mitje J unds € F*;
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o dhnlich zu ((s,s? - [ec blg(t’g)]] mit s € F*, einer endlichen Teilmenge G C J,
t=1,...,e(G) =1 und 0 < k(t,g) < 2" mit max{1,2!=%t1Y | k(t,g) fir g € G.

(iii) der quadratische Wittkern Wy (E/F) als W (F)-Untermodul erzeugt durch die Formen

o ((s,sbj]] mitjeld, seF*;

o (s, s2t-Hg€G blg(t’g) ] mit s € F* einer endlichen Teilmenge G C J, t =1,...,e(G)—1
und 0 < k(t,g) < 2t mit max{1,2'=¢ 1} | k(t, g) fir g € G.

Bemerkung 8.15 (a) Der in Theorem 8.14 beschriebene quadratische Wittkern wurde fiir

rein inseparable Erweiterungen vom Exponent 1 bereits von Aravire und Lagribi fiir end-
liche Erweiterungen in [10] und anschliefend fiir beliebige Erweiterungen vom Exponent 1
von Hoffmann in [26] berechnet. Im Gegensatz zu dieser Arbeit verwendet Hoffmann zur
Berechnung des Kerns lediglich die Theorie der bilinearen und quadratischen Formen.

In [29] haben Hoffmann und Sobiech gezeigt, dass der quadratische Wittkern der Erweite-
rung F(v/b)/F fiir ein b € F'\ F? als W(F)-Untermodul erzeugt ist durch die Formen

- {(b,c]] mit c € F*

- ((63,6%]] mit e € F*.
Setzen wir f = e~!, so ergibt sich fiir den zweiten Typ von Erzeugern dann {{ f=3,bf?]] =
{ f,bf?]], was genau dem zweiten Typ von Erzeuger in Theorem 8.14(iii) entspricht. Eine
simple Rechnung zeigt nun fiir ein s € F* ebenfalls die Isometrie

{(s,sb]] =[1,sb] L s[1,sb] = [1,sb] L b[1,sb] ={b,sb]].

Setzt man nun ¢ = sb, so stimmen die hier beschriebenen Erzeuger ebenfalls mit den von
Hoffmann und Sobiech bestimmten Erzeugern iiberein. Des Weiteren werden die Erzeuger
vom ersten Typ im Beweis von Hoffmann und Sobiech als die Formen beschrieben, die
bereits iiber einem Unterkérper M C F(+/b) mit [M : F] = 2 hyperbolisch werden. Dies
deckt sich mit der Beschreibung der Erzeuger in Bemerkung 6.22(b), iibertragen auf den
quadratischen Wittring.
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Anhang A

Algebraische Grundlagen

Wir wollen an dieser Stelle einige grundlegende Aussagen und Definitionen der algebraischen
Korpertheorie, sowie der &ufleren Potenz eines Moduls zusammentragen. Dabei werden wir keine
detaillierte Einfiihrung in die jeweiligen Themengebiete liefern, sondern vielmehr die fiir diese
Arbeit notwendigen Definitionen und Aussagen wiederholen und einige hilfreiche Notationen
festlegen.

A.1 Korpertheorie

Zunachst ist aus der algebraischen Korpertheorie bekannt, dass jede Korpererweiterung als
rein transzendente Erweiterung, gefolgt von einer algebraischen Erweiterung realisiert werden
kann. Diese Reihenfolge kann in der Regel nicht umgekehrt werden, allerdings gilt das folgende
allgemein bekannte Lemma, welches in dieser Arbeit wiederholt verwenden wird.

Lemma A.1 Es sei F' ein Korper, © ein Elemente eines algebraischen Abschlusses von F' sowie
X ein dber F' transzendentes Element. Dann ist F(©)(X) = F(X)(©).

In diesem Kapitel wollen wir uns weitestgehend auf algebraische Kérpererweiterungen beschrén-
ken, da das Verhalten von den in dieser Arbeit untersuchten Formen unter rein transzendenten
Erweiterungen bereits gut verstanden ist. Da wir in Kapitel 6 Differentialformen unter rein inse-
parablen Erweiterungen studieren, beginnen wir mit den wichtigsten Aussagen iiber eben diesen
Typ von Korpererweiterungen und werden dann anschlieend einige Aussagen iiber separable
Erweiterungen formulieren. Da die Unterscheidung in separable und inseparable Korpererwei-
terungen iiber Korper der Charakteristik Null keinerlei Sinn hat, wollen wir in diesem Kapitel
ausschlieBllich Korper der Charakteristik p mit p > 0 untersuchen, welche wir stets als F' be-
zeichnen wollen. Fiir eine genauere Einfithrung in die Kérpertheorie, sowie alle Beweise der hier
aufgefiihrten Ergebnisse verweisen wir auf [16], insbesondere auf die Abschnitte 3.6 und 3.7.

A.1.1 Rein inseparable Korpererweiterungen

Definition A.2 Es sei F/F eine algebraische Korpererweiterung. Ein 8 € E heifit rein insepa-
rabel iiber F, wenn es ein n € Ny gibt mit 7" € F. Ist dabei fP" = b € F, so schreiben wir
kurz g = * Vb. Tst jedes Element in E rein inseparable iiber F', so bezeichnen wir E als rein
inseparable Korpererweiterung von F'.
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Es sei nun E/F eine rein inseparable Erweiterung sowie § € E. Dann bezeichnen wir die
ganze Zahl exp(8/F) := min{n € Ny | 8?" € F} als den Exponenten von 3 iiber F. Da-
bei gilt natiirlich genau dann exp(8/F) = 0, wenn § € F gilt. Weiter ist das Minimalpo-
lynom von B mit exp(B/F) = e gegeben durch X?P° — 3P° € F[X]. Existiert das Maximum
max{exp(S/F) | f € E}, so nennen wir dieses den Exponenten der Erweiterung E/F und
schreiben in diesem Fall kurz exp(E/F'). Man beachte dabei, dass nicht jede rein inseparable
Erweiterung einen endlichen Exponenten besitzt. Eine der fiir uns wichtigsten Charakterisie-
rungen rein inseparabler Korpererweiterungen ist nun durch die folgende Aussage beschrieben.

Lemma A.3 ([16, Kap. 3.7 Satz 2]) Es sei E/F eine algebraische Korpererweiterung. Dann
ist E/F genau dann eine rein inseparable Erweiterung, wenn es eine Familie (3;)jey rein in-
separabler Elemente in E mit geeigneter Indexmenge J gibt, fir die E = F(B; | j € J) gilt.

Insbesondere ist nach Lemma A.3 also jede endliche rein inseparable Erweiterung E/F von der
Form E = F(""{/by,..., *"\/b;) mit by, ..., b, € Fund mq,...,m, € N. Aus dieser Darstellung
ergibt sich dann schnell die Tatsache, dass der Kérpergrad einer rein inseparablen Erweiterung
stets eine p-Potenz ist. Gilt in dieser Darstellung zusétzlich noch by, ...,b, € F'\ FP, so erhalten
wir den Exponenten der Erweiterung durch exp(F/F) = max{my,...,m,}. Man beachte, dass
durch Reduktion der passenden m; stets eine Darstellung des Korpers F mit by,...,b, € F'\ FP
gefunden werden kann. Offensichtlich erhalten wir fiir den Kérpergrad dann ebenfalls [E : F| <
p™ Tt Um eine Charakterisierung des Falles zu erhalten in dem [E : F| = p™t+-+mr gilt
halten wir zunéchst fest, dass FP stets ein Unterkérper von F' ist. Weiter handelt es sich bei der
Erweiterung FP(by,...,b,)/F um eine rein inseparable Erweiterung vom Exponenten 1. Damit
erhalten wir nun das folgende Lemma.

Lemma A.4 (/24, Prop. 5.7]) Es sei E = F(?"\/b1,..., ""/b,)/F eine endliche rein insepa-
rable Erweiterung mit by,...,b. € F' und mq,...,m, € N. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) [FP(bi,...,by) : FP]=p";
(b) [E: F] = pmat-tme.

(¢) B=Qi_ F("Vb).

Die in Lemma A.4(a) beschriebene Bedingung an die Elemente by, . .., b, wird in Kapitel 3 als p-
Unabhéngigkeit der by, ..., b, gekennzeichnet. Gilt dabei eine der in Lemma A.4 beschriebenen
Bedingungen, so nennen wir E/F eine modulare rein inseparable Erweiterung.

Ist my = ... = my = 1 und damit £ = F(}/by,...,/b,) mit Kérpergrad [E : F| = p® und
s < r, so rechnet man leicht nach, dass es stets eine s-elementige Teilmenge {b;,,...,b;,} C

{b1,...,b;} mit FP(by,...,b,) = FP(b;,...,b;,) gibt. Fiir diese Elemente erhalten wir dann
E = F(}/bi,,...,%/bi,). Wir konnen also fiir rein inseparable Erweiterungen vom Exponenten 1
stets Erzeugende finden, sodass eine (und damit alle) Bedingungen aus Lemma A.4 erfiillt sind.

Um eine abschlielende Aussage iiber rein inseparable Erweiterungen formulieren zu koénnen,
erinnern wir an die Artin-Schreier-Abbildung g, welche fiir Kérper der Charakteristik p definiert
istalsp: F —F |, x+— P — .

Lemma A.5 ([1, Prop. 5]) Es sei E/F eine rein inseparable Korpererweiterung und x € F mit
z € p(E). Dann gilt x € p(F).
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A.1.2 Separable Korpererweiterungen

Wir wollen uns nun mit dem anderen Extrem der algebraischen Koérpererweiterungen, den se-
parablen Korpererweiterungen befassen. Wiederholen wir dazu zunéchst die Definition eben
solcher Erweiterungen.

Definition A.6 Ein Polynom f € F[X] heifit separabel tiber F', wenn im Zerfallungskérper von
f alle Nullstellen von f paarweise verschieden sind. Ist S/F eine algebraische Erweiterung und
ist ¥ € S, so nennen wir ¢ separabel iiber F', wenn das Minimalpolynom von ¢ iiber F' separabel
ist. Weiter nennen wir die Erweiterung S/ F' separabel, wenn jedes Element in S separabel tiber F'
ist. Zusatzlich wollen wir eine beliebige Korpererweiterung K/F als separabel bezeichnen, wenn
sie als rein transzendente Erweiterung, gefolgt von einer algebraisch separablen Erweiterung
realisiert werden kann.

In der folgenden Aussage fassen wir nun zwei der fiir uns niitzlichsten Eigenschaften von endli-
chen separablen Korpererweiterungen zusammen.

Proposition A.7 ([16, Kap. 3.6, Satz 12]) Ist S/F eine endliche separable Korpererweiterung,
so existiert ein 9 € S mit S = F(U). Ein solches 9 heifit primitives Element der Erweiterung
S/F und fir dieses gilt stets F(9) = F(9P).

Wir wollen diesen Abschnitt iiber Korpererweiterungen nun mit einem wichtigen Resultat aus
der Korpertheorie abschlieffen, welches beliebige algebraische Erweiterungen mit Hilfe von se-
parablen und rein inseparablen Koérpererweiterungen beschreibt.

Theorem A.8 ([16, Kap. 3.7 Satz /]) Es sei K/F eine algebraische Korpererweiterung. Dann
existiert ein Zwischenkorper S mit F C S C K so, dass S/F separabel und K /S rein inseparabel
ist. Der Korpergrad [S : F| heif$t dabei der Separabilititsgrad der Erweiterung K/F und wird
mit [K : F|s bezeichnet. Weiter ist S der separable Abschluss von F in K, das heifit es gilt
S ={a € K | a ist separabel iber F'}.

Wir koénnen also nach Theorem A.8 jede algebraische Erweiterung realisieren als separable Er-
weiterung gefolgt von einer rein inseparablen Erweiterung. Ist die in Theorem A.8 beschriebene
Erweiterung K/F bereits separabel, so ist S = K und [K : F]; = [K : F]. Ist K/F eine rein in-
separable Erweiterung, so ist S = F und [K : F]s = 1. Man beachte dabei, dass die Reihenfolge
dieser Erweiterungen in der Regel nicht umgekehrt werden kann. Algebraische Korpererweite-
rungen, die sich als rein inseparable Erweiterungen gefolgt von einer separablen Erweiterung
realisieren lassen, wollen wir als ausgeglichen bezeichnen (aus dem englischen ,balanced). Dies
ist etwa fiir jede normale Korpererweiterung der Fall.

A.2 Die auflere Potenz eines Moduls

In diesem letzten Abschnitt des Anhangs wollen wir uns mit der sogenannten dufleren Potenz
befassen. Wir werden die duflere Potenz an dieser Stelle moglichst allgemein fiir Moduln ein-
fiihren, obwohl sie in Kapitel 3 lediglich fiir F-Vektorrdume angewendet wird. In diesem letzten
kurzen Abschnitt sei R also stets ein kommutativer Ring und alle auftretenden Tensorproduk-
te seien iiber R definiert, weshalb wir konsequent kurz ® fiir ® g schreiben werden. Fiir eine
detaillierte Beschreibung der Konstruktion verweisen wir auf [17], speziell auf Kapitel 3, §7.
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Definition A.9 Es sei M ein R-Modul und & > 2. Dann definieren wir die k-te duflere Potenz
von M als A¥ M := M®*/.J,,, wobei J;, das Untermodul von M®* ist, welches durch die Elemente
m1 ® ... ®my mit m; = m; fir i # j erzeugt ist. Fiir die Nebenklasse von m; ® ... ® my, in
AF M schreiben wir dann kurz mq A ... A'my, und nennen dieses ein elementares Wedge-Produkt.
AbschlieBend definieren wir A* M = M und A\° M = R.

Die Multilinearitit der Abbildung M* — M®F (mq,...,mg) — m1 @ ... ® my, iibertrigt sich
dabei ebenfalls auf die Wedge-Produkte und man rechnet leicht nach, dass jedes w € AF M als

w = E rimg N Amyg,
1=(i1,0ik)

mit passenden r; € R und m;,,...,m;, € M geschrieben werden kann. Die elementaren Wedge-
Produkte bilden also ein Erzeugendensystem von A¥ M und eine R-lineare Abbildung auf A\* M
ist damit vollstdndig durch ihr Verhalten auf den elementaren Wedge-Produkten beschrieben.

Durch die Erzeuger des Untermoduls J; aus Definition A.9 ist ebenfalls sofort klar, dass die
Abbildung M* — M®* (mq,...,my) +— miA...Amy alternierend ist. Somit gilt fiir jede
Permutation m € &y dann mq 1) A... Amqp) = (signm)my A ... Amy.

Eine wichtige Eigenschaft der &ufleren Potenz eines Moduls ist die Tatsache, dass man aus einem
Erzeugendensystem des Moduls M auch ein Erzeugendensystem der Potenz A* M erhilt. Dies
wollen wir in der folgenden abschlielenden Proposition festhalten.

Proposition A.10 (/17, Ch. 3 §7.8 Coro. 1]) Es sei M ein R-Modul und k > 2.

(a) Besitzt M ein d-elementiges Erzeugendensystem, so ist AFM =0 fir alle k > d.

(b) Ist M ein freier Modul mit Basis {e; | i € I} fir eine wohlgeordnete Indexmenge I, so ist
NF M ebenfalls ein freier Modul und eine Basis von N* M ist gegeben durch

{eas NoooNey, | i1, .. ip €L und iy < ... <ig}.

Ist insbesondere rang M = d < oo, so ist rang \F M = (¢) firk <d.
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