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""Bewegliches, ""dynamisches’ und "prozesshaftes' Denken
beim Mathematiklernen

1. Manche Mathematikdidaktiker! tragen die Gutworter "bewegliches", "dy-
namisches" und "prozesshaftes Denken" wie ein Mantra vor sich her, im Ein-
klang mit dem jeweils neuesten Zeitgeist. Was mit diesen Auspragungen des
Denkens gemeint ist, bleibt i.d.R. ungeklart. Manifestierungen wie "Vorstel-
lungen von realen Bewegungen”, "Software fir Dynamische Geometrie™,
"Folgen als unendliche Prozesse" zeugen von einem recht oberflachlichen
Verstandnis. Im Folgenden mdochte ich an einigen Beispielen aufzeigen, dass
es beim Treiben und besonders beim Lernen von Mathematik immer wieder
Situationen gibt, bei denen man die Beweglichkeit, die Dynamik, das Pro-
zesshafte tunlichst herausnimmt (Hinwendung zum Objektcharakter einer
Funktion, Beweisfuihrung nach Anhalten einer beweglichen Konfiguration,
Konzentration auf endliche (Teil-) Prozesse).

2. In der ersten Hélfte des 20. Jahrhunderts wurde u.a. mit dem Gruppenbe-
griff und seiner innermathematischen sowie spater noch mit seiner unterstell-
ten psychologischen Bedeutung (als urspriingliche Vorlage fir Piagets Kon-
zept der Gruppierung der Denk-Operationen) die Etablierung der Abbil-
dungsgeometrie in der Schule begriindet. Die sinnvolle Beschéftigung mit
abstrakten Gruppen ist sicherlich der Ausbildung beweglichen Denkens for-
derlich, und hier kam hinzu, dass die Selbstabbildungen der Ebene sich so
schon als Verformungen und Bewegungen veranschaulichen lassen und die
einfachsten Typen sogar "Bewegung™" genannt werden. Solange man die
(Kongruenz-) Abbildungen lediglich als Werkzeuge zur Analyse geometri-
scher Formen auf Symmetrie verwendet, kommt man in der Tat mit einer
anschaulichen Begrifflichkeit hin: Man bringt im realen Raum oder in der
Vorstellung zwei Papp-Exemplare der zu untersuchenden (ebenen) Figur zur
Deckung, dreht oder wendet (aus der Ebene heraus und wieder in sie hinein)
eines der beiden Exemplare, bis es sich erneut mit dem anderen deckt, und
hat so eine Symmetrie gefunden. Wie gesagt, wird mit solchen sinnvollen
mathematischen Aktivitdten ganz gewiss bewegliches Denken gefordert.
Aber ob das daran liegt, dass es sich bei den Handlungen um (eventuell vor-
gestellte) reale Lageveranderungen von Objekten handelt, ist nirgends belegt
und bei genauerer Betrachtung auch gar nicht plausibel.

1 Nachdem ich mich jahrzehntelang penibel des fraueneinbeziehenden Sprachgebrauchs
gemal den Richtlinien des Landes NW befleiRigt und so meine Gendersensibilitat un-
ter Beweis gestellt habe, bin ich zur Verwendung der geschlechtsneutralen Stammform
der Substantive und damit zu einer klareren Sprache zurlickgekehrt.
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Die mentalen Hindernisse bei diesem Zugang (und man kann sich schlech-
terdings keinen anderen vorstellen) sind schier uniiberwindlich: Man kriegt
vielleicht noch den Punktmengen-Charakter der Ebene hin. Aber dass die
ganze Ebene der Definitionsbereich ist und dass mit diesen Abbildungen
Punkte nicht bewegt, sondern nur zugeordnet werden, — diese Begrifflichkeit
wird mit der Vorstellung von realen Bewegungen geradezu verhindert.

Diese Erfahrung macht jeder Mittelstufenlehrer, soweit ihm selbst der Funk-
tionscharakter dieser Selbstabbildungen Klar ist. Und so konnte sich niemals
eine echte Abbildungsgeometrie in der allgemeinbildenden Schule etablie-
ren, zumal der Geometrieunterricht sich dort sowieso seit Langem sténdig
auf dem Rickzug befindet.

3. Bewegung in die Geometrie ist (ab 1988) im wahrsten Sinne des Wortes
durch die sog. Dynamische-Geometrie-Software (DGS) gekommen. Wir Ge-
ometer waren davon angetan, dass wir Veranderungen und Invarianten bei
allerlei Manipulationen nun wirklich sehen konnten. Aber zum Analysieren
muss die Bewegung immer wieder angehalten werden, und es muss am ste-
henden Bild argumentiert werden, auch und gerade, wenn man dieses sich
nur vorstellt. Fur dieses Zusammenspiel zwischen dem Bewegungs- und
dem Ruhemodus sind umfangreiche Erfahrungen sowie Wissen erforderlich,
die bei den Schilern und Studenten (S&S) i.A. nicht vorhanden sind. Auch
die Formalisierung mittels stetiger Abbildungen von IXF in die Ebene (|
das Einheitsintervall, F eine Figur) bleibt den Geometrie-Novizen ver-
schlossen, so dass die Auffassung von der Ebene als Punktmenge untergeht.
Einzurdumen ist, dass man damit leben kann, indem man nicht dartiber redet.
— In zahlreichen Studien wird der Umgang der S&S mit DGS als wenig
strukturierter Aktionismus beschrieben, und es steht dahin, inwieweit er "dy-
namisches" Denken fordert (was immer man unter diesem versteht), es sei
denn, man definiert dieses als den Umgang mit DGS.

4. Auch der Grenzwertbegriff (der gangigen Analysis) wird in der Mathema-
tikdidaktik gern mit einer "dynamischen" Sichtweise assoziiert, wonach eine
Folge ein nicht endender Prozess sei, der sich bei Konvergenz einem stabilen
Zustand néhere (z.B. L&RW 2015, 565). Jeder Informatikstudent lernt im
ersten Semester, dass die Terminiertheit eine wesentliche Konstituente eines
Algorithmus ist, d.h. dass dieser auf jeden Fall nach endlich vielen Schritten
enden muss. Wohl ist der Begriff des mentalen Prozesses weniger formal
gefasst, aber auch ein unendlicher mentaler Prozess ist etwas Sinnloses. Ge-
nau diese Sinnlosigkeit hat Zenon vor zweieinhalb Jahrtausenden in seinem
beriihmten Paradoxon eingefangen: In der Dynamik eines realen Wettlaufs
holt Achilles die Schildkrote nach Kurzem ein, beim Durchlaufen der vorge-
gebenen Folge der Zeitpunkte jedoch nie.

U. Kortenkamp & A. Kuzle (Hrsg.),
Beitrage zum Mathematikunterricht 2017. Miinster: WTM-Verlag.
Seite 72



Natdrlich ist der Grenzwertbegriff immer wieder irgendwie an "dynamische"
Prozesse gekoppelt (gut nachvollziehbar in (Greefrath u.a. 2016, 105) zu-
sammengefasst), z.B. in der Analysis beim Annéhern an eine Stelle im (Ab-
schluss des) Definitionsbereich(s) einer Funktion — oder eben beim Wettlauf
zwischen Achilles und der Schildkréte zwecks Erzeugung der Paradoxie.
Solche "dynamischen™ Kontexte sind gewiss fir die jeweilige Problemstel-
lung bedeutsam. Fir den Aufbau eines tragfahigen Grenzwertbegriffs mus-
sen sie aber (voriibergehend) beiseite gerdumt werden. Mit z.B. der Erset-
zung kontinuierlicher Wege durch diskrete Folgen wird die scheinbare "Dy-
namik™ herausgenommen und Konvergenz so dem gesunden Menschenver-
stand zugénglich gemacht.

Letztlich handelt es sich dabei um die Formalisierung, mit der Karl Weier-
stral3 in der Mitte des 19. Jhdts. die Probleme tiberwinden konnte, die seine
Vorlaufer Newton, Leibniz, Cauchy u.a. mit dem Grenzwertbegriff auf der
Basis ihrer "dynamischen" Auffassung noch hatten. Solche Formalisierun-
gen sind nicht von vorneherein ein didaktisches Ubel; sie liefern vielmehr
oft die fachliche Grundlage fir die mentale Zugénglichkeit mathematischer
Begriffe. Die Abqualifizierung des Weierstraschen Grenzwertbegriffs als
"antididaktische Inversion", wie dies L&RW unter Berufung auf "die histo-
rische sowie die individuelle lernpsychologische Begriffsentwicklung” un-
ternehmen (567), stellt ihrerseits eine antididaktische Inversion dar.

Es ist abwegig, S&S beim Begriffsaufbau in die historische Sackgasse aus
der Zeit vor Weierstrald zu schicken. Und fur die — durchaus unplausible —
Unterstellung, dass "die individuelle lernpsychologische Begriffsentwick-
lung” Gber eine "dynamische™ Sichtweise laufen misse, bleiben L&RW jeg-
lichen Beleg schuldig. Es mag ja sein, dass die tatsachlich vorkommenden —
zumeist unzulénglichen — Lernprozesse "dynamische" Vorstellungen & Ver-
standnisse (V&V) beinhalten. Aber das liegt doch zundchst daran, dass den
S&S solche V&V suggeriert werden! Da wird z.B. "die Kreisflache durch
eine Folge von Polygonen ausgeschopft, die immer mehr Ecken haben, bis
sie 'schliel3lich' zum Kreis werden", usw. usf. Solche Fauxpas unterlaufen
einem als Lehrer immer wieder, vielleicht weil man selbst mangelhafte V&V
hat, aber sogar auch dann, wenn man es besser weif.

Auf zahlreiche solche Méngel beim Lehren und Lernen des Grenzwertbe-
griffs habe ich in (Bender 1991) hingewiesen. Seitdem wurde in vielen Stu-
dien, insbesondere auch zum Nullkommaperiodeneun-Problem, gezeigt,
dass es regelmaRig "dynamische™ und "prozesshafte” V&V in der Phase der
Grundlegung sind, die zu einer ungeeigneten Begrifflichkeit fuhren.

Eine simple "dynamische" Sichtweise i.e.S., nach der der Grenzwert am
Ende eines unendlichen Prozesses steht, ist schlichtweg widersinnig. Auch
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mit einer — ebenfalls simplen — "dynamischen” Sichtweise i.w.S., nach der
man sich dem Grenzwert "nur" nahert, provoziert man Fehl-V&V. Wohl fin-
det ein Ann&hern in dem Sinn statt, dass "beim Durchlaufen der Folge die
Absténde gegen 0 gehen". Aber diese sog. Erklarung ist nicht nur vage, son-
dern auf3erdem zirkular, indem sie den Begriff der (konvergenten!) Nullfolge
benutzt. Wenn man dieses "Annahern" (mathematisch-, sprach- und alltags-
logisch!) in den Griff kriegen will, kommt man an der Leibnizschen Forma-
lisierung nicht vorbei, ndmlich letztlich: fiir jede, noch so kleine, Umgebung
liegen nur endlich viele Glieder aulRerhalb.

Ein derart aufgebauter Grenzwertbegriff kann und soll natdrlich alsbald mit
"dynamischen™ V&YV angereichert und in vielerlei "dynamischen” Kontex-
ten eingesetzt werden (u.a. fur deren Bewaéltigung er ja entwickelt wird).
Diese Anreicherung erfolgt jedoch oft zu fruh, sei es durch gut gemeinte
LehrmaRnahmen (zur Motivation, zur Legitimation, in Anwendungen, im
Zuge des eingangs genannten Mantras, aufgrund ungeeigneter V&V beim
Lehrer), sei es durch unterschwellige Signale (heimlicher Lehrplan).

In den Schulcurricula der Bundeslédnder werden wir eine Renaissance des (in
NW 1999) "abgeschafften” Grenzwertbegriffs nicht mehr erleben. Aber we-
nigstens noch die Lehrer, Mathematiker und Anwender von (héherer) Ma-
thematik sollten eine ordentliche begriffliche Basis haben. Meine These lau-
tet jedenfalls, dass mit einem sorgféltigen (vortuibergehenden!) Heraushalten
von "dynamischen” V&V aus dem grundlegenden Begriffsaufbau die Zahl
der Grenzwert-Versteher spirbar erhdht werden konnte.

5. Mit der Auffassung von der Ebene als "statischer" Punktmenge, von Kon-
gruenzabbildungen als "statischen” Funktionen, vom Grenzwert als "stati-
schem" topologischem Objekt wurden in der Historie epistemologische (und
damit flr die S&S lernpsychologische) Hindernisse beseitigt. Sie konnte
auch einen kleinen Kontrapunkt gegen die jeweilige "dynamische™ Moderne
setzen und zur notwendigen MulR3e in der Bildung beitragen.

Literatur

Bender, P. (1991): Fehlvorstellungen und Fehlverstandnisse bei Folgen und Grenzwerten.
In Der mathematische und naturwissenschaftliche Unterricht 44, 238-243

Greefrath, G., Oldenburg, R., Siller, H.-S., Ulm, V., Weigand, H.-G. (2016): Aspects and
"Grundvorstellungen” of the Concepts of Derivative and Integral. Subject Matter-Re-
lated Perspectives of Concept Formation. In Journal fir Mathematik-Didaktik 37, Sup-
plement 1, S99-S129

L&RW (Felix Lensing & Bettina Rosken-Winter) (2015): Wie viel Grenzwert braucht

der Mensch? — Unendlichkeit dynamisch und statisch begreifen. In Beitrage zum Ma-
thematikunterricht 2015, 564-567

U. Kortenkamp & A. Kuzle (Hrsg.),
Beitrdge zum Mathematikunterricht 2017. Miinster: WTM-Verlag.
Seite 74





