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Typisch mathematisches Denken —auch im
Analysisunterricht der gymnasialen Oberstufe

1. Vorrede

Mit der vorliegenden Arbeit verbinden wir das Ziel, einen konstruktiven Bei-
trag fir mehr Tiefgang im Analysisunterricht zu leisten. Hierfiir gibt es un-
terschiedliche Beweggrunde, die aus der intensiven Auseinandersetzung mit
dem aktuellen Mathematikunterricht und seinen Ergebnissen sowie der
Problematik des Ubergangs von der Schule in die Hochschule resultieren. So
werfen z. B. die mélligen Anforderungen in Zentralabituraufgaben (vgl.
Bauer, 2017a) die Frage auf, wie es um das heutige Anschlussniveau in Leis-
tungskursen Mathematik bestellt ist. Von der anderen Seite in den Blick ge-
nommen kann man feststellen, dass selbst in MINT-Studiengangen viele
Studienanfangerinnen und -anfanger gravierende Schwierigkeiten mit der
Bewaltigung grundlegender Anforderungen haben; dies trifft sowohl auf das
vertiefte technische als auch auf das begriffliche Arbeiten oder den flexiblen
Umgang mit Mathematik zu (vgl. Biichter, Scheibke & Wilzek, 2017).

Da das Beklagen entsprechender Zustande alleine noch keine Hinweise zur
Verbesserung dieser liefert, zeigen wir am Beispiel des Hauptsatzes der Dif-
ferenzial- und Integralrechnung, wie typisch mathematisches Denken und
Arbeiten auf dem Niveau der Schule aussehen und zu entsprechendem Tief-
gang fuhren kann (vgl. Bauer & Bichter, 2017). Ein anderer konstruktiver
Vorschlag, der eine mogliche schulische Thematisierung von Differenzial-
gleichungen zum Gegenstand hat, wird in Bauer (2017b, 2017c¢) ausgefunhrt.
Die Vorschlage haben gemein, dass auch die Forderung fachlich interessier-
ter und intellektuell begabter Schilerinnen und Schiiler ernst genommen
wird, was nicht zu Lasten anderer Schiilerinnen und Schiiler gehen muss.
Zugleich nehmen die Vorschlége das Ziel eines allgemeinbildenden Mathe-
matikunterrichts ernst. Sie gehen dabei von den aktuellen Rahmenbedingun-
gen des Analysisunterrichts aus.

2. Aktuelle Rahmenbedingungen des Analysisunterrichts

Am Beispiel des Bundeslandes Nordrhein-Westfalen lasst sich gut konkreti-
sieren, wie sich die Rahmenbedingungen des Analysisunterrichts in den ver-
gangenen Jahrzehnten verdndert haben. So steht heute gegeniliber den
1980er-Jahren nur noch etwa die Hélfte der Unterrichtszeit fiir Analysis im
Leistungskurs Mathematik zur Verfugung und die curricularen VVorgaben
umfassen erheblich weniger fachliche Gegenstande als damals (vgl. Blichter,
2016; Buchter, Scheibke & Wilzek, 2017).
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3. Zielsetzungen und Suchrichtung fur konstruktive VVorschlage

Unser Anliegen, mehr Tiefgang im Analysisunterricht der gymnasialen
Oberstufe zu erzeugen, kann aus unserer Sicht realisiert werden, wenn das
typisch mathematische Denken und Arbeiten geférdert wird und die Prinzi-
pien der Wissenschaftsorientierung und Wissenschaftspropadeutik bertick-
sichtigt werden.

Die Forderung des typisch mathematischen Denkens und Arbeitens soll da-
bei im Sinne von ,thinking mathematically (mastering mathematical modes
of thought* (Niss, 2003) erfolgen. Damit wird der fachlichen Qualifizierung
aller Schilerinnen und Schler, der VVorbereitung auf vertiefte mathemati-
sche Bildung (in MINT-Studiengéngen) und einem allgemeinbildenden Ma-
thematikunterricht gedient.

Die Bertcksichtigung von Wissenschaftsorientierung und Wissenschafts-
propadeutik stellt sicher, dass nicht zwischen verschiedenen ,,Mathemati-
ken* (,,Schulmathematik* vs. ,,Hochschulmathematik‘‘) unterschieden wird,
sondern das mathematische Arbeiten in der Hochschule als Prazisierung,
Formalisierung und Vertiefung des Arbeitens in der Schule verstanden wird.
Im Sinne eines Spiralcurriculums hat die Schule dabei die Aufgabe, die Pra-
zisierung, Formalisierung und Vertiefung dadurch vorzubereiten, dass die
Grenzen des inhaltich-anschaulichen VVorgehens erfahrbar werden.

4. Beispiel: Weiterdenken vom Hauptsatz aus

Wenn mehr Tiefgang im Analysisunterricht erreicht werden soll, muss unter
den aktuellen Rahmenbedingungen exemplarisch gearbeitet werden. Dabei
ist es natdrlich sinnvoll, zentrale Begriffe, Zusammenhéange oder Verfahren
zu vertiefen. Kaum etwas bietet sich dafiir mehr an, als ein ,,Hauptsatz* —
zumal der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung in einigen aktu-
ellen Schulblchern arg verkurzt prasent ist (LS NRW, 2015):

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

FUr eine stetige Funktion f auf dem Intervall [a; b] gilt:

f:f(x)dx = F(b) — F(a), wobei F eine beliebige Stammfunktion von f auf
[a; b] ist.

In den meisten Darstellungen umfasst der Hauptsatz, der schulisch fur den
Riemann’schen Integralbegriff formuliert wird, zwei Teilaussagen flr Funk-
tionen, die auf einem beschrénkten und abgeschlossenen Intervall definiert
und stetig sind (vgl. Blchter & Henn, 2010):
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Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
Die Funktion f: R — R sei auf dem Intervall [a; b] stetig.

(1) Fur die Integralfunktion F,:[a; b] — R mit E,(x) = f:f(t)dt,a <x <D,
gilt £, (x) = f(x) furalle x € [a; b].
(2) Wenn F eine Stammfunktion von f ist, dann gilt f:f(t)dt = F(b) — F(a).

Bei der obigen Formulierung lasst die erste Teilaussage erkennbar werden,
warum der Satz ,,Hauptsatz heif3it. Sie garantiert unter den getroffenen Vo-
raussetzungen die Existenz von Stammfunktionen und sagt aus, dass ,,Diffe-
renzieren Integrieren riickgangig macht®, wie also Differenzial- und Integ-
ralrechnung zusammenhangen. Die zweite Teilaussage gibt dann noch eine
(extrem nitzliche) Regel zur Berechnung bestimmter Integrale an.

Der Substanzverlust in der Schulbuchfassung fiihrt somit zu einer Unstim-
migkeit in der Darstellung und dirfte dem Prinzip der Wissenschaftsorien-
tierung kaum noch geniigen. Geht man auch heute von einer stimmigen Fas-
sung des Hauptsatzes aus, dann liegen im Sinne typisch mathematischen
Denkens und Arbeitens, Fragen nahe, die den Unterricht wissenschaftspro-
padeutisch werden lassen. Eine VVoraussetzung beim Hauptsatz ist, dass die
Ausgangsfunktion auf einem beschrankten und abgeschlossenen Intervall
stetig ist. Geht man gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern den Fra-
gen, was passieren kann, wenn die Funktion nicht stetig oder das Intervall
nicht beschrankt und abgeschlossen ist nach, beginnt eine spannende Suche,
die in viele Richtungen und zu vielen substanziellen Betrachtungen und Er-
gebnissen flihren kann. Z. B. fiihrt eine ,,Sprungstelle®, also eine Art fehlen-
der Stetigkeit an einer Stelle, dazu, dass die Integralfunktion an dieser Stelle
nicht differenzierbar ist, die erste Teilaussage also nicht moéglich ist bzw.
nicht gilt.

Da Funktionen mit einer ,,Sprungstelle, die an allen anderen Stellen stetig
sind, Uber dem Intervall aber integrierbar sind, liegt die Frage nahe, wann
Funktionen nicht mehr (mit dem schulischen Integralbegriff) integrierbar
sind. Auch wenn diese Frage schulisch kaum vollstandig geklart werden
kann, flihrt die Suche fast zwangslaufig zu einer Vertiefung des Grenzwert-
begriffs, des Stetigkeitsbegriffs und des Integralbegriffs — und zu spannen-
den ersten Ergebnissen. So ist z. B. schulisch auch heute durchaus noch er-
reichbar, dass eine Funktion mit unendlich vielen Unstetigkeitsstellen unter-
sucht wird, die integrierbar ist (vgl. Bauer & Biichter, 2017).
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5. Nachrede

Der Mathematikunterricht in der gymnasialen Oberstufe muss vertiefte All-
gemeinbildung und Studienvorbereitung ermoglichen. Andernfalls lieRe sich
kaum rechtfertigen, warum er formal eine hervorgehobene Rolle im Facher-
kanon spielt. Allerdings steht daftir heute weniger Unterrichtszeit zur Verfu-
gung als friher und sind die curricularen VVoraussetzungen dafiir heute we-
niger breit und tief. Der intendierte Tiefgang, der zu einem ,,mathematikhal-
tiger[en] Mathematikuntericht* (Jahnke, 2012) fiihren soll, kann also nur
exemplarisch erzeugt werden — aber er kann erzeugt werden. Die wiederholte
Anregung des typisch mathematischen Denkens und Arbeitens zeigt hierfir
einen geeigneten Weg auf, der gegangen werden sollte, auch wenn sich ent-
sprechende Anforderungen nicht in zentral gestellten schriftlichen Abitur-
prifungen wiederfinden lassen. Denn: Unabhéngig von der konkreten Aus-
gestaltung der zentralen Abiturpriifungen (vgl. Bauer 2017a) sollte nicht hin-
genommen werden, dass das fachliche Interesse und die intellektuellen Fa-
higkeiten der Schiilerinnen und Schiiler ,,untertunnelt* werden.
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