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Über die Kunst, Lineare Gleichungssysteme auf eine etwas 

andere Art zu lösen 

Die Erarbeitung von Strategien zur Lösung Linearer Gleichungssysteme ist 

elementarer Bestandteil der Wirtschaftsmathematik-Ausbildung an der 

HWR Berlin. In Grundlagen-Veranstaltungen der Anfangssemester wird da-

bei üblicherweise in das Gauß-Verfahren sowie in die Lösung Linearer Glei-

chungssysteme durch inverse Matrizen, die mit Hilfe ihrer Unterdeterminan-

ten ermittelt werden, eingeführt. 

In den englischsprachigen Wirtschaftsmathematik-Kursen der vergangenen 

Wintersemester, die von relativ leistungsstarken Studierenden und einer ho-

hen Anzahl an Austauschstudenten mit bereits vorhandenen vertieften 

Kenntnissen zur Wirtschaftsmathematik besucht wurden, konnten über diese 

Standard-Strategien hinaus auch alternative Ansätze erörtert werden. 

Im Vordergrund stand dabei die mathematische Modellierung und Lösung 

Linearer Gleichungssysteme mit Hilfe der Geometrischen Algebra. So wur-

den im WS 2014/2015 schwerpunktmäßig der historische Ansatz von Graß-

mann (Horn 2015), im WS 2015/2016 das Gauß-Verfahren in der Interpre-

tation als Koordinatentransformationen (Horn 2016) und im gerade zu Ende 

gegangenen WS 2016/2017 die Lösung Linearer Gleichungssysteme mit 

Hilfe von Eigenwerten und Eigenvektoren sowie ergänzend durch Sand-

wich-Produkte (Horn 2017) mit den Studierenden erarbeitet. Diese Nutzung 

von Sandwich-Produkten wird im Folgenden dargestellt. 

1. Historischer Blick auf die Geometrische Algebra 

Die Lösung Linearer Gleichungssysteme beruht nach Cramer und Grass-

mann auf einer intelligenten Verknüpfung von Determinanten bei Cramer 

beziehungsweise von äußeren Produkten bei Grassmann. Beide Herange-

hensweisen sind mathematisch äquivalent, was sich auch in der von Grass-

mann 1877 genutzten Schreibweise (Grassmann 1877, S. 385) zur Lösung 

des Linearen Gleichungssystems  a x + b y + c z = d  (mittlere Formel) 

 x = 
c.b.a

c.b.d
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 
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
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ausdrückt. Ursprünglich hatte er den gleichen Lösungsansatz noch unter 

deutlicherer Kenntlichmachung des Produktcharakters in der ersten Fassung 

seiner Ausdehnungslehre (Grassmann 1844, S. 72, § 46) durch Punkte (linke 

Formel) angegeben, während in moderner Form (rechte Formel) äußere Pro-

dukte durch Keilsetzungen geschrieben werden. 
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Die  zur Ermittlung der Unbekannten x, y, z bei Cramer benötigten Determi-

nanten entsprechen dem orientierten Volumen der Parallelepipede, die durch 

die Koeffizientenvektoren a, b, c bzw. dem Ergebnisvektor d aufgespannten 

werden. Dies ist in der Formulierung von Grassmann mit Hilfe äußerer Pro-

dukte sofort einsichtig. Nach Arnold empfiehlt sich die Betonung dieses 

Sachverhalts, denn „if determinants are defined otherwise, then any sensible 

person will forever hate all the determinants“ (Arnold 1998).  

2. Der Mathematik-Virus MV/G 

In Bezug auf Einordnung der bzw. Umgang mit der Geometrischen Algebra 

identifiziert Hestenes mehrere mathematische Viren (MV), die die davon Be-

fallenen in ihrer Fähigkeit, mathematisch korrekt und sinnkonsistent zu agie-

ren, beeinträchtigen: „Just as a computer virus (CV) is program which im-

pairs the operating system of a computer, an MV is an idea which impairs 

the conceptualization of mathematics in the mind“ (Hestenes 1992). 

Einer dieser Viren, den Hestenes als Grassmann-Virus (MV/G) bezeichnet, 

führt die davon Betroffenen zu der irrigen Annahme, dass die Grassmann-

Algebra (also die Algebra äußerer Produkte) fundamentaler als die Clifford-

Algebra (also die Algebra äußerer und innerer Produkte) sei. 

Eine Betonung von Lösungsmethoden, die auf rein äußerer Multiplikation 

aufbauen, verstärkt somit diesen mathematischen Virus. Um eine solche Fes-

tigung von MV/G zu unterbinden, ist es sinnvoll, bei Behandlung der Geo-

metrischen Algebra neben die durch Grassmann eingeführte Lösungsstrate-

gie auch alternative Zugänge, die das vollständige Geometrische Produkt 

nutzen, zu diskutieren. 

3. Sandwich-Produkte 

Eine solche Nutzung gelingt, wenn der Ergebnisvektor d des Linearen Glei-

chungssystems in Sandwich-Form rechts- und linksseitig mit den Koeffi-

zientenvektoren multipliziert wird. Dieses Vorgehen hat auch den Vorteil, 

dass die üblicherweise rein algebraische Lösungsweise durch eine geometri-

sche Darstellung ergänzt und so besser verstanden werden kann. Dabei kön-

nen zwei verschiedene Zugänge unterschieden werden. 

Reine Sandwich-Produkte: Der mittlere Vektor wird rechts- und linksseitig 

mit einem gleichen Vektor multipliziert, z.B. 

 c d c = c (a x + b y + c z) c  = c a c x + c b c y + c3 z 

Wird nun die Differenz zwischen diesem reinen Sandwich-Produkt und dem 

Vielfachen c2
 d des Ergebnisvektors gebildet, führt dies zur Elimination einer 

einzigen Variablen – in diesem Fall also von z. 
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Die Bildung eines weiteren reinen Sandwich-Produkts mit dem neuen Koef-

fizienten von y führt dann auf eine längere, recht unübersichtliche Lösungs-

formel für x. Die Kunst bei diesem Ansatz zur Lösung Linearer Gleichungs-

systeme besteht nun darin, dieses Lösungsschema zu vereinfachen. 

Gemischte Sandwich-Produkte: Der mittlere Vektor wird rechts- und 

linksseitig mit unterschiedlichen Vektoren multipliziert, z.B. 

 b d c = b (a x + b y + c z) c  = b a c x + b2
 c y + b c2 z 

und c d b = c (a x + b y + c z) b  = c a b x + b2
 c y + b c2 z 

Wird nun die Differenz zwischen diesen beiden gemischten Sandwich-Pro-

dukten gebildet, führt diese auf die gleichzeitige Elimination von zwei Vari-

ablen – in diesem Fall von y und z. Damit ergibt sich aus der Differenzglei-

chung  c d b – b d c  umstandslos eine Lösungsformel für x: 

 x = (c a b – b a c)–1 (c d b – b d c) 

Gemischte Sandwich-Produkte führen somit direkt zur Lösung von Linearen 

Gleichungssystemen mit drei Unbekannten. Da die Differenz des Geometri-

schen Produktes dreier Vektoren und dem gleichen Geometrischen Produkt 

unter Umkehr der Reihenfolge der Vektoren (Reversion) aus Symmetrie-

gründen gleich dem äußeren Produkt dieser drei Vektoren sein muss, ent-

spricht die eben aufgefundene Formel x = (c  a  b)–1 (c  d  b) und da- mit 

der ursprünglichen Formel x = (a  b  c)–1 (d  b  c) von Grassmann. 

Zurück zu reinen Sandwich-Produkten: Jetzt wird rechts- und linksseitig 

der gleiche Bivektor anmultipliziert, z.B. der Bivektor b c oder c b 

 b c d b c = b c (a x + b y + c z) b c  = b c a b c x + b2
 c2

 b y + b2
 c2

 c z 

und c b d c b = c b (a x + b y + c z) c b  = c b a c b x + b2
 c2

 b y + b2
 c2

 c z 

Eine Differenzbildung führt jetzt ebenfalls umstandslos zur Lösung für x: 

 x = (c b a c b – b c a b c)–1 (c b d c b – b c d b c) 

4. Geometrische Interpretation 

Neben einer möglichen Unterdrückung des MV/G-Virus besitzt die Anwen-

dung von Sandwich-Produkten einen weiteren didaktischen Vorteil: Sand-

wich-Produkte lassen sich geometrisch einsichtig interpretieren und so die 

Lösungsstrategie zumindest bei Linearen Gleichungssystemen mit nur we-

nigen Unbekannten auch graphisch überzeugend nachverfolgen. 

Reine Sandwich-Produkte: Das mit c–2 skalierte reine Sandwich-Produkt c 

d c–1 beschreibt eine Reflexion des Linearen Gleichungssystems an einer 

Achse in Richtung des Koeffizientenvektors c. Die Komponente x c in Rich-
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tung der c-Achse bleibt dabei unverändert und hebt sich weg, wenn die bei-

den Gleichungssysteme subtrahiert werden. Dadurch reduziert sich eine 

räumlich dreidimensionale Situation in eine Anordnung, bei der lediglich 

Vektoren in der zu c senkrecht stehenden Ebene zu berücksichtigen sind. 

Gemischte Sandwich-Produkte: Die Lösungswerte x, y, z Linearer Glei-

chungssysteme können in Koordinatensystemen mit schräg zueinander ste-

henden Achsen in Richtung der Koeffizientenvektoren a, b, c (die somit als 

Basisvektoren wirken) direkt als Koordinatenwerte abgelesen werden (Horn 

2016). Die gemischten Sandwich-Produkte führen zu einer Vertauschung 

von zwei dieser schräg zueinander stehenden Achsen, die mit einer Stre-

ckung verknüpft ist. Diese Achsenvertauschung kann auch anhand einfacher 

Beispiele leicht gezeigt werden (Horn 2017c). 

5. Kursdurchführung 

Im WS 2016/2017 wurde dieser Ansatz an der HWR Berlin erfolgreich ge-

gen Ende der Lerneinheit zur Linearen Algebra (Horn 2017b, c) erprobt. 
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