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FOorderung des deduktiven Schliel3ens —
Ein Entwicklungsforschungsprojekt in Klasse 9-11

Herausforderung ,,Logische Struktur des deduktiven Schliel3ens*

Beweisen bzw. Deduktives Schlielen, das Ableiten mathematischer Satze
von anderen mathematischen Satzen, ist eine groRe Herausforderung sowohl
fur Lernende der Sekundarstufen als auch fiir Studierende. Empirische Stu-
dien haben unterschiedliche Griinde fir diese Schwierigkeiten identifiziert
(Harel & Sowder, 1998). Das hier beschriebene fachdidaktische Entwick-
lungsforschungsprojekt fokussiert sich auf eine grof’e Herausforderung,
nadmlich das Verstehen der logischen Struktur deduktiver Schliisse, welche
selten im Mathematikunterricht expliziert wird (Hemmi, 2008). Visualisie-
rungen und Messungen sind im Unterricht zundchst Mdglichkeiten, um ma-
thematische Aussagen zu tberpriifen. Um jedoch auch die Syntax hinter dem
semantischen Teil der deduktiven Schliisse zu verstehen, muss die logische
Struktur expliziert werden (Durand-Guerrier et al., 2011). Bei der logischen
Struktur der deduktiven Schliisse wird hier das Toulmin-Modell (1958) (Vo-
raussetzung, Schlussregel, Stiitze, Schlussfolgerung, Operator, Ausnahme-
regel) angenommen, das hier nicht nur zur nur fur die Analyse genutzt wird,
sondern auch als Ziel der Explikation, um Einblicke in die logische Struktur
zu ermoglichen.

Um diese Hirde zu bewéltigen, wird vorgeschlagen die logische Struktur des
deduktiven SchlieRens zu explizieren und ihre sprachlichen Reprasentatio-
nen zu Klaren (Durand-Guerrier et al., 2011). Durch strukturelles und verba-
les Scaffolding sollen im Projekt die Lernenden unterstiitzt werden, die an-
spruchsvollen Lernprozesse beim Erlernen der Explikation der logischen
Struktur und deren Beziehungen zu bewaltigen (Wood et al., 1976).

Methoden des Entwicklungsforschungsprojekts

Das Projekt MuM-Beweisen verfolgt zwei Ziele: Die Entwicklung eines
Lehr-Lern-Arrangement zur Explikation der logischen Struktur des dedukti-
ven SchlieBens mit dem Designprinzip des Scaffolding und die empirisch
begrindete Bildung lokaler Theorien Uber die Lernprozesse der Lernenden.
Aus diesen Griinden wurde als methodologischer Rahmen die fachdidakti-
sche Entwicklungsforschung mit Fokus auf Lernprozessen gewahlt (siehe
Prediger et al., 2012).

Fur diese Studie wurden bisher 4 Designexperimentzyklen mit 20 Lernenden
der 9. und 10. Klasse (in Laborsituationen) und 8 Lernenden aus der 11.
Klasse (in der Gruppe) durchgefiihrt. Die Fallstudie stammt vom 3. Zyklus,
in dem Designexperimente mit 5 Paaren videographiert wurden, in jeweils
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zwei Sitzungen a 60 Minuten. Die Lernenden hatten zuvor schon Winkel-
sétze im Unterricht kennengelernt. Der empirische Teil dieses Artikels stellt
kurz das Fallbeispiel Cora und Lydia der 9. Klasse dar, bei dem die Autorin
als Leiterin der Designexperimente fungierte.

Die qualitative Datenanalyse wurde anhand der Transkripte der Videos in
Hinblick auf die Entwicklung der Lernenden der Explikation der Elemente
der logischen Struktur nach Toulmin (vgl. Krummheuer, 2003) und deren
Beziehungen durchgefuhrt.

Design des Lehr-Lern-Arrangements ,,Mathematisch argumentieren*

Als mathematischer Inhalt wurden Winkelsatze gewahlt, da sie durch ihre
lokale Ordnung voneinander abgeleitet werden kénnen und als eine der ers-
ten Satze im Curriculum mehrschrittig, deduktiv geschlossen werden kon-
nen.

Zum strukturellen Scaffolding (siehe genauer
Hein & Prediger, 2017) werden flr jeden
Schritt materialisierte Argumentationsstruk-
turen auf Papier genutzt wie in Abb. 1. Zu-
satzlich zur Struktur in Toulmins Modell
(1958) wird im zweiten Feld expliziert, wa-
rum mit den Voraussetzungen aus der kon-
kreten Aufgabe auch die Voraussetzungen
fir den allgemeinen Wenn-Dann-Satz (im
Arrangement als Argument bezeichnet) er-
fullt sind. Jeder hergeleitete, mathematische
Satz kann als Schlussregel fur die ndchste
Herleitung eines neuen Satzes verwendet
werden. Das Verwenden materialisierten Ar-
gumentationsstrukturen in jedem Schritt er-
maoglicht es den Lernenden die impliziten
Elemente der logischen Struktur zu explizie-
ren.

Aufgabe: Begriinde folgende Aussage: Wenn die
Geraden g und h parallel sind, dann sind die Winkel
y und a gleich groR.
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Nachster Schritt: Nutzung des Stufenwinkelarguments
Abbildung 1: Materialisierte  Argu-
mentationsstrukturen als strukturel-
les Scaffolding
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Verbales Scaffolding (Gibbons, 2002) erfolgt mindlich durch die Leiterin
der Designexperimente, indem die Beziehungen zwischen den Elementen
der logischen Struktur (kausale, konditionale und konsekutive) ausgedriickt
werden. Entlang der materialisierten Strukturen werden die deduktiven
Schliisse durch die Lernenden schlie3lich verschriftlicht.
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Empirische Einsichten in die Lernprozesse von Cora und Lydia
bei der Explikation der logischen Struktur

Die Schilerinnen leiten in dieser Aufgabe den Wechselwinkelsatz her und
benutzen im ersten Schritt den Scheitelwinkelsatz, den sie sich vorher er-
schlossen haben. Durch eine Gegenuberstellung der Nennung der einzelnen
Elemente der logischen Struktur 1. vor der Nutzung der materialisierten Ar-
gumentationsstrukturen, 2. wahrend des Ausflllens jener und 3. bei der Ver-
schriftlichung anhand der materialisierten Argumentationsstrukturen wird
der Prozess der Explikation aufgezeigt:

1. Vor dem strukturellem Scaffolding: Cora nennt die VVoraussetzungen fur
den Scheitelwinkelsatz ,,wenn wir das erstmal den Scheitelwinkel dazu bil-
den® [Turn 523] und bezeichnet mit Lydia das fur diesen Schritt bendtigte
Argument wiederholt und teilweise auch nach der Nennung spater benotigter
Argumente als ,,Scheitelwinkel* oder auch ,,Scheitelwinkelargument*.

2. Wahrend des Ausfiillens der materialisierten Argumentationsstrukturen:
Nach dem Abzeichnen der geometrischen Konstruktion in das erste Feld sa-
gen Lydia und Cora folgendes (siehe Abbildung 1 ftir ersten Schritt):

550 Lydia: Betrachten ja Alpha und Alpha Strich.

551 Cora: [zeichnet mit einem roten Stift Zeichnung nochmal in das
kleine Feld und zeichnet diesmal auch den Scheitelwinkel Al-
pha Strich zu Alpha ein. Der Winkel Gamma wird mit
schwarzen Stift eingetragen] [Pause 11 Sek]

551 Lydia So jetzt brauchen wir

553 Cora [legt die Scheitelwinkelargument-Karte auf das mittlere
Rechteckfeld]

554 Lydia: Scheitelwinkel

555 Cora:  Weil das bedeutet namlich, dass [schreibt ,,a= a' ““ in das un-
tere Rechteckfeld]...

Hier wird durch das Material die Identifizierung und Explikation aller Ele-
mente der logischen Struktur eingefordert, auch wenn deren Beziehungen
(auch bei anderen Lernendenpaaren) beim Ausftllen kaum genannt werden.

3. Verschriftlichungen anhand materialisierter Argumentationsstrukturen:
Lydia schreibt zu diesem Schritt ,,Zuerst bildet man den Scheitelwinkel zu «
und (a). Das Scheitelwinkelargument besagt, dass a« und a’ gleich grof3
sind.” Lydia nennt hier nicht nur die Voraussetzungen fiir den Wenn-Dann-
Satz ,,Scheitelwinkel®, sondern expliziert nun die Schlussregel ,,Scheitelwin-
kelargument® und nennt die daraus resultierende Schlussfolgerung.
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Diskussion

Das materialisierte strukturelle Scaffolding scheint zu wirken, denn es wer-
den in vielen Lernendentexten mehr Elemente der logischen Struktur entlang
der materialisierten Strukturen genannt, linearer geordnet und mehr Bezie-
hungen — wenn auch liickenhaft — sprachlich ausgedrtickt. Auch wenn im 3.
Zyklus nur 10 Lernende untersucht wurden und auch nur im Bereich der
Winkelsétze, so zeigt sich, dass Lernende grundsatzlich mit Hilfe des Scaf-
foldings die Elemente der logischen Struktur ermitteln kénnen. Die Analyse
der Sprachmittel in den Lernprozessen zeigt (auch wenn diese hier nicht dar-
gestellt werden kann) allerdings auch — neben den strukturellen — die hohen,
lexikalisch-syntaktisch Anforderungen an die Lernenden. Je mehr Elemente
der logischen Struktur expliziert werden, desto mehr Beziehungen zwischen
diesen missen natlrlich auch ausgedriickt werden. So ist dabei aber insbe-
sondere die sprachliche Integration des explizierten Wenn-Dann-Satzes und
dessen Unterscheidung (z.B. allgemeine Voraussetzung wie Stufenwinkel
und die Implikation gleicher Winkelmalie) von seiner konkreten Anwendung
(z.B. Winkel in der Aufgabe) anspruchsvoll (Prediger & Hein, 2017).
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