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Formeln verstehen — oder: Nach welchen Kriterien weist man
Variablen ihren Platz zu?

Wer erfahren will, was Algebra leistet, muss verstehen, unter welche Aspek-
ten eine Variable gesehen werden kann, wie sie mit anderen Variablen ver-
knupft ist und warum sie an einer bestimmten Stelle des Terms steht. Wenn
im Mathematikunterricht neben der Orientierung am sicheren Kalkdl das
Verstandnis fir den Aufbau eines Terms oder einer Formel tritt, wird die
Grundlage daflir geschaffen, dass Schiler diese nicht nur anwenden, sondern
auch — z.B. aufgrund veranderter Voraussetzungen oder EinflussgroRen -
modifizieren kdnnen. Ein wichtiges Ziel des Algebra-Unterrichts ist es, die
Fahigkeit zu schulen, in einer Situation die Struktur zu erfassen und diese in
einem algebraischen Term abzubilden.

Ein Beispiel zur Erlauterung: Heinz Heckhausen (1980) hat eine Motivati-
onsformel entworfen, die hier — etwas zurechtgestutzt — dargestellt werden
soll. Als Einflussgrofien fur die Motivation (M), eine gestellte Aufgabe an-
zugehen, werden betrachtet: die individuelle Leistungsbereitschaft des Indi-
viduums (LM), der Erreichbarkeitsgrad der Aufgabe (E) und der Anreiz der
Aufgabe (Ae).

Heckhausen konstruiert nun folgende (hier verkirzt dargestellte) Formel:
M=LM:-E- Ae

Warum verwendet Heckhausen zur Berechnung von M ein Produkt und be-
gnugt sich nicht mit der Bildung der Summe? Offensichtlich werden die
Zusammenhange der Wirklichkeit durch dieses Produkt besser dargestellt
als durch eine Summe. Wenn beispielsweise der Erreichbarkeitsgrad einer
Aufgabe gleich Null ist, so ist die Motivation trotz hoher individueller
Leistungsbereitschaft LM ebenfalls gleich Null. Bei additiver Verknipfung
der EinflussgrofRen kame dies nicht zum Ausdruck. Dasselbe trifft fur die
anderen Variablen zu, die Darstellung als Produkt bewirkt, dass jede ein-
zelne Einflussgrofe zum ,,K.O.-Kriterium* fiir die Motivation M werden
kann.

Geschult werden kénnen solche Fahigkeiten, in Termen die Struktur zu se-
hen, schon lange bevor das Stichwort ,,Algebra“ fallt und auch dann, wenn
der Begriff ,,Variable* noch nicht mit einer (mathematischen) Bedeutung
verknUpft ist. Bereits in der Primarstufe erfassen Schiiler Phdnomene der
Verallgemeinerung, sie haben lediglich noch keine ,,Sprache® dafiir. Bei-
spielsweise wird die Erkenntnis, dass 3 + 4 = 4 + 3 gilt, weder als Kommu-
tativgesetz bezeichnet, noch algebraisch notiert. Aber es wird intuitiv erfasst,
dass dies wohl fir alle Zahlen gilt, die addiert werden. VVorerfahrungen mit
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Verallgemeinerungen, bei denen die verwendeten Zahlen als Stellvertreter
fur alle moglichen Zahlen gelten, helfen dabei, in hoheren Klassen die Ver-
wendung von Buchstaben fiir Variable im Sinne des Aspekts ,,Verdnderli-
che® zu begreifen. In der Primarstufe verwendete Aufgabenformate sollten
diese Verstandnisebene immer wieder ermoglichen und herausfordern.

In der Sekundarstufe kommen weitere Moglichkeiten — zunachst immer noch
auf der Zahlenebene — hinzu. Ein Beispiel soll die Moglichkeiten aufzeigen:

Funf Freunde planen einen Ausflug nach Hamburg.

Benzinkosten Eintritt
(PKW mit max. 5 Personen) Modelleisenbahnausstellung
120 € 8 € pro Person
Kosten pro Person [in €]: % +8

(@) Was andert sich, wenn die Benzinkosten auf 130 € steigen?
(b) Was andert sich, wenn zwei Freunde krank werden?
(c) Was éndert sich, wenn insgesamt sechs Freunde mitfahren?

(d) Was dndert sich, wenn es in der Ausstellung eine Gruppenkarte zu 36 € fiir bis
zu sechs Besucher gibt?

(e) Mit welchem Term kann man die Gesamtkosten fiir alle ausrechnen?

Eine Anderung an der Sachsituation macht also weitere Uberlegungen er-
forderlich:

e An welcher Stelle des Terms muss ein Zahlenwert geandert werden?

e Fhrt diese Anderung zu einer Erhéhung oder einer Verminderung des
Termwertes (d.h.: des Funktionswertes)?

e Geniigt die Anderung eines einzelnen Wertes oder muss der gesamte
Term neu strukturiert werden?

Eine neue Sichtweise auf Terme riickt in den VVordergrund: Der einer (ver-
anderlichen) Zahl zugewiesene Platz legt fest, wie sich eine Veranderung
dieser Zahl auf den Termwert auswirkt.
120
—+X

X 120
—+38 —+
5 X
Dabei wird die Semantik von Termstrukturen erfasst: ,,Warum steht die An-
zahl der Personen im Nenner, warum stehen die Benzinkosten im Zéhler?
Wieso schreibt man die Kosten fir den Eintritt nicht in den Zahler des
Bruchs, sondern als weiteren Summanden dahinter?* Teilaufgabe (c) muss
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mit Vorsicht beantwortet werden: Bevor ein Automatismus bei der Bearbei-
tung einsetzen konnte, muss Uber die Giiltigkeit des Terms neu nachgedacht
werden. Im Modellierungskreislauf sind derartige Uberlegungen dem Teil-
schritt ,,Validierung* zuzuordnen (Maal3 2007).

Der durch die Variation bei Zahlentermen vertraute Blick auf die Auswir-
kungen beim Termwert bildet die Grundlage fir die Betrachtung algebrai-
scher Terme unter dem Kovariationsaspekt. Abhingig vom ,,Platz, an dem
die Variable innerhalb eines Terms steht, ergeben sich ganz unterschiedliche
Auswirkungen auf den Wert des Terms, wenn fiir x unterschiedliche Zahlen
eingesetzt werden.

6 + X X—6 6 —X X6

o R
= |

6-x2 6 —Vx Vx -6

Wie andert sich der Termwert,
wenn ich x um 1 erhéhe?

6-0,8-x 6 — sin(x) O

Zunédchst kann der Vergleich der Terme auf die Fragestellung eingegrenzt
werden: ,,Wird der Termwert groBer oder kleiner, wenn x um 1 erhéht
wird?“ Anspruchsvoller wird die Betrachtung, wenn untersucht wird, bei
welchen Termen die Zu- oder Abnahme vergleichsweise ,,schneller oder
»andersartig” geschieht. Graphische Darstellungen kénnen die Uberlegun-
gen unterstiitzen und legen die Grundlage fir die Arbeit mit Funktionen.

Besonders einsichtig wird der Aufbau einer Formel immer dann, wenn sich
der Zusammenhang leicht an der Realitét tberprifen lasst. MALLE (1993)
fuhrt hier als Beispiel die Formel fur den Zusammenhang zwischen Ge-
schwindigkeit, Zeit und zurlickgelegter Strecke an:

t=s/v

Leicht wird durch die Realitét einsichtig, dass ein groRerer Wert fir s (bei
gleichbleibender Geschwindigkeit) zu einer langeren Fahrzeit flhrt, woge-
gen bei einem groReren Wert fiir v das Ziel in kirzerer Zeit erreicht wird.
Reguliert wird dieser funktionale Zusammenhang durch die Positionierung
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der Variablen im Zahler bzw. Nenner. Natdrlich stellt diese vorl&ufige Be-
schrankung auf proportionale Zusammenhange eine starke Vereinfachung
dar, gleichwohl wird der Blick auf den Aufbau einer Formel gescharft.

Formeln anzuwenden mag in vielen Féllen gentigen. Die Modifizierung von
Formeln bekommt jedoch — insbesondere in der immer bedeutender werden-
den Welt der automatisierten Bearbeitung von Standardrechnungen — einen
zunehmenden Stellenwert. Mathematikunterricht sollte darauf durch ent-
sprechende Aufgabenformate vorbereiten.
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